智浪教育—普惠英才文库

第一讲 因式分解(一)
　　多项式的因式分解是代数式恒等变形的基本形式之一，它被广泛地应用于初等数学之中，是我们解决许多数学问题的有力工具．因式分解方法灵活，技巧性强，学习这些方法与技巧，不仅是掌握因式分解内容所必需的，而且对于培养学生的解题技能，发展学生的思维能力，都有着十分独特的作用．初中数学教材中主要介绍了提取公因式法、运用公式法、分组分解法和十字相乘法．本讲及下一讲在中学数学教材基础上，对因式分解的方法、技巧和应用作进一步的介绍．
　　1．运用公式法
　　在整式的乘、除中，我们学过若干个乘法公式，现将其反向使用，即为因式分解中常用的公式，例如：
　　(1)a2-b2=(a+b)(a-b)；
　　(2)a2±2ab+b2=(a±b)2；
　　(3)a3+b3=(a+b)(a2-ab+b2)；
　　(4)a3-b3=(a-b)(a2+ab+b2)．
　　下面再补充几个常用的公式：
　　(5)a2+b2+c2+2ab+2bc+2ca=(a+b+c)2；
　　(6)a3+b3+c3-3abc=(a+b+c)(a2+b2+c2-ab-bc-ca)；
　　(7)an-bn=(a-b)(an-1+an-2b+an-3b2+…+abn-2+bn-1)其中n为正整数；
　　(8)an-bn=(a+b)(an-1-an-2b+an-3b2-…+abn-2-bn-1)，其中n为偶数；
　　(9)an+bn=(a+b)(an-1-an-2b+an-3b2-…-abn-2+bn-1)，其中n为奇数．
　　运用公式法分解因式时，要根据多项式的特点，根据字母、系数、指数、符号等正确恰当地选择公式．
　　例1 分解因式：
　　(1)-2x5n-1yn+4x3n-1yn+2-2xn-1yn+4；
　　(2)x3-8y3-z3-6xyz；
　　(3)a2+b2+c2-2bc+2ca-2ab；
　　(4)a7-a5b2+a2b5-b7．
　　解 (1)原式=-2xn-1yn(x4n-2x2ny2+y4)

　　　　　　　=-2xn-1yn[(x2n)2-2x2ny2+(y2)2]

　　　　　　　=-2xn-1yn(x2n-y2)2 

　　　　　　　=-2xn-1yn(xn-y)2(xn+y)2．
　　(2)原式=x3+(-2y)3+(-z)3-3x(-2y)(-Z)

　　　　　 =(x-2y-z)(x2+4y2+z2+2xy+xz-2yz)．
　　(3)原式=(a2-2ab+b2)+(-2bc+2ca)+c2
　　　　　＝(a-b)2+2c(a-b)+c2
　　　　　=(a-b+c)2．
　　本小题可以稍加变形，直接使用公式(5)，解法如下：
　　原式=a2+(-b)2+c2+2(-b)c+2ca+2a(-b)

　　　　=(a-b+c)2
　　(4)原式=(a7-a5b2)+(a2b5-b7)

　　　　　 =a5(a2-b2)+b5(a2-b2)

　　　　　 =(a2-b2)(a5+b5)

　　　　　 =(a+b)(a-b)(a+b)(a4-a3b+a2b2-ab3+b4)

　　　　　 =(a+b)2(a-b)(a4-a3b+a2b2-ab3+b4)

　　例2 分解因式：a3+b3+c3-3abc．
　　本题实际上就是用因式分解的方法证明前面给出的公式(6)．
　　分析 我们已经知道公式
(a+b)3=a3+3a2b+3ab2+b3
　　的正确性，现将此公式变形为
a3+b3=(a+b)3-3ab(a+b)．
　　这个[image: image1.jpg]


式也是一个常用的公式，本题就借助于它来推导．
　　解 原式=(a+b)3-3ab(a+b)+c3-3abc

　　　　　 =［(a+b)3+c3］-3ab(a+b+c)

　　　　　 =(a+b+c)［(a+b)2-c(a+b)+c2]-3ab(a+b+c)

　　　　　 =(a+b+c)(a2+b2+c2-ab-bc-ca)．
　　说明 公式(6)是一个应用极广的公式，用它可以推出很多有用的结论，例如：我们将公式(6)变形为
　　a3+b3+c3-3abc
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　　显然，当a+b+c=0时，则a3+b3+c3=3abc；当a+b+c＞0时，则a3+b3+c3-3abc≥0，即a3+b3+c3≥3abc，而且，当且仅当a=b=c时，等号成立．
　　如果令x=a3≥0，y=b3≥0，z=c3≥0，则有
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　　等号成立的充要条件是x=y=z．这也是一个常用的结论．
　　例3 分解因式：x15+x14+x13+…+x2+x+1．
　　分析 这个多项式的特点是：有16项，从最高次项x15开始，x的次数顺次递减至0，由此想到应用公式an-bn来分解．
　　解 因为
　　x16-1=(x-1)(x15+x14+x13+…x2+x+1)，
　　所以
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　　说明 在本题的分解过程中，用到先乘以(x-1)，再除以(x-1)的技巧，这一技巧在等式变形中很常用．
　　2．拆项、添项法
　　因式分解是多项式乘法的逆运算．在多项式乘法运算时，整理、化简常将几个同类项合并为一项，或将两个仅符号相反的同类项相互抵消为零．在对某些多项式分解因式时，需要恢复那些被合并或相互抵消的项，即把多项式中的某一项拆成两项或多项，或者在多项式中添上两个仅符合相反的项，前者称为拆项，后者称为添项．拆项、添项的目的是使多项式能用分组分解法进行因式分解．
　　例4 分解因式：x3-9x+8．
　　分析 本题解法很多，这里只介绍运用拆项、添项法分解的几种解法，注意一下拆项、添项的目的与技巧．
　　解法1 将常数项8拆成-1+9．
　　原式=x3-9x-1+9

　　　　=(x3-1)-9x+9

　　　　=(x-1)(x2+x+1)-9(x-1)

　　　　=(x-1)(x2+x-8)．
　　解法2 将一次项-9x拆成-x-8x．
　　原式=x3-x-8x+8

　　　　=(x3-x)+(-8x+8)

　　　　=x(x+1)(x-1)-8(x-1)

　　　　=(x-1)(x2+x-8)．
　　解法3 将三次项x3拆成9x3-8x3．
　　原式=9x3-8x3-9x+8

　　　　=(9x3-9x)+(-8x3+8)

　　　　=9x(x+1)(x-1)-8(x-1)(x2+x+1)

　　　　=(x-1)(x2+x-8)．
　　解法4 添加两项-x2+x2．
　　原式=x3-9x+8

　　　　=x3-x2+x2-9x+8

　　　　=x2(x-1)+(x-8)(x-1)

　　　　=(x-1)(x2+x-8)．
　　说明 由此题可以看出，用拆项、添项的方法分解因式时，要拆哪些项，添什么项并无一定之规，主要的是要依靠对题目特点的观察，灵活变换，因此拆项、添项法是因式分解诸方法中技巧性最强的一种．
　　例5 分解因式：
　　(1)x9+x6+x3-3；
　　(2)(m2-1)(n2-1)+4mn；
　　(3)(x+1)4+(x2-1)2+(x-1)4；
　　(4)a3b-ab3+a2+b2+1．
　　解 (1)将-3拆成-1-1-1．
　　原式=x9+x6+x3-1-1-1

　　　　=(x9-1)+(x6-1)+(x3-1)

　　　　=(x3-1)(x6+x3+1)+(x3-1)(x3+1)+(x3-1)

　　　　=(x3-1)(x6+2x3+3)

　　　　=(x-1)(x2+x+1)(x6+2x3+3)．
　　(2)将4mn拆成2mn+2mn．
　　原式=(m2-1)(n2-1)+2mn+2mn

　　　　=m2n2-m2-n2+1+2mn+2mn

　　　　=(m2n2+2mn+1)-(m2-2mn+n2)

　　　　=(mn+1)2-(m-n)2
　　　　=(mn+m-n+1)(mn-m+n+1)．
　　(3)将(x2-1)2拆成2(x2-1)2-(x2-1)2．
　　原式=(x+1)4+2(x2-1)2-(x2-1)2+(x-1)4
　　　　=［(x+1)4+2(x+1)2(x-1)2+(x-1)4]-(x2-1)2
　　　　=［(x+1)2+(x-1)2]2-(x2-1)2
　　　　=(2x2+2)2-(x2-1)2=(3x2+1)(x2+3)．
　　(4)添加两项+ab-ab．
　　原式=a3b-ab3+a2+b2+1+ab-ab

　　　　=(a3b-ab3)+(a2-ab)+(ab+b2+1)

　　　　=ab(a+b)(a-b)+a(a-b)+(ab+b2+1)

　　　　=a(a-b)［b(a+b)+1]+(ab+b2+1)

　　　　=[a(a-b)+1](ab+b2+1)

　　　　=(a2-ab+1)(b2+ab+1)．
　　说明 (4)是一道较难的题目，由于分解后的因式结构较复杂，所以不易想到添加+ab-ab，而且添加项后分成的三项组又无公因式，而是先将前两组分解，再与第三组结合，找到公因式．这道题目使我们体会到拆项、添项法的极强技巧所在，同学们需多做练习，积累经验．
　　3．换元法
　　换元法指的是将一个较复杂的代数式中的某一部分看作一个整体，并用一个新的字母替代这个整体来运算，从而使运算过程简明清晰．
　　例6 分解因式：(x2+x+1)(x2+x+2)-12．
　　分析 将原式展开，是关于x的四次多项式，分解因式较困难．我们不妨将x2+x看作一个整体，并用字母y来替代，于是原题转化为关于y的二次三项式的因式分解问题了．
　　解 设x2+x=y，则
　　原式=(y+1)(y+2)-12=y2+3y-10

　　　　=(y-2)(y+5)=(x2+x-2)(x2+x+5)

　　　　=(x-1)(x+2)(x2+x+5)．
　　说明 本题也可将x2+x+1看作一个整体，比如今x2+x+1=u，一样可以得到同样的结果，有兴趣的同学不妨试一试．
　　例7 分解因式：
(x2+3x+2)(4x2+8x+3)-90．
　　分析 先将两个括号内的多项式分解因式，然后再重新组合．
　　解 原式=(x+1)(x+2)(2x+1)(2x+3)-90

　　　　　 =[(x+1)(2x+3)][(x+2)(2x+1)]-90

　　　　　 =(2x2+5x+3)(2x2+5x+2)-90．
　　令y=2x2+5x+2，则
　　原式=y(y+1)-90=y2+y-90

　　　　=(y+10)(y-9)

　　　　=(2x2+5x+12)(2x2+5x-7)

　　　　=(2x2+5x+12)(2x+7)(x-1)．
　　说明 对多项式适当的恒等变形是我们找到新元(y)的基础．
　　例8 分解因式：
(x2+4x+8)2+3x(x2+4x+8)+2x2．
　　解 设x2+4x+8=y，则
　　原式=y2+3xy+2x2=(y+2x)(y+x)

　　　　=(x2+6x+8)(x2+5x+8)

　　　　=(x+2)(x+4)(x2+5x+8)．
　　说明 由本题可知，用换元法分解因式时，不必将原式中的元都用新元代换，根据题目需要，引入必要的新元，原式中的变元和新变元可以一起变形，换元法的本质是简化多项式．
　　例9 分解因式：6x4+7x3-36x2-7x+6．
　　解法1 原式=6(x4+1)＋7x(x2-1)-36x2
　　　　　　　=6［(x4-2x2+1)+2x2］+7x(x2-1)-36x2
　　　　　　　=6[(x2-1)2+2x2]+7x(x2-1)-36x2
　　　　　　　=6(x2-1)2+7x(x2-1)-24x2
　　　　　　　=[2(x2-1)-3x］［3(x2-1)+8x]

　　　　　　　=(2x2-3x-2)(3x2+8x-3)

　　　　　　　=(2x+1)(x-2)(3x-1)(x+3)．
　　说明 本解法实际上是将x2-1看作一个整体，但并没有设立新元来代替它，即熟练使用换元法后，并非每题都要设置新元来代替整体．
　　解法2
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　　原式=x2[6(t2+2)+7t-36]

　　　　=x2(6t2+7t-24)=x2(2t-3)(3t+8)

　　　　=x2[2(x-1/x)-3][3(x-1/x)+8]

　　　　=(2x2-3x-2)(3x2+8x-3)

　　　　=(2x+1)(x-2)(3x-1)(x+3)．
　　例10 分解因式：(x2+xy+y2)-4xy(x2+y2)．
　　分析 本题含有两个字母，且当互换这两个字母的位置时，多项式保持不变，这样的多项式叫作二元对称式．对于较难分解的二元对称式，经常令u=x+y，v=xy，用换元法分解因式．
　　解 原式=[(x+y)2-xy]2-4xy[(x+y)2-2xy]．令x+y=u，xy=v，则
　　原式=(u2-v)2-4v(u2-2v)

　　　　=u4-6u2v+9v2
　　　　=(u2-3v)2
　　　　=(x2+2xy+y2-3xy)2
　　　　=(x2-xy+y2)2．
练习一
　　1．分解因式：
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　　(2)x10+x5-2；
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　　(4)(x5+x4+x3+x2+x+1)2-x5．
　　2．分解因式：
　　(1)x3+3x2-4；
　　(2)x4-11x2y2+y2；
　　(3)x3+9x2+26x+24；
　　(4)x4-12x+323．
　　3．分解因式：
　　(1)(2x2-3x+1)2-22x2+33x-1；
　　(2)x4+7x3+14x2+7x+1；
　　(3)(x+y)3+2xy(1-x-y)-1；
　　(4)(x+3)(x2-1)(x+5)-20．
第二讲 因式分解(二)
　　1．双十字相乘法
　　分解二次三项式时，我们常用十字相乘法．对于某些二元二次六项式(ax2+bxy+cy2+dx+ey+f)，我们也可以用十字相乘法分解因式．
　　例如，分解因式2x2-7xy-22y2-5x+35y-3．我们将上式按x降幂排列，并把y当作常数，于是上式可变形为
2x2-(5+7y)x-(22y2-35y+3)，
　　可以看作是关于x的二次三项式．
　　对于常数项而言，它是关于y的二次三项式，也可以用十字相乘法，分解为
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　　即
　　-22y2+35y-3=(2y-3)(-11y+1)．
　　 再利用十字相乘法对关于x的二次三项式分解
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　　所以
　　原式=［x+(2y-3)］［2x+(-11y+1)］
　　　　=(x+2y-3)(2x-11y+1)．
　　上述因式分解的过程，实施了两次十字相乘法．如果把这两个步骤中的十字相乘图合并在一起，可得到下图：
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　　它表示的是下面三个关系式：
　　(x+2y)(2x-11y)=2x2-7xy-22y2；
　　(x-3)(2x+1)=2x2-5x-3；
　　(2y-3)(-11y+1)=-22y2+35y-3．
　　这就是所谓的双十字相乘法．
　　用双十字相乘法对多项式ax2+bxy+cy2+dx+ey+f进行因式分解的步骤是：
　　(1)用十字相乘法分解ax2+bxy+cy2，得到一个十字相乘图(有两列)；
　　(2)把常数项f分解成两个因式填在第三列上，要求第二、第三列构成的十字交叉之积的和等于原式中的ey，第一、第三列构成的十字交叉之积的和等于原式中的dx．
　　例1 分解因式：
　　(1)x2-3xy-10y2+x+9y-2；
　　(2)x2-y2+5x+3y+4；
　　(3)xy+y2+x-y-2；
　　(4)6x2-7xy-3y2-xz+7yz-2z2．
　　解 (1)
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　　原式=(x-5y+2)(x+2y-1)．
　　(2)
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　　原式=(x+y+1)(x-y+4)．
　　(3)原式中缺x2项，可把这一项的系数看成0来分解．
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　　原式=(y+1)(x+y-2)．
　　(4)
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　　原式=(2x-3y+z)(3x+y-2z)．
　　说明 (4)中有三个字母，解法仍与前面的类似．
　　2．求根法
　　我们把形如anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0(n为非负整数)的代数式称为关于x的一元多项式，并用f(x)，g(x)，…等记号表示，如
　　f(x)=x2-3x+2，g(x)=x5+x2+6，…，
　　当x=a时，多项式f(x)的值用f(a)表示．如对上面的多项式f(x)

　　f(1)=12-3×1+2=0；
　　f(-2)=(-2)2-3×(-2)+2=12．
　　若f(a)=0，则称a为多项式f(x)的一个根．
　　定理1(因式定理) 若a是一元多项式f(x)的根，即f(a)=0成立，则多项式f(x)有一个因式x-a．
　　根据因式定理，找出一元多项式f(x)的一次因式的关键是求多项式f(x)的根．对于任意多项式f(x)，要求出它的根是没有一般方法的，然而当多项式f(x)的系数都是整数时，即整系数多项式时，经常用下面的定理来判定它是否有有理根．
　　定理2
　　[image: image17.jpg]%Eﬂﬂ’ﬁ%&z%%ﬁ%&%mﬁ

PR e
F() = agx® +ax™ +a,x™ heta, xta,




　　的根，则必有p是a0的约数，q是an的约数．特别地，当a0=1时，整系数多项式f(x)的整数根均为an的约数．
　　我们根据上述定理，用求多项式的根来确定多项式的一次因式，从而对多项式进行因式分解．
　　例2 分解因式：x3-4x2+6x-4．
　　分析 这是一个整系数一元多项式，原式若有整数根，必是-4的约数，逐个检验-4的约数：±1，±2，±4，只有
　　f(2)=23-4×22+6×2-4=0，
　　即x=2是原式的一个根，所以根据定理1，原式必有因式x-2．
　　解法1 用分组分解法，使每组都有因式(x-2)．
　　原式=(x3-2x2)-(2x2-4x)+(2x-4)

　　　　=x2(x-2)-2x(x-2)+2(x-2)

　　　　=(x-2)(x2-2x+2)．
　　解法2 用多项式除法，将原式除以(x-2)，
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　　所以
原式=(x-2)(x2-2x+2)．
　　说明 在上述解法中，特别要注意的是多项式的有理根一定是-4的约数，反之不成立，即-4的约数不一定是多项式的根．因此，必须对-4的约数逐个代入多项式进行验证．
　　例3 分解因式：9x4-3x3+7x2-3x-2．
　　分析 因为9的约数有±1，±3，±9；-2的约数有±1，±[image: image19.jpg]2, FIURAMEERATRER 1, 2, t%, £, o,
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为：
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　　所以，原式有因式9x2-3x-2．
　　解 9x4-3x3+7x2-3x-2

　　　=9x4-3x3-2x2+9x2-3x-2

　　　=x2(9x3-3x-2)+9x2-3x-2

　　　=(9x2-3x-2)(x2+1)

　　　=(3x+1)(3x-2)(x2+1)

　　说明 若整系数多项式有分数根，可将所得出的含有分数的因式化为整系数因式，如上题中的因式
[image: image21.jpg]



　　可以化为9x2-3x-2，这样可以简化分解过程．
　　总之，对一元高次多项式f(x)，如果能找到一个一次因式(x-a)，那么f(x)就可以分解为(x-a)g(x)，而g(x)是比f(x)低一次的一元多项式，这样，我们就可以继续对g(x)进行分解了．
　　3．待定系数法
　　待定系数法是数学中的一种重要的解题方法，应用很广泛，这里介绍它在因式分解中的应用．
　　在因式分解时，一些多项式经过分析，可以断定它能分解成某几个因式，但这几个因式中的某些系数尚未确定，这时可以用一些字母来表示待定的系数．由于该多项式等于这几个因式的乘积，根据多项式恒等的性质，两边对应项系数应该相等，或取多项式中原有字母的几个特殊值，列出关于待定系数的方程(或方程组)，解出待定字母系数的值，这种因式分解的方法叫作待定系数法．
　　例4 分解因式：x2+3xy+2y2+4x+5y+3．
　　分析 由于
　　(x2+3xy+2y2)=(x+2y)(x+y)，
　　若原式可以分解因式，那么它的两个一次项一定是x+2y+m和x＋y＋n的形式，应用待定系数法即可求出m和n，使问题得到解决．
　　解 设
　　x2+3xy+2y2+4x+5y+3

　　=(x+2y+m)(x+y+n)

　　=x2+3xy+2y2+(m+n)x+(m+2n)y+mn，
　　比较两边对应项的系数，则有
[image: image22.jpg]m+n=4,
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　　解之得m=3，n=1．所以
原式=(x+2y+3)(x+y+1)．
　　说明 本题也可用双十字相乘法，请同学们自己解一下．
　　例5 分解因式：x4-2x3-27x2-44x+7．
　　分析 本题所给的是一元整系数多项式，根据前面讲过的求根法，若原式有有理根，则只可能是±1，±7(7的约数)，经检验，它们都不是原式的根，所以，在有理数集内，原式没有一次因式．如果原式能分解，只能分解为(x2+ax+b)(x2+cx+d)的形式．
　　解 设
　　原式=(x2+ax+b)(x2+cx+d)

　　　　=x4+(a+c)x3+(b+d+ac)x2+(ad+bc)x+bd，
　　所以有
[image: image23.jpg]ate=-2,
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　　由bd=7，先考虑b=1，d=7有
[image: image24.jpg]ate=-2,
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　　[image: image25.jpg]


　
　　所以
　　原式=(x2-7x+1)(x2+5x+7)．
　　说明 由于因式分解的唯一性，所以对b=-1，d=-7等可以不加以考虑．本题如果b=1，d=7代入方程组后，无法确定a，c的值，就必须将bd=7的其他解代入方程组，直到求出待定系数为止．
　　本题没有一次因式，因而无法运用求根法分解因式．但利用待定系数法，使我们找到了二次因式．由此可见，待定系数法在因式分解中也有用武之地．
练习二
　　1．用双十字相乘法分解因式：
　　(1)x2-8xy+15y2+2x-4y-3；
　　(2)x2-xy+2x+y-3；
　　(3)3x2-11xy+6y2-xz-4yz-2z2．
　　2．用求根法分解因式：
　　(1)x3+x2-10x-6；
　　(2)x4+3x3-3x2-12x-4；
　　(3)4x4+4x3-9x2-x+2．
　　3．用待定系数法分解因式：
　　(1)2x2+3xy-9y2+14x-3y+20；
　　(2)x4+5x3+15x-9．
第三讲 实数的若干性质和应用
　　实数是高等数学特别是微积分的重要基础．在初中代数中没有系统地介绍实数理论，是因为它涉及到极限的概念．这一概念对中学生而言，有一定难度．但是，如果中学数学里没有实数的概念及其简单的运算知识，中学数学也将无法继续学习下去了．例如，即使是一元二次方程，只有有理数的知识也是远远不够用的．因此，适当学习一些有关实数的基础知识，以及运用这些知识解决有关问题的基本方法，不仅是为高等数学的学习打基础，而且也是初等数学学习所不可缺少的．本讲主要介绍实数的一些基本知识及其应用．
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用于解决许多问题，例如，不难证明：任何两个有理数的和、差、积、商还是有理数，或者说，有理数对加、减、乘、除(零不能做除数)是封闭的．
　　性质1 任何一个有理数都能写成有限小数(整数可以看作小数点后面为零的小数)或循环小数的形式，反之亦然．
　　例1
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　　分析 要说明一个数是有理数，其关键要看它能否写成两个整数比的形式．
　　证 设
　　[image: image28.jpg]x=26154, @




　　两边同乘以100得
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　　②-①得
　　99x=261.54-2.61=258.93，
　　[image: image30.jpg]_ 25893
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无限不循环小数称为无理数．有理数对四则运算是封闭的，而无理[image: image32.jpg]BSTEEON. 2 R BF-ERTER. i, LATEE
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是说，无理数对四则运算是不封闭的，但它有如下性质． 

　　性质2 设a为有理数，b为无理数，则
　　(1)a+b，a-b是无理数；
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　　有理数和无理数统称为实数，即
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　　在实数集内，没有最小的实数，也没有最大的实数．任意两个实数，可以比较大小．全体实数和数轴上的所有点是一一对应的．在实数集内进行加、减、乘、除(除数不为零)运算，其结果仍是实数(即实数对四则运算的封闭性)．任一实数都可以开奇次方，其结果仍是实数；只有当被开方数为非负数时，才能开偶次方，其结果仍是实数．
　　例2
　　[image: image35.jpg]



　　分析
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　　证
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　　所以
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　　分析 要证明一个实数为无限不循环小数是一件极难办到的事．由于有理数与无理数共同组成了实数集，且二者是矛盾的两个对立面，所以，判定一个实数是无理数时，常常采用反证法．
　　证 用反证法．
　　[image: image42.jpg]
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　　所以p一定是偶数．设p=2m(m是自然数)，代入①得
　　4m2＝2q2，q2＝2m2，
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　　例4 若a1+b1a=a2+b2a(其中a1，a2，b1，b2为有理数，a为无理数)，则a1=a2，b1=b2，反之，亦成立．
　　分析 设法将等式变形，利用有理数不能等于无理数来证明．
　　证 将原式变形为(b1-b2)a=a2-a1．若b1≠b2，则
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　　反之，显然成立．
　　说明 本例的结论是一个常用的重要运算性质．
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是无理数，并说明理由．
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　　整理得
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　　由例4知
　　a＝Ab，1=A，
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　　说明 本例并未给出确定结论，需要解题者自己发现正确的结[image: image52.jpg]a+y3
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有理数作为立足点，以其作为推理的基础．

　　例6 已知a，b是两个任意有理数，且a＜b，求证：a与b之间存在着无穷多个有理数(即有理数集具有稠密性)．
　　分析 只要构造出符合条件的有理数，题目即可被证明．
　　证 因为a＜b，所以2a＜a+b＜2b，所以
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　　说明 构造具有某种性质的一个数，或一个式子，以达到解题和证明的目的，是经常运用的一种数学建模的思想方法．
　　例7 已知a，b是两个任意有理数，且a＜b，问是否存在无理数α，使得a＜α＜b成立？
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　　即
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　　由①，②有
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存在无理数α，使得a＜α＜b成立．
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b4+12b3+37b2+6b-20

　　的值．
　　分析 因为无理数是无限不循环小数，所以不可能把一个无理数的小数部分一位一位确定下来，这样涉及无理数小数部分的计算题，往往是先估计它的整数部分(这是容易确定的)，然后再寻求其小数部分的表示方法．
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　　14=9+6b+b2，所以b2+6b=5．
　　b4+12b3+37b2+6b-20

　　=(b4+2·6b3+36b2)+(b2+6b)-20

　　=(b2+6b)2+(b2+6b)-20

　　=52+5-20=10．
　　例9 求满足条件
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　　的自然数a，x，y．
　　解 将原式两边平方得
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　　由①式变形为
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　　两边平方得
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　　例10 设an是12+22+32+…+n2的个位数字，n=1，2，3，…，求证：0.a1a2a3…an…是有理数．
　　分析 有理数的另一个定义是循环小数，即凡有理数都是循环小数，反之循环小数必为有理数．所以，要证0.a1a2a3…an…是有理数，只要证它为循环小数．因此本题我们从寻找它的循环节入手．
　　证 计算an的前若干个值，寻找规律：1，5，4，0，5，1，0，4，5，5，6，0，9，5，0，6，5，9，0，0，1，5，4，0，5，1，0，4，…发现：a20=0，a21=a1，a22=a2，a23=a3，…，于是猜想：ak+20=ak，若此式成立，说明0.a1a2…an…是由20个数字组成循环节的循环小数，即
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　　下面证明ak+20=ak．
　　令f(n)=12+22+…+n2，当f(n+20)-f(n)是10的倍数时，表明f(n+20)与f(n)有相同的个位数，而
　　f(n+20)-f(n)

　　=(n+1)2+(n+2)2+…+(n+20)2
　　=10(2n2+42·n)+(12+22+…+202)．
　　由前面计算的若干值可知：12+22+…+202是10的倍数，故ak+20=ak成立，所以0.a1a2…an…是一个有理数．
练习三
　　1．下列各数中哪些是有理数，哪些是无理数？为什么？
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　　5．设α，β为有理数，γ为无理数，若α+βγ=0，求证：
α=β=0．
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第四讲 分式的化简与求值
　　分式的有关概念和性质与分数相类似，例如，分式的分母的值不能是零，即分式只有在分母不等于零时才有意义；也像分数一样，分式的分子与分母都乘以(或除以)同一个不等于零的整式，分式的值不变，这一性质是分式运算中通分和约分的理论根据．在分式运算中，主要是通过约分和通分来化简分式，从而对分式进行求值．除此之外，还要根据分式的具体特征灵活变形，以使问题得到迅速准确的解答．本讲主要介绍分式的化简与求值．
　　例1 化简分式：
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　　分析 直接通分计算较繁，先把每个假分式化成整式与真分式之和的形式，再化简将简便得多．
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　　 　　　＝［(2a+1)-(a-3)-(3a+2)+(2a-2)］
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　　说明 本题的关键是正确地将假分式写成整式与真分式之和的形式．
　　例2 求分式
[image: image86.jpg]



　　当a=2时的值．
　　分析与解 先化简再求值．直接通分较复杂，注意到平方差公式：
　　a2-b2=(a+b)(a-b)，
　　可将分式分步通分，每一步只通分左边两项．
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　　例3 若abc=1，求[image: image89.jpg]a b © mig
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　　分析 本题可将分式通分后，再进行化简求值，但较复杂．下面介绍几种简单的解法．
　　解法1 因为abc=1，所以a，b，c都不为零．
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　　解法2 因为abc=1，所以a≠0，b≠0，c≠0．
　　[image: image92.jpg]a b b ©
B+ —— 4 —
B = v oo e1 s waverd

1 b be

[P S . S
b+1+bc be+b+1 bra+bc+b

1 b be

g By By
THI+be Botb ] THbetb



　
　　[image: image93.jpg]Ri%3 thabe=1, flam -, BZRAER




　　[image: image94.jpg]1 b be
[ S . .
b+l+bc bc+tb+1 l1+bc+b



　
　　例4 化简分式：
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　　分析与解 三个分式一齐通分运算量大，可先将每个分式的分母分解因式，然后再化简．
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　　说明
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　　互消掉的一对相反数，这种化简的方法叫“拆项相消”法，它是分式化简中常用的技巧．
　　例5 化简计算(式中a，b，c两两不相等)：
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似的，对于这个分式，显然分母可以分解因式为(a-b)(a-c)，而分子又恰好凑成(a-b)+(a-c)，因此有下面的解法．
　　解
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　　说明 本例也是采取“拆项相消”法，所不同的是利用[image: image101.jpg]BT,




　　例6 已知：x+y+z=3a(a≠0，且x，y，z不全相等)，求
　　[image: image102.jpg]Grab oG oaE gz d g
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　　分析 本题字母多，分式复杂．若把条件写成(x-a)+(y-a)+(z-a)=0，那么题目只与x-a，y-a，z-a有关，为简化计算，可用换元法求解．
　　解 令x-a=u，y-a=v，z-a=w，则分式变为[image: image103.jpg]WAV H B+ +w =0, Bty w = FTFAE
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u2+v2+w2+2(uv+vw+wu)=0．
　　由于x，y，z不全相等，所以u，v，w不全为零，所以u2+v2+w2≠0，从而有
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　　说明 从本例中可以看出，换元法可以减少字母个数，使运算过程简化．
　　例7 化简分式：
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适当变形，化简分式后再计算求值．
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　　(x-4)2=3，即x2-8x+13＝0．
　　原式分子=(x4-8x3+13x2)+(2x3-16x2+26x)+(x2-8x+13)+10

　　　　　　=x2(x2-8x+13)+2x(x2-8x+13)+(x2-8x+13)+10

　　　　　　=10，
　　原式分母=(x2-8x+13)+2=2，
　　[image: image115.jpg]



　　说明 本例的解法采用的是整体代入的方法，这是代入消元法的一种特殊类型，应用得当会使问题的求解过程大大简化．
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(@+h)a+)@

abie

) ia





　　解法1 利用比例的性质解决分式问题．
　　(1)若a+b+c≠0，由等比定理有
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　　所以
　　a+b-c=c，a-b+c=b，-a+b+c=a，
　　于是有
　　[image: image118.jpg](@+b)a+to)(b+c) 2c*2b* 2a
e e





　　(2)若a+b+c=0，则
　　a+b=-c，b+c=-a，c+a=-b，
　　于是有
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　　说明 比例有一系列重要的性质，在解决分式问题时，灵活巧妙地使用，便于问题的求解．
　　解法2 设参数法．令
　　[image: image120.jpg]



　　则
　　a+b=(k+1)c，①
　　a+c=(k+1)b，②
　　b+c=(k+1)a．③
　　①+②+③有
　　2(a+b+c)=(k+1)(a+b+c)，
　　所以 (a+b+c)(k-1)=0，
　　故有k=1或 a+b+c=0．
　　当k=1时，
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　　当a+b+c=0时，
　　说明 引进一个参数k表示以连比形式出现的已知条件，可使已知条件便于使用．
练习四
　　1．化简分式：
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　　2．计算：
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　　3．已知：
　　(y-z)2+(z-x)2+(x-y)2
　　=(x+y-2z)2+(y+z-2x)2+(z+x-2y)2，
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　　的值．
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第五讲 恒等式的证明
　　代数式的恒等变形是初中代数的重要内容，它涉及的基础知识较多，主要有整式、分式与根式的基本概念及运算法则，因式分解的知识与技能技巧等等，因此代数式的恒等变形是学好初中代数必备的基本功之一．本讲主要介绍恒等式的证明．首先复习一下基本知识，然后进行例题分析．
　　两个代数式，如果对于字母在允许范围内的一切取值，它们的值都相等，则称这两个代数式恒等．
　　把一个代数式变换成另一个与它恒等的代数式叫作代数式的恒等变形．恒等式的证明，就是通过恒等变形证明等号两边的代数式相等．
　　证明恒等式，没有统一的方法，需要根据具体问题，采用不同的变形技巧，使证明过程尽量简捷．一般可以把恒等式的证明分为两类：一类是无附加条件的恒等式证明；另一类是有附加条件的恒等式的证明．对于后者，同学们要善于利用附加条件，使证明简化．下面结合例题介绍恒等式证明中的一些常用方法与技巧．
　　1．由繁到简和相向趋进
　　恒等式证明最基本的思路是“由繁到简”(即由等式较繁的一边向另一边推导)和“相向趋进”(即将等式两边同时转化为同一形式)．
　　例1 已知x+y+z=xyz，证明：x(1-y2)(1-z2)+y(1-x2)(1-z2)+z(1-x2)(1-y2)=4xyz．
　　分析 将左边展开，利用条件x+y+z=xyz，将等式左边化简成右边．
　　证 因为x+y+z=xyz，所以
　　左边=x(1-z2-y2-y2z2)+y(1-z2-x2+x2z2)+(1-y2-x2+x2y2) 

　　　　=(x+y+z)-xz2-xy2+xy2z2-yz2+yx2+yx2z2-zy2-zx2+zx2y2
　　　　=xyz-xy(y+x)-xz(x+z)-yz(y+z)+xyz(xy+yz+zx)

　　　　=xyz-xy(xyz-z)-xz(xyz-y)-yz(xyz-x)+xyz(xy+yz+zx)

　　　　=xyz+xyz+xyz+xyz

　　　　=4xyz=右边．
　　说明 本例的证明思路就是“由繁到简”．
　　例2 已知1989x2=1991y2=1993z2，x＞0，y＞0，z＞0，且
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　　证 令1989x2=1991y2=1993z2=k(k＞0)，则
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　　又因为
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　　所以
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　　所以
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　　说明 本例的证明思路是“相向趋进”，在证明方法上，通过设参数k，使左右两边同时变形为同一形式，从而使等式成立．
　　2．比较法
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a=b(比商法)．这也是证明恒等式的重要思路之一． 

　　例3 求证：
　　[image: image136.jpg]a’-be | bl-ca _ ab-c
@+b)a+tc) (broyb+a) (crayctb)



 

　　分析 用比差法证明左-右=0．本例中，
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　　这个式子具有如下特征：如果取出它的第一项，把其中的字母轮换，即以b代a，c代b，a代c，则可得出第二项；若对第二项的字母实行上述轮换，则可得出第三项；对第三项的字母实行上述轮换，可得出第一项．具有这种特性的式子叫作轮换式．利用这种特性，可使轮换式的运算简化．
　　证 因为
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　　所以
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　　所以
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　　说明 本例若采用通分化简的方法将很繁．像这种把一个分式分解成几个部分分式和的形式，是分式恒等变形中的常用技巧．
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全不为零．证明：

　　(1+p)(1+q)(1+r)=(1-p)(1-q)(1-r)．
　　[image: image143.jpg]



　　同理
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　　所以
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　　所以(1+p)(1+q)(1+r)=(1-p)(1-q)(1-r)．
　　说明 本例采用的是比商法．
　　3．分析法与综合法
　　根据推理过程的方向不同，恒等式的证明方法又可分为分析法与综合法．分析法是从要求证的结论出发，寻求在什么情况下结论是正确的，这样一步一步逆向推导，寻求结论成立的条件，一旦条件成立就可断言结论正确，即所谓“执果索因”．而综合法正好相反，它是“由因导果”，即从已知条件出发顺向推理，得到所求结论．
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　　证 要证 a2+b2+c2=(a+b-c)2，只要证
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a2+b2+c2=a2+b2+c2+2ab-2ac-2bc，
　　只要证 ab=ac+bc，
　　只要证 c(a+b)=ab，
　　只要证
　　这最后的等式正好是题设，而以上推理每一步都可逆，故所求证的等式成立．
　　说明 本题采用的方法是典型的分析法．
　　例6 已知a4+b4+c4+d4=4abcd，且a，b，c，d都是正数，求证：a=b=c=d．
　　证 由已知可得
a4+b4+c4+d4-4abcd=0，
　　(a2-b2)2+(c2-d2)2+2a2b2+2c2d2-4abcd=0，
　　所以
　　(a2-b2)2+(c2-d2)2+2(ab-cd)2=0．
　　因为(a2-b2)2≥0，(c2-d2)2≥0，(ab-cd)2≥0，所以
　　a2-b2=c2-d2=ab-cd=0，
　　所以 (a+b)(a-b)=(c+d)(c-d)＝0．
　　又因为a，b，c，d都为正数，所以a+b≠0，c+d≠0，所以
　　a＝b，c=d．
　　所以
　　ab-cd=a2-c2=(a+c)(a-c)=0，
　　所以a＝c．故a=b＝c=d成立．
　　说明 本题采用的方法是综合法．
　　4．其他证明方法与技巧
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　　求证：8a+9b+5c=0．
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　　a+b=k(a-b)，b+c=2k(b-c)，
　　(c+a)=3k(c-a)．
　　所以
　　6(a+b)=6k(a-b)，
　　3(b+c)=6k(b-c)，
　　2(c+a)=6k(c-a)．以上三式相加，得
　　6(a+b)+3(b+c)+2(c+a)

　　=6k(a-b+b-c+c-a)，
　　即 8a+9b+5c=0．
　　说明 本题证明中用到了“遇连比设为k”的设参数法，前面的例2用的也是类似方法．这种设参数法也是恒等式证明中的常用技巧．
　　例8 已知a+b+c=0，求证
　　2(a4+b4+c4)＝(a2+b2+c2)2．
　　分析与证明 用比差法，注意利用a+b+c=0的条件．
　　左-右=2(a4+b4+c4)-(a2+b2+c2)2
　　　　=a4+b4+c4-2a2b2-2b2c2-2c2a2
　　　　=(a2-b2-c2)2-4b2c2
　　　　=(a2-b2-c2+2bc)(a2-b2-c2-2bc)

　　　　=[a2-(b-c)2][a2-(b+c)2]

　　　　=(a-b+c)(a+b-c)(a-b-c)(a+b+c)=0．所以等式成立．
　　说明 本题证明过程中主要是进行因式分解．
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　　分析 本题的两个已知条件中，包含字母a，x，y和z，而在求证的结论中，却只包含a，x和z，因此可以从消去y着手，得到如下证法．
　　证 由已知
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　　说明 本题利用的是“消元”法，它是证明条件等式的常用方法．
　　例10 证明：
　　(y+z-2x)3+(z+x-2y)3+(x+y-2z)3
　　=3(y+z-2x)(z+x-2y)(x+y-2z)．
　　分析与证明 此题看起来很复杂，但仔细观察，可以使用换元法．令
y+z-2x=a，①
z+x-2y=b，②
x+y-2z=c，③
　　则要证的等式变为
a3+b3+c3=3abc．
　　联想到乘法公式：
　　a3+b3+c3-3abc=(a+b+c)(a2+b2+c2-ab-bc-ca)，所以将①，②，③相加有
　　a+b+c=y+z-2x+z+x-2y+x+y-2z=0，
　　所以 a3+b3+c3-3abc=0，
　　所以
　　(y+z-2x)3+(z+x-2y)3+(x+y-2z)3
　　=3(y+z-2x)(z+x-2y)(x+y-2z)．
　　说明 由本例可以看出，换元法也可以在恒等式证明中发挥效力．
　　例11 设x，y，z为互不相等的非零实数，且
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　　求证：x2y2z2=1．
　　分析 本题x，y，z具有轮换对称的特点，我们不妨先看二元的[image: image156.jpg]&, Box yHETERNIEFEH, Hx+—*y+f Rilx’y
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　　所以x2y2=1．三元与二元的结构类似．
　　证 由已知有
　　[image: image158.jpg]



　　①×②×③得x2y2z2=1．
　　说明 这种欲进先退的解题策略经常用于探索解决问题的思路中．
　　总之，从上面的例题中可以看出，恒等式证明的关键是代数式的变形技能．同学们要在明确变形目的的基础上，深刻体会例题中的常用变形技能与方法，这对以后的数学学习非常重要．
练习五
　　1．已知(c-a)2-4(a-b)(b-c)=0，求证：2b=a+c．
　　2．证明：
　　(x+y+z)3xyz-(yz+zx+xy)3
　　=xyz(x3+y3+z3)-(y3z3+z3x3+x3y3)．
　　3．求证：
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　　5．证明：
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　　6．已知x2-yz=y2-xz=z2-xy，求证：
x=y=z或x+y+z=0．
　　7．已知an-bm≠0，a≠0，ax2+bx+c=0，mx2+nx+p=0，求证：
　　(cm-ap)2=(bp-cn)(an-bm)．
第六讲 代数式的求值
　　代数式的求值与代数式的恒等变形关系十分密切．许多代数式是先化简再求值，特别是有附加条件的代数式求值问题，往往需要利用乘法公式、绝对值与算术根的性质、分式的基本性质、通分、约分、根式的性质等等，经过恒等变形，把代数式中隐含的条件显现出来，化简，进而求值．因此，求值中的方法技巧主要是代数式恒等变形的技能、技巧和方法．下面结合例题逐一介绍．
　　1．利用因式分解方法求值
　　因式分解是重要的一种代数恒等变形，在代数式化简求值中，经常被采用．
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　　分析 x的值是通过一个一元二次方程给出的，若解出x后，再求值，将会很麻烦．我们可以先将所求的代数式变形，看一看能否利用已知条件．
　　解 已知条件可变形为3x2+3x-1=0，所以
　　6x4+15x3+10x2
　　=(6x4+6x3-2x2)+(9x3+9x2-3x)+(3x2+3x-1)+1

　　=(3x2+3x-1)(2z2+3x+1)+1

　　=0+1=1．
　　说明 在求代数式的值时，若已知的是一个或几个代数式的值，这时要尽可能避免解方程(或方程组)，而要将所要求值的代数式适当变形，再将已知的代数式的值整体代入，会使问题得到简捷的解答．
　　例2 已知a，b，c为实数，且满足下式：
　　a2+b2+c2=1，①
　　[image: image163.jpg]



　　求a+b+c的值．
　　解 将②式因式分解变形如下
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　　即
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　　所以
　　a+b+c=0或bc+ac+ab=0．
　　若bc+ac+ab=0，则
　　(a+b+c)2=a2+b2+c2+2(bc+ac+ab)

　　　　　　=a2+b2+c2=1，
　　所以 a+b+c=±1．所以a+b+c的值为0，1，-1．
　　说明 本题也可以用如下方法对②式变形：
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　　即
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　　前一解法是加一项，再减去一项；这个解法是将3拆成1+1+1，最终都是将②式变形为两个式子之积等于零的形式．
　　2．利用乘法公式求值
　　例3 已知x+y=m，x3+y3=n，m≠0，求x2+y2的值．
　　解 因为x+y=m，所以
　　m3=(x+y)3=x3+y3+3xy(x+y)=n+3m·xy，
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　　所以
　　[image: image170.jpg]x7+yz=(x+y)z’2xy:mz’2[7’
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求x2+6xy+y2的值．
　　分析 将x，y的值直接代入计算较繁，观察发现，已知中x，y的值正好是一对共轭无理数，所以很容易计算出x+y与xy的值，由此得到以下解法．
　　解 x2+6xy+y2=x2+2xy+y2+4xy

　　　　　　　 =(x+y)2+4xy

　　　　　　　 [image: image172.jpg]=(5)" +4% %:5+2:7.




　　3．设参数法与换元法求值
　　如果代数式字母较多，式子较繁，为了使求值简便，有时可增设一些参数(也叫辅助未知数)，以便沟通数量关系，这叫作设参数法．有时也可把代数式中某一部分式子，用另外的一个字母来替换，这叫换元法．
　　[image: image173.jpg]a-b b-¢ c-a

Rt y+zAE.




　　分析 本题的已知条件是以连比形式出现，可引入参数k，用它表示连比的比值，以便把它们分割成几个等式．
　　[image: image174.jpg]



　　x＝(a-b)k，y＝(b-c)k，z＝(c-a)k．
　　所以
　　x+y+z=(a-b)k＋(b-c)k+(c-a)k=0．
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　　u+v+w=1，①
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　　由②有
　　[image: image179.jpg]v +vw +wu
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　　把①两边平方得
　　u2+v2+w2+2(uv+vw+wu)=1，
　　所以u2+v2+w2=1，
　　即
　　[image: image180.jpg]Bl %
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　　两边平方有
　　[image: image185.jpg]= =243z +1=0.
R, fx--2 =43, AR
%% -2422-1=0.




　　所以
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　　4．利用非负数的性质求值
　　若几个非负数的和为零，则每个非负数都为零，这个性质在代数式求值中经常被使用．
　　例8 若x2-4x+|3x-y|=-4，求yx的值． 

　　分析与解 x，y的值均未知，而题目却只给了一个方程，似乎无法求值，但仔细挖掘题中的隐含条件可知，可以利用非负数的性质求解．
　　因为x2-4x+|3x-y|=-4，所以
　　x2-4x＋4＋|3x-y|=0，
　　即 (x-2)2+|3x-y|=0．
　　[image: image187.jpg]



　　所以 yx=62=36．
　　例9 未知数x，y满足
　　(x2＋y2)m2-2y(x+n)m+y2+n2=0， 其中m，n表示非零已知数，求x，y的值．
　　分析与解 两个未知数，一个方程，对方程左边的代数式进行恒等变形，经过配方之后，看是否能化成非负数和为零的形式．
　　将已知等式变形为
　　m2x2+m2y2-2mxy-2mny+y2+n2=0，
　　(m2x2-2mxy+y2)+(m2y2-2mny+n2)=0，即 (mx-y)2+(my-n)2=0．
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　　5．利用分式、根式的性质求值
　　分式与根式的化简求值问题，内容相当丰富，因此设有专门讲座介绍，这里只分别举一个例子略做说明．
　　例10 已知xyzt=1，求下面代数式的值：
　　[image: image190.jpg]1 . i . i . 1
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　　分析 直接通分是笨拙的解法，可以利用条件将某些项的形式变一变．
　　解 根据分式的基本性质，分子、分母可以同时乘以一个不为零的式子，分式的值不变．利用已知条件，可将前三个分式的分母变为与第四个相同．
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　　同理
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　　分析 计算时应注意观察式子的特点，若先分母有理化，计算反而复杂．因为这样一来，原式的对称性就被破坏了．这里所言的对称性是[image: image195.jpg]BN TSR EBNEIE, Va5 - oWBEEMEE. B1ELE



分利用这种对称性，或称之为整齐性，来简化我们的计算．
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　　同样(但请注意算术根！)
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　　将①，②代入原式有
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练习六
　　[image: image200.jpg]2+43 2-43
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　　2．已知x+y=a，x2+y2=b2，求x4+y4的值．
　　3．已知a-b+c=3，a2+b2+c2=29，a3+b3+c3=45，求ab(a+b)+bc(b+c)+ca(c+a)的值．
　　[image: image201.jpg]y+Z Ztx_xty
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　　5．设a+b+c=3m，求(m-a)3+(m-b)3+(m-c)3-3(m-a)(m-b)(m-c)的值．
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　　8．已知13x2-6xy+y2-4x+1=0，求(x+y)13·x10的值．
第七讲 根式及其运算
　　二次根式的概念、性质以及运算法则是根式运算的基础，在进行根式运算时，往往用到绝对值、整式、分式、因式分解，以及配方法、换元法、待定系数法等有关知识与解题方法，也就是说，根式的运算，可以培养同学们综合运用各种知识和方法的能力．下面先复习有关基础知识，然后进行例题分析．
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　　二次根式的性质：
　　[image: image205.jpg](1) (Va)=a (a20) ;
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　　二次根式的运算法则：
　　[image: image207.jpg](1) a/m +bfm = (@ +b)dm (m>0) 5
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　　设a，b，c，d，m是有理数，且m不是完全平方数，则当且仅[image: image209.jpg]



　　[image: image210.jpg]Flx =a+.f6, y=a-HHRFH MR IR HHITRA,



　
　　当两个含有二次根式的代数式相乘时，如果它们的积不含有二次根式，则这两个代数式互为有理化因式．
　　例1 化简：
　　[image: image211.jpg](1) Vx? -4z +d+4-x|, E1<a<2;
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法是配方去掉根号，所以
　　[image: image213.jpg]B3t = -2 H1-%
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　　因为x-2＜0，1-x＜0，所以
　　原式=2-x+x-1=1．
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　　　　　　＝a-b-a+b-a+b=b-a．
　　说明 若根式中的字母给出了取值范围，则应在这个范围内进行化简；若没有给出取值范围，则应在字母允许取值的范围内进行化简．
　　例2 化简：
　　[image: image215.jpg]2+
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　　分析 两个题分母均含有根式，若按照通常的做法是先分母有理化，这样计算化简较繁．我们可以先将分母因式分解后，再化简．
　　[image: image216.jpg]V2+4f3

B BR = e BB



　
　　　　　　[image: image217.jpg]G2+ B+
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　　解法1 配方法．
　　[image: image222.jpg]1142418 = 9 +2.18 +2




　　配方法是要设法找到两个正数x，y(x＞y)，使x+y=a，xy=b，则
　　[image: image223.jpg]Varafo - kryra i - (ks )?

ENEN Te>2)



　
　　解法2 待定系数法．
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　　例4 化简：
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　　(2)这是多重复合二次根式，可从里往外逐步化简．
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　　分析 被开方数中含有三个不同的根式，且系数都是2，可以看成[image: image233.jpg]B+ Jy + SRR, FIRABEREERNE. BERLE




　　解 设
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　　两边平方得
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　　②×③×④得
　　(xyz)2=5×7×35=352．
　　因为x，y，z均非负，所以xyz≥0，所以
xyz=35．⑤
　　⑤÷②，有z=7．同理有x=5，y=1．所求x，y，z显然满足①，所以
　　[image: image237.jpg]B =1+5+7.
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　　解 设原式=x，则
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　　解法1 利用(a＋b)3＝a3＋b3＋3ab(a＋b)来解．
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　　将方程左端因式分解有
　　(x-4)(x2＋4x＋10)＝0．
　　因为
　　x2＋4x＋10＝(x＋2)2＋6＞0，
　　所以x-4＝0，x＝4．所以原式＝4．
　　解法2
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　　说明 解法2看似简单，但对于三次根号下的拼凑是很难的，因此本题解法1是一般常用的解法．
　　例8 化简：
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　　解(1)
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　　本小题也可用换元法来化简．
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　　解 用换元法．
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　　解 直接代入较繁，观察x，y的特征有
　　[image: image257.jpg]



　　所以
　　3x2-5xy＋3y2＝3x2＋6xy＋3y2-11xy

　　　　　　　 ＝3(x＋y)2-11xy

　　 　　　　　＝3×102-11×1＝289．
　　例11 求
　　[image: image258.jpg]#J2+ @+ D2+ DR+ D270 + 1) + 1H0ME.




　　分析 本题的关键在于将根号里的乘积化简，不可一味蛮算．
　　解 设根号内的式子为A，注意到1＝(2-1)，及平方差公式(a＋b)(a-b)＝a2-b2，所以
　　A＝(2-1)(2＋1)(22＋1)(24＋1)…(2256＋1)＋1

　　＝(22-1)(22＋1)(24＋1)(28＋1)…(2256＋1)＋1

　　＝(24-1)(24＋1)(28＋1)(216＋1)…(2256＋1)＋1

　　＝…＝(2256-1)(2256＋1)＋1

　　＝22×256-1＋1＝22×256，
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　　的值．
　　分析与解 先计算几层，看一看有无规律可循．
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　　解 用构造方程的方法来解．设原式为x，利用根号的层数是无限的特点，有
[image: image266.jpg]Jo-ovw=x




　　两边平方得
　　[image: image267.jpg]2-Zrx=x",
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　　两边再平方得
　　x4-4x2＋4＝2＋x，所以x4-4x2-x＋2＝0．
　　观察发现，当x＝-1，2时，方程成立．因此，方程左端必有因式(x＋1)(x-2)，将方程左端因式分解，有
　　(x＋1)(x-2)(x2＋x-1)＝0．
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　　解 因为
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练习七
　　1．化简：
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　　2．计算：
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　　3．计算：
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第九讲 一元二次方程
　　一元二次方程是中学代数的重要内容之一，是进一步学习其他方程、不等式、函数等的基础，其内容非常丰富，本讲主要介绍一元二次方程的基本解法．
　　方程ax2+bx+c=0(a≠0)称为一元二次方程．
　　一元二次方程的基本解法有开平方法、配方法、公式法和国式分解法．
　　对于方程ax2+bx+c=0(a≠0)，△=b2-4ac称为该方程的根的判别式．当△＞0时，方程有两个不相等的实数根，即
[image: image283.jpg]



　　当△=0时，方程有两个相等的实数根，即
[image: image284.jpg]



　　当△＜0时，方程无实数根．
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　　分析 可以使用公式法直接求解，下面介绍的是采用因式分解法求解．
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　　因为
　　[image: image288.jpg]-6 (2+43) =3 (4+2:3)
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　　所以
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　　例2 解关于x的方程：
　　x2-(p2+q2)x+pq(p+q)(p-q)=0．
　　解 用十字相乘法分解因式得
　　[x-p(p-q)][x-q(p+q)]=0，
　　所以x1=p(p-q)，x2=q(p+q)．
　　例3 已知方程(2000x)2-2001×1999x-1=0的较大根为a，方程x2+1998x-1999=0的较小根为β，求α-β的值．
　　解 由方程(2000x)2-2001×1999x-1=0得
(20002x+1)(x-1)=0，
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(x+1999)(x-1)=0，
　　故x1=-1999，x2=1，所以β=-1999．所以
α-β=1-(-1999)=2000．
　　例4 解方程：(3x-1)(x-1)=(4x+1)(x-1)．
　　分析 本题容易犯的错误是约去方程两边的(x-1)，将方程变为
3x-1=4x+1，
　　所以x=-2，这样就丢掉了x=1这个根．故特别要注意：用含有未知数的整式去除方程两边时，很可能导致方程失根．本题正确的解法如下．
　　解 (3x-1)(x-1)-(4x+1)(x-1)=0，
　　(x-1)[(3x-1)-(4x+1)]=0，
　　(x-1)(x+2)=0，
　　所以 x1=1，x2=-2．
　　例5 解方程：x2-3｜x｜-4=0．
　　分析 本题含有绝对值符号，因此求解方程时，要考虑到绝对值的意义．
　　解法1 显然x≠0．当x＞0时，x2-3x-4=0，所以x1=4，x2=-1(舍去)．当x＜0时，x2+3x-4=0，所以x3=-4，x4=1(舍去)．
　　所以原方程的根为x1=4，x2=-4．
　　解法2 由于x2=｜x｜2，所以
　　｜x｜2-3｜x｜-4=0，
　　所以 (｜x｜-4)(｜x｜+1)=0，
　　所以 ｜x｜=4，｜x｜=-1(舍去)．
　　所以 x1=4，x2=-4．
　　例6 已知二次方程
　　3x2-(2a-5)x-3a-1=0

　　有一个根为2，求另一个根，并确定a的值．
　　解 由方程根的定义知，当x=2时方程成立，所以
　　3×22-(2a-5)×2-3a-1=0，
　　故a=3．原方程为
　　3x2-x-10=0，即(x-2)(3x+5)=0，
　　[image: image292.jpg]BB — MR = 2.





　　例7 解关于x的方程：ax2+c=0(a≠0)．
　　分析 含有字母系数的方程，一般需要对字母的取值范围进行讨论．
　　[image: image293.jpg]f# B a0, Fﬁv)\x’:é.




　　当c=0时，x1=x2=0；
　　[image: image294.jpg]Zac<0 (Bla, RS, x, ,=




　　当ac＞0(即a，c同号时)，方程无实数根．
　　例8 解关于x的方程：
　　(m-1)x2+(2m-1)x+m-3=0．
　　分析 讨论m，由于二次项系数含有m，所以首先要分m-1=0与m-1≠0两种情况(不能认为方程一定是一元二次方程)；当m-1≠0时，再分△＞0，△=0，△＜0三种情况讨论．
　　解 分类讨论．
　　(1)当m=1时，原方程变为一元一次方程
x-2=0，
　　所以x=2．
　　(2)当m≠1时，原方程为一元二次方程．
　　△=(2m-1)2-4(m-1)(m-3)=12m-11．
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　　例9 解关于x的方程：
　　a2(x2-x+1)-a(x2-1)=(a2-1)x．
　　解 整理方程得
　　(a2-a)x2-(2a2-1)x+(a2+a)=0．
　　(1)当a2-a≠0，即a≠0，1时，原方程为一元二次方程，因式分解后为
　　[ax-(a+1)][(a-1)x-a]=0，
　　[image: image299.jpg]



　　(2)当a2-a=0时，原方程为一元一次方程，当a=0时，x=0；当a=1时，x=2．
　　例10 求k的值，使得两个一元二次方程
　　x2+kx-1=0，x2+x+(k-2)=0

　　有相同的根，并求两个方程的根．
　　解 不妨设a是这两个方程相同的根，由方程根的定义有
　　a2+ka-1=0， ①
　　a2+a+(k-2)=0． ②
　　①-②有
　　ka-1-a-(k-2)=0，
　　即 (k-1)(a-1)=0，
　　所以k=1，或a=1．
　　(1)当k=1时，两个方程都变为x2+x-1=0，所以两个方程有两个相同的根
　　[image: image300.jpg]



　　没有相异的根；
　　(2)当a=1时，代入①或②都有k=0，此时两个方程变为
x2-1=0，x2+x-2=0．
　　解这两个方程，x2-1=0的根为x1=1，x2=-1；x2+x-2=0的根为x1=1，x2=-2．x=1为两个方程的相同的根．
　　例11 若k为正整数，且关于x的方程
　　(k2-1)x2-6(3k-1)x+72=0

　　有两个不相等的正整数根，求k的值．
　　解 原方程变形、因式分解为
　　(k+1)(k-1)x2-6(3k-1)x+72=0，
　　[(k+1)x-12][(k-1)x-6]=0，
　　即
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4，7．所以k=2，3使得x1，x2同时为正整数，但当k=3时，x1=x2=3，与题目不符，所以，只有k=2为所求．
　　例12 关于x的一元二次方程x2-5x=m2-1有实根a和β，且｜α｜+｜β｜≤6，确定m的取值范围．
　　解 不妨设方程的根α≥β，由求根公式得
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｜α｜+｜β｜=α+β=5＜6，
　　 符合要求，所以m2≤1．
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　　例13 设a，b，c为△ABC的三边，且二次三项式x2+2ax+b2与x2+2cx-b2有一次公因式，证明：△ABC一定是直角三角形．
　　证 因为题目中的两个二次三项式有一次公因式，所以二次方程x2+2ax+b2=0与x2+2cx-b2=0必有公共根，设公共根为x0 ，则
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　　两式相加得
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　　若x0=0，代入①式得b=0，这与b为△ABC的边不符，所以公共根x0=-(a＋c)．把x0=-(a＋c)代入①式得
(a+c)2-2a(a+c)+bg2=0，
　　整理得
a2=b2+c2
　　所以△ABC为直角三角形．
　　例14 有若干个大小相同的球，可将它们摆成正方形或正三角形，摆成正三角形时比摆成正方形时每边多两个球，求球的个数．
　　解 设小球摆成正三角形时，每边有x个球，则摆成正方形时每边有(x-2)个球．此时正三角形共有球
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　　此时正方形共有(x-2)2个球，所以
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　　即 x2-9x+8=0，
　　x1=1，x2=8．
　　因为x-2≥1，所以x1=1不符合题意，舍去．所以x=8，此时共有球(x-2)2=36个．
练 习 九
　　1．解方程：
　　[image: image313.jpg](1) (1+42)x? -3+ 2)x+.2





　　(2)20x2+253x+800=0；
　　(3)x2+｜2x-1｜-4=0．
　　2．解下列关于x的方程：
　　(1)abx2-(a4+b4)x+a3b3=0；
　　(2)(2x2-3x-2)a2+(1-x2)b2=ab(1+x2)．
　　3．若对任何实数a，关于x的方程
x2-2ax-a+2b=0

　　都有实数根，求实数b的取值范围．
　　4．若方程x2+ax+b=0和x2+bx+a=0有一个公共根，求(a+b)2000的值．
　　5．若a，b，c为△ABC的三边，且关于x的方程
　　4x2+4(a2+b2+c2)x+3(a2b2+b2c2+c2a2)=0有两个相等的实数根，试证△ABC是等边三角形．
第十讲 含参数的一元二次方程的整数根问题
　　对于一元二次方程ax2＋bx＋c=0(a≠0)的实根情况，可以用判别式Δ=b2-4ac来判别，但是对于一个含参数的一元二次方程来说，要判断它是否有整数根或有理根，那么就没有统一的方法了，只能具体问题具体分析求解，当然，经常要用到一些整除性的性质．本讲结合例题来讲解一些主要的方法．
　　例1 m是什么整数时，方程
(m2-1)x2-6(3m-1)x＋72＝0

　　有两个不相等的正整数根．
　　解法1 首先，m2-1≠0，m≠±1．Δ=36(m-3)2＞0，所以m≠3．用求根公式可得
[image: image314.jpg]



　　由于x1，x2是正整数，所以
m-1=1，2，3，6，m+1=1，2，3，4，6，12，
　　解得m=2．这时x1=6，x2=4．
　　解法2 首先，m2-1≠0，m≠±1．设两个不相等的正整数根为x1，x2，则由根与系数的关系知
[image: image315.jpg]72





　　所以m2-1=2，3，4，6，8，9，12，18，24，36，72，即
m2＝3，4，5，7，9，10，13，19，25，37，73，
　　只有m2=4，9，25才有可能，即m=±2，±3，±5．
　　经检验，只有m=2时方程才有两个不同的正整数根．
　　说明 一般来说，可以先把方程的根求出来(如果比较容易求的话)，然后利用整数的性质以及整除性理论，就比较容易求解问题，解法1就是这样做的．有时候也可以利用韦达定理，得到两个整数，再利用整除性质求解，解法2就是如此，这些都是最自然的做法．
　　例2 已知关于x的方程
a2x2-(3a2-8a)x＋2a2-13a＋15=0

　　(其中a是非负整数)至少有一个整数根，求a的值．
　　分析 “至少有一个整数根”应分两种情况：一是两个都是整数根，另一种是一个是整数根，一个不是整数根．我们也可以像上题一样，把它的两个根解出来．
　　解 因为a≠0，所以
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　　所以
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　　所以只要a是3或5的约数即可，即a=1，3，5．
　　例3 设m是不为零的整数，关于x的二次方程
mx2-(m-1)x＋1＝0

　　有有理根，求m的值．
　　解 一个整系数的一元二次方程有有理根，那么它的判别式一定是完全平方数．令
Δ=(m-1)2-4m＝n2，
　　其中n是非负整数，于是
m2-6m+1=n2，
　　所以 (m-3)2-n2=8，
(m-3＋n)(m-3-n)＝8．
　　由于m-3＋n≥m-3-n，并且
(m-3＋n)+(m-3-n)=2(m-3)

　　是偶数，所以m-3＋n与m-3-n同奇偶，所以
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　　说明 一个整系数的一元二次方程如果有整数根或有理根，那么它的判别式一定是完全平方数，然后利用平方数的性质、解不定方程等手段可以将问题解决．
　　例4 关于x的方程
ax2+2(a-3)x+(a-2)=0

　　至少有一个整数解，且a是整数，求a的值．
　　解 当a=0时，原方程变成-6x-2=0，无整数解．
　　当a≠0时，方程是一元二次方程，它至少有一个整数根，说明判别式
Δ＝4(a-3)2-4a(a-2)＝4(9-4a)

　　为完全平方数，从而9-4a是完全平方数．令9-4a=n2，则n是正奇数，
　　[image: image321.jpg]9
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　　要使x1为整数，而n为正奇数，只能n=1，从而a=2．要使x2为整数，即n-3｜4，n可取1，5，7，从而a=2，-4，-10．
　　综上所述，a的值为2，-4，-10．
　　说明 本题是前面两种方法的“综合”．既要用判别式是平方数，又要用直接求根．有时候，往往是几种方法一同使用．
　　例5 已知关于x的方程
x2＋(a-6)x＋a=0

　　的两根都是整数，求a的值．
　　解 设两个根为x1≥x2，由韦达定理得
[image: image324.jpg]% tx; =6-a,





　　从上面两式中消去a得
x1x2+x1+x2＝6，
　　所以 (x1＋1)(x2+1)=7，
　　[image: image325.jpg]B {x,+1:7, {x,+1
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　　所以a=x1x2=0或16．
　　说明 利用韦达定理，然后把参数消去，得到的是关于x1，x2的不定方程，而求解这个对称的不定方程往往是容易入手的．
　　例6 求所有有理数r，使得方程
rx2+(r+1)x＋(r-1)=0

　　的所有根是整数．
　　分析 首先对r=0和r≠0进行讨论．r=0时，是关于x的一次方程；r≠0时，是关于x的二次方程，由于r是有理数，处理起来有些困难，这时用直接求根或用判别式来做，均不能奏效．可用韦达定理，先把这个有理数r消去．
　　解 当r=0时，原方程为x-1=0，所以x=1．
[image: image327.jpg]



　　当r≠0时，原方程是关于x的一元二次方程，设它的两个整数根为x1，x2，且x1≥x2，则
　　消去r得
x1x2-x1-x2＝2，
　　所以(x1-1)(x2-1)=3．
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　　例7 已知a是正整数，且使得关于x的一元二次方程
ax2＋2(2a-1)x＋4(a-3)=0

　　至少有一个整数根，求a的值．
　　解 将原方程变形为
(x＋2)2a= 2(x＋6)．
　　显然x＋2≠0，于是
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　　由于a是正整数，所以a≥1，即
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　　所以 x2+2x-8≤0，
(x＋4)(x-2)≤0，
　　所以 -4≤x≤2(x≠-2)．
　　当x=-4，-3，-1，0，1，2时，得a的值为1，6，10，3，[image: image333.jpg]%, 1. FiblafofEN, 3. 6, 10.




　　说明 从解题过程中知，当a=1时，有两个整数根-4，2；当a=3，6，10时，方程只有一个整数根．有时候，在关于x的一元二次方程中，如果参数是一次的，可以先对这个参数来求解．
　　例8 已知方程x2+bx+c=0与x2+cx＋b=0各有两个整数根x1，x2[image: image334.jpg]iz, xy. Hxix, >0, xx,>0.
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　　(2)求证：b-1≤c≤b＋1；
　　(3)求b，c的所有可能的值．
　　解 (1)由x1x2＞0知，x1与x2同号．若x1＞0，则x2＞0，
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　　(2)由(1)知，x1＜0，x2＜0，所以x1≤-1，x2≤-1．由韦达定理
　　c-(b-1)=x1x2＋x1＋x2＋1

　　　　　=(x1＋1)(x2+1)≥0，
　　所以 c≥b-1．
　　同理有
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　　所以 c≤b+1，
　　所以 b-1≤c≤b+1．
　　(3)由(2)可知，b与c的关系有如下三种情况：
　　(i)c=b＋1．由韦达定理知
x1x2=-(x1＋x2)＋1，
　　所以 (x1＋1)(x2＋1)=2，
　　[image: image339.jpg]x +1=-1,  [x,+1
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　　解得x1＋x2=-5，x1x2=6，所以b=5，c=6．
　　(ii)c=b．由韦达定理知
x1x2=-(x1＋x2)，
　　所以 (x1+1)(x2＋1)=1，
　　所以x1=x2=-2，从而b=4，c=4．
　　(iii)c=b-1．由韦达定理知
[image: image340.jpg]



　　所以
[image: image341.jpg]iy ) Ax b} =2
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　　综上所述，共有三组解：(b，c)=(5，6)，(4，4)，(6，5)．
练习十
　　1．填空：
　　(1)方程x2+px+1997=0恰有两个正整数根x1，x2，[image: image343.jpg]m—L_pae
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　　(2)已知k为整数，且关于x的方程
(k2-1)x2-3(3k-1)x＋18=0

　　有两个不相同的正整数根，则k=____．
　　(3)两个质数a，b恰好是关于x的方程x2-21x＋t=0的两个根，[image: image344.jpg]



　　(4)方程x2+px＋q=0的两个根都是正整数，并且p+q=1992，则方程较大根与较小根的比等于____．
　　(5)已知方程(a2-1)x2-2(5a+1)x＋24=0有两个不相等的负整数根，则整数a的值是____．
　　2．设m为整数，且4＜m＜40，又方程
(x2-2(2m-3)x+4m2-14m+8＝0

　　有两个整数根，求m的值及方程的根．
　　3．已知关于x的一元二次方程
x2+(m-17)x+m-2=0

　　的两个根都是正整数，求整数m的值．
　　4．求使关于x的方程a2x2＋ax＋1-7a2=0的两根都是整数的所有正数a．
　　5．求所有的整数a，使得关于x的二次方程
ax2＋2ax＋a-9＝0

至少有一个整数根．

第十一讲 分式方程(组)的解法
　　分母中含有未知数的方程叫分式方程．解分式方程的基本思想是转化为整式方程求解，转化的基本方法是去分母、换元，但也要灵活运用，注意方程的特点进行有效的变形．变形时可能会扩大(或缩小)未知数的取值范围，故必须验根．
　　例1 解方程
　　　　[image: image345.jpg]



　　 解 令y=x2＋2x-8，那么原方程为
　　　　[image: image346.jpg]



去分母得
　　y(y-15x)＋(y+9x)(y-15x)＋y(y＋9x)=0，

　　y2-4xy-45x2=0，
　　(y+5x)(y-9x)=0，
所以 y=9x或y=-5x．
由y=9x得x2+2x-8=9x，即x2-7x-8=0，所以x1=-1，x2=8；由y=-5x，得x2+2x-8=-5x，即x2＋7x-8=0，所以x3=-8，x4=1．
　　经检验，它们都是原方程的根．
　　例2 解方程

　　　　[image: image347.jpg]
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　　 　　　　[image: image349.jpg]-
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y2-18y+72=0，
所以 y1=6或y2=12．
　　[image: image350.jpg]+4;
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x2-2x＋6=0．
此方程无实数根．
　　[image: image351.jpg]+4x
-
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x2-8x+12=0，
所以 x1=2或x2=6．
　　经检验，x1=2，x2=6是原方程的实数根．
　　例3 解方程
　　　　[image: image352.jpg]26 3wl +10x+4 2x+1_
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　　分析与解 我们注意到：各分式的分子的次数不低于分母的次数，故可考虑先用多项式除法化简分式．原方程可变为
　　[image: image353.jpg]



整理得
　　[image: image354.jpg]



去分母、整理得

x＋9=0，x=-9．

　　经检验知，x=-9是原方程的根．
　　例4 解方程
　　[image: image355.jpg]x*tl x+6_x+2 x+45
ST AT EAE S





　　分析与解 方程中各项的分子与分母之差都是1，根据这一特点把每个分式化为整式和真分式之和，这样原方程即可化简．原方程化为
　　[image: image356.jpg]



即
　　[image: image357.jpg]1 _ 1
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所以

　　　　　　　((x+6)(x+7)=(x+2)(x+3)． 

[image: image358.jpg]
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　　例5 解方程

　　　　[image: image360.jpg]A 1 n
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　　分析与解 注意到方程左边每个分式的分母中两个一次因式的差均为常数1，故可考虑把一个分式拆成两个分式之差的形式，用拆项相消进行化简．原方程变形为
　　[image: image361.jpg]1 1 .n
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整理得
　　[image: image362.jpg]1 1.1
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去分母得

x2＋9x-22＝0，

解得 x1=2，x2=-11．
　　经检验知，x1=2，x2=-11是原方程的根．
　　例6 解方程
　　　　[image: image363.jpg]2x°+3x+2 2%’ -5x+3
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次项与常数项符号相反，故可考虑用合比定理化简．原方程变形为
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所以

　　　　　　x=0或2x2-3x-2=2x2+5x-3．

[image: image366.jpg]
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　　例7 解方程

　　　　[image: image368.jpg]I +4x-1 xP+dx+l
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　　分析与解 形式与上例相似．本题中分子与分母只是一次项的符号相反，故可考虑用合分比定理化简．原方程变形为
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当x≠0时，解得x=±1．

　　经检验，x=±1是原方程的根，且x=0也是原方程的根．
　　说明 使用合分比定理化简时，可能发生增根和失根的现象，需细致检验．
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　　例8 解方程

　　　　[image: image373.jpg]2 +x+1
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　　解 将原方程变形为
　　　　[image: image374.jpg]
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　　例9 解关于x的方程

　　　　[image: image380.jpg]atx b+x
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　　[image: image384.jpg]



　　将x1=a-2b或x2=b-2a代入分母b+x，得a-b或2(b-a)，所以，当a≠b时，x1=a-2b及x2=b-2a都是原方程的根．当a=b时，原方程无解．

　　例10 如果方程
　　　　[image: image385.jpg]



只有一个实数根，求a的值及对应的原方程的根．
　　分析与解 将原方程变形，转化为整式方程后得
2x2-2x+(a+4)=0． ①
原方程只有一个实数根，因此，方程①的根的情况只能是：(1)方程①有两个相等的实数根，即
△=4-4·2(a+4)=0．
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　　(2)方程①有两个不等的实数根，而其中一根使原方程分母为零，即方程①有一个根为0或2．

　　(i)当x=0时，代入①式得a+4=0，即a=-4．这时方程①的另一个根是x=1(因为2x2-2x=0，x(x-1)=0，x1=0或x2＝1．而x1＝0是增根)．它不使分母为零，确是原方程的唯一根．
　　(ii)当x=2时，代入①式，得
2×4-2×2＋(a+4)=0，
即a=-8．这时方程①的另一个根是x=-1(因为2x2-2x-4=0．(x-2)(x+1)=0，所以x1=2(增根)，x2=-1)．它不使分母为零，确是原方程的唯一根．
　　 因此，若原分式方程只有一个实数根时，所求的a的值分别是
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练习十一
　　1．填空：
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　　(3)如果关于x的方程
　　　　　　　　　　[image: image390.jpg]



有增根x=1，则k=____．
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　　2．解方程
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　　3．解方程
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　　4．解方程
　　[image: image394.jpg]



　　5．解方程
　　[image: image395.jpg]



　　6．解方程
　　[image: image396.jpg]



　　7．m是什么数值时，方程　
　　[image: image397.jpg]



有根？
第十二讲 无理方程的解法　　 

　　未知数含在根号下的方程叫作无理方程(或根式方程)，这是数学竞赛中经常出现的一些特殊形式的方程中的一种．解无理方程的基本思想是把无理方程转化为有理方程来解，在变形时要注意根据方程的结构特征选择解题方法．常用的方法有：乘方法、配方法、因式分解法、设辅助元素法、利用比例性质法等．本讲将通过例题来说明这些方法的运用．
　　例1 解方程
　　　　[image: image398.jpg]-3+ Bx-19 -2 +8 = 0.



　 

　　解 移项得
　　　　　　[image: image399.jpg]-3 -Px+8=-Hx-19,



　　 
两边平方后整理得
　　　　　[image: image400.jpg][Gx-3x+8 =12,



　

再两边平方后整理得

x2＋3x-28＝0，

所以 x1=4，x2=-7．
　　经检验知，x2=-7为增根，所以原方程的根为x=4．
　　说明 用乘方法(即将方程两边各自乘同次方来消去方程中的根号)来解无理方程，往往会产生增根，应注意验根．
　　例2 解方程
　　　　[image: image401.jpg]dx® + 22327 +x +x -
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方公式将方程的左端配方．将原方程变形为
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所以
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两边平方得

3x2+x=9-6x＋x2，
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两边平方得

3x2+x=x2＋6x＋9，
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　　　　[image: image410.jpg]Ets, BRI =2, x, =1





　　例3 解方程
　　　　[image: image411.jpg]Nx 2+ %t 4 ox =4 -2x.
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即
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所以

　　　　　　[image: image415.jpg](WX +EF2-2(x +x+2+3 =0,
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移项得　

　　　　　　　[image: image418.jpg]
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　　例4 解方程
　　　　[image: image421.jpg]T T Ly ).




　　解 三个未知量、一个方程，要有确定的解，则方程的结构必然是极其特殊的．将原方程变形为
　　　　[image: image422.jpg]xtytz-24%-2.5-1-242-2=0,
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配方得
　　　　　[image: image423.jpg]W -D+(fy-1-D?+ (-2 -1?





利用非负数的性质得

　　　　　[image: image424.jpg]Jr=1 fy-1=1, Jz-2-=1.




所以 x=1，y=2，z=3．

　　经检验，x=1，y=2，z=3是原方程的根．
　　例5 解方程
　　　　[image: image425.jpg]
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　　　　　　　　　　[image: image427.jpg]2ty=2.2,




所以

[image: image428.jpg]



将①两边平方、并利用②得

x2y2＋2xy-8=0，

(xy＋4)(xy-2)=0．
[image: image429.jpg]



xy=2．　　　　　　　③
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　　例6 解方程
　　　　[image: image432.jpg]Vig? - 2x+ 944327 - 2x-4 =13




　　解 观察到题中两个根号的平方差是13，即
[image: image433.jpg](Vix? - 2x+9)* - (V3xP - 2x-4) =13,




②÷①便得
　　　　[image: image434.jpg]Vi - 2x+9 - 3% - 1x-4





由①，③得　　

　　　　[image: image435.jpg]322 -2x+9 =7, 3x®-2x-40
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　　例7 解方程

　　　　[image: image438.jpg]%7 —1+Afx? -3 -2 =2x2 +2x + 3+ 4z —x +2.




　　分析与解 注意到
　　　　(2x2-1)-(x2-3x-2)=(2x2+2x+3)-(x2-x+2)．
设
　　[image: image439.jpg]Noxt -1=u, e -3x-2=v,
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则

u2-v2＝w2-t2，　①

u+v=w+t．　　②
因为u+v=w+t=0无解，所以①÷②得
　　　　　　　　　　　　　u-v=w-t． 　　　　　　　　③
②＋③得u=w，即
　　　　　[image: image440.jpg]257 -1=+2x7 +2x +3.




解得x=-2．
　　经检验，x=-2是原方程的根．
　　例8 解方程
　　　　[image: image441.jpg]W2+x =1-Ax+1.
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　[image: image443.jpg]


　

整理得　　　　　　y3-1=(1-y)2，

即　　　　　　　　(y-1)(y2+2)=0．
解得y=1，即x=-1．
　　经检验知，x=-1是原方程的根．
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整理得　　　　　　y3-2y2+3y=0．
解得y=0，从而x=-1．
　　例9 解方程
　　　　[image: image446.jpg]fi+2a-
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边的分式的分子与分母只有一些项的符号不同，则可用合分比定理化简方程．

　　根据合分比定理得

　　　　　　　　　[image: image448.jpg]Vxt2a _x+2a
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两边平方得

　　　　[image: image449.jpg]x+2a _x’+dax +4a’
B M O T




再用合分比定理得

　　　　　　　[image: image450.jpg]



化简得x2=4a2．解得x=±2a．

　　经检验，x=±2a是原方程的根．
练习十二
　　1．填空：

　　[image: image451.jpg]TR E + 597 + ¥ -5 = 1f9RE .
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　　2．解方程

　　　[image: image456.jpg]Nx? +5x -6 ++322 -8x+5=3x - 3.



　
　　3．解方程
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　　4．解方程

　　　[image: image458.jpg]N SEIr R SN S R




　　
　　5．解方程

　　　[image: image459.jpg]Nx? - 1+x? +dx +3 =132 +4x + 1.



　
　　6．解关于x的方程

　　　　[image: image460.jpg]x+ifl2a-x _a+l
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第十三讲 简易高次方程的解法　 

　　在整式方程中，如果未知数的最高次数超过2，那么这种方程称为高次方程．一元三次方程和一元四次方程有一般解法，但比较复杂，且超过了初中的知识范围，五次或五次以上的代数方程没有一般的公式解法，这由挪威青年数学家阿贝尔于1824年作出了证明，这些内容我们不讨论．本讲主要讨论用因式分解、换元等方法将某些高次方程化为低次方程来解答．
　　例1 解方程
x3-2x2-4x＋8=0．
　　解 原方程可变形为
x2(x-2)-4(x-2)=0，
(x-2)(x2-4)=0，
(x-2)2(x+2)=0．
所以
x1＝x2＝2，x3=-2．

　　说明 当ad=bc≠0时，形如ax3＋bx2＋cx＋d=0的方程可这样
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=0可化为
bkx3+bx2+dkx+d=0，
即 (kx+1)(bx2+d)=0．
　　方程ax4+bx3+cx+d=0也可以用类似方法处理．
　　例2 解方程
　　　　(x-2)(x＋1)(x＋4)(x+7)=19．
　　解 把方程左边第一个因式与第四个因式相乘，第二个因式与第三个因式相乘，得
(x2+5x-14)(x2＋5x＋4)=19．
设
　　　　　　[image: image462.jpg]y:wzxz%,i ®




则

(y-9)(y+9)=19，

即　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y2-81＝19．
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[image: image464.jpg]


　

　　说明 在解此题时，仔细观察方程中系数之间的特殊关系，则可用换元法解之．

　　例3 解方程
(6x＋7)2(3x+4)(x+1)=6．
　　解 我们注意到
　　　　2(3x+4)=6x＋8=(6x+7)+1，
　　　　6(x+1)=6x＋6=(6x＋7)-1，
所以利用换元法．设y=6x＋7，原方程的结构就十分明显了．令
y=6x＋7， ①
由(6x＋7)2(3x＋4)(x＋1)=6得
(6x＋7)2(6x＋8)(6x＋6)=6×12，
即
y2(y＋1)(y-1)=72，

y4-y2-72＝0，
(y2＋8)(y2-9)=0．
因为y2＋8＞0，所以只有y2-9=0，y=±3．代入①式，解得原方程的根为[image: image465.jpg]



　　例4 解方程
12x4-56x3+89x2-56x+12=0．
　　解 观察方程的系数，可以发现系数有以下特点：x4的系数与常数项相同，x3的系数与x的系数相同，像这样的方程我们称为倒数方程．由[image: image466.jpg]Fut o, FEMHAREL 51
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　　例5 解方程
　　　　[image: image472.jpg]


　
　　解 方程的左边是平方和的形式，添项后可配成完全平方的形式．
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所以
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　　经检验，x1=-1，x2=2是原方程的根．
　　例6 解方程
(x+3)4+(x+1)4=82．
　　分析与解 由于左边括号内的两个二项式只相差一个常数，所以设
[image: image477.jpg]y:(x+3);(x+1) il




于是原方程变为
(y＋1)4＋(y-1)4＝82，

整理得
y4+6y2-40=0．

解这个方程，得y=±2，即
x+2=±2．
解得原方程的根为x1=0，x2=-4．
　　说明 本题通过换元，设y=x＋2后，消去了未知数的奇次项，使方程变为易于求解的双二次方程．一般地，形如
(x＋a)4＋(x+b)4=c
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　　例7 解方程
　　　　　x4-10x3-2(a-11)x2＋2(5a+6)x+2a+a2=0，其中a是常数，且a≥-6．
　　解 这是关于x的四次方程，且系数中含有字母a，直接对x求解比较困难(当然想办法因式分解是可行的，但不易看出)，我们把方程写成关于a的二次方程形式，即
　　　　a2-2(x2-5x-1)a+(x4-10x3＋22x2+12x)=0，
　　　　△=4(x2-5x-1)2-4(x4-10x3＋22x2＋12x)

　　　　　=4(x2-2x+1)．
所以
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所以

a=x2-4x-2或a=x2-6x．

从而再解两个关于x的一元二次方程，得
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练习十三

　　1．填空：

　　(1)方程(x＋1)(x＋2)(x＋3)(x＋4)=24的根为_______．
　　(2)方程x3-3x＋2=0的根为_____．
　　(3)方程x4+2x3-18x2-10x+25=0的根为_______．
　　(4)方程(x2+3x-4)2＋(2x2-7x＋6)2=(3x2-4x+2)2的根为______．
　　[image: image481.jpg](ITR@:+ Dtk e +1) = SEVRS




　　2．解方程
(4x＋1)(3x+1)(2x+1)(x+1)=3x4．
　　3．解方程
x5＋2x4-5x3＋5x2-2x-1=0．
　　4．解方程　
[image: image482.jpg]


　 

　　5．解方程
(x+2)4+(x-4)4=272．
　　6．解关于x的方程
x3+(a-2)x2-(4a+1)x-a2＋a+2=0．
第十四讲 有关方程组的问题　 
　　在教科书上，我们已经知道了二元一次方程组、三元一次方程组以及简单的二元二次方程组的解法．利用这些知识，可以研究一次函数的图像、二次函数的图像以及与此有关的问题．本讲再介绍一些解方程组的方法与技巧．
　　1．二元二次方程组
　　解二元二次方程组的基本途径是“消元”和“降次”．
　　由一个二次和一个一次方程组成的二元二次方程组的一般解法是代入法，由两个二次方程组成的二次方程组在中学阶段只研究它的几种特殊解法．

　　如果两个方程的二次项的对应系数成比例，可用加减消元法消去二次项．

　　例1 解方程组

[image: image483.jpg]{
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　　解 ②×2-①×3得
4x＋9y-6＝0．
[image: image484.jpg]4 +9y -6
24,
W {3x2+6xyrx+ 3y=0




　
　　　　　　　　　　　　　　　[image: image485.jpg]


　

　　方程组中含有某一未知数的对应项的系数的比相等，可用加减消元法消去这个未知数．

　　例2 解方程组

[image: image486.jpg]0, @
-2y -y +x-2ytd=0. @

22? -4xy+y  +2x-y+




　 

　　解 ②×(-2)+①得
3y2+3y-6=0，
所以 y1=1，y2=-2．
解方程组
　　　　　[image: image487.jpg]{x’ -2xy -yl +x-2y+4=0




与

　　　　　[image: image488.jpg]{x’ -2xy-yl+x-2y+4=0,




得原方程组的解

[image: image489.jpg]=4,
x, =





　　方程组中至少有一个方程可以分解为一次方程的方程组，可用因式分解法解．

　　例3 解方程组

　　　　　　　　[image: image490.jpg]XS]



　　 

　　解 由②得
(2x+y)(x-2y)=0，
所以 　　　　　　　　　　　　　　　　　2x+y=0或x-2y=0．
因此，原方程组可化为两个方程组
[image: image491.jpg]{
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与

[image: image492.jpg]



解这两个方程组得原方程组的解为

[image: image493.jpg]



　　如果两个方程都没有一次项，可用加减消元法消去常数项，再用因式分解法求解．

　　例4 解方程组

[image: image494.jpg]® 0



　
　　解 由①-②×2得

x2-2xy-3y2=0，
即 (x+y)(x-3y)=0，
所以 x＋y=0或x-3y=0．
分别解下列两个方程组
[image: image495.jpg]



得原方程组的解为

[image: image496.jpg]


　

[image: image497.jpg]



　　2．二元对称方程组
　　方程中的未知数x，y互换后方程保持不变的二元方程叫作二元对称方程．例如
x2-5xy＋y2-3x-3y=7，
[image: image498.jpg]Lelog; Jrmaeifa-




等都是二元对称方程．
　　由二元对称方程组成的方程组叫作二元对称方程组．例如

[image: image499.jpg]=yl txty =18,
X +zy+y?=19;

x? +3xy+y? -4x -4y +3=0,
2y +2x+2y-5=0




等都是二元对称方程组．

　　我们把

[image: image500.jpg]xty=a,
=b




叫作基本对称方程组．基本对称方程组通常用代入法或韦达定理求解．

　　例5 解方程组

[image: image501.jpg]


　　
　　解 方程组中的x，y分别是新方程

m2-5m+4=0

的两个解．解关于m的一元二次方程得m1=1，m2=4，所以原方程组的解是
[image: image502.jpg]


　 

　　这个方程组亦可用代入法求解(略)．
　　由于一般的二元对称式总可以用基本对称式x+y和xy表示，因此在解二元对称方程组时，一定可以用x＋y和xy作为新的未知数，通过换元转化为基本对称方程组．
　　例6 解方程组
[image: image503.jpg]201
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　　解 原方程组可变形为
[image: image504.jpg]@ty ty=21342, [0}
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①×2＋②得
　　　　　[image: image505.jpg](x+y)? +2x+y)=10+642.




令u=x＋y，则
　　　　　[image: image506.jpg]u?+ 2u-10-6+/2;





[image: image507.jpg]FREL T TR





即

　　　　[image: image508.jpg]2+ 2Fxty=4-2.





　　[image: image509.jpg]xt+y=2+.28t, RANDBzy=22. BARE



　

[image: image510.jpg]xty=2+42,
=22



　

[image: image511.jpg]



　　[image: image512.jpg]xt+y=4-260, RAOBy=6+4.2.



　

而方程组

　[image: image513.jpg]s+y=4-42,
2y =6+4:2




无实数解．

　　综上所述，方程组的解为

[image: image514.jpg]


　

　　例7 解方程组

[image: image515.jpg]E+\P:§,
y Vx 2
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　　分析 本题是一个对称方程组的形式，观察知它可转化为基本对称方程组的形式．
　　解 由①得
　[image: image516.jpg]El



 
[image: image517.jpg]BORAD, . zy =4, BLL




xy=16． ④

由②，④可得基本对称方程组
[image: image518.jpg]f

x+y =10,
xy=16.




于是可得方程组的解为

[image: image519.jpg]


　

　　例8 解方程组

[image: image520.jpg]{
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　　分析 本题属于二元轮换对称方程组类型，通常可以把两个方程相减，因为这样总能得到一个方程x-y=0，从而使方程降次化简．
　　解 ①-②，再因式分解得
(x-y)(x+y-10)=0，
所以 x-y-0或x＋x-10=0．　　　　 
解下列两个方程组
[image: image521.jpg]%-y=0, x+y-10=0,
¥ +2zy -10x=0; |x*+2xy-10x=0,




得原方程组的四组解为

[image: image522.jpg]



　　例9 解方程组
[image: image523.jpg]



解法1 用换元法．设
4x＋5=A，4y+5=B，
则有
　　　　　[image: image524.jpg]


　

[image: image525.jpg]1
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即

　　　　[image: image526.jpg]AR -9 +24B =12,
2./E +FB-9 = 12.



 
③-④并平方得
[image: image527.jpg]54-9+4B+4.BGA -9)
=4A+5B-9+ JAGE-9),




整理得
[image: image528.jpg](5B - 94 +[5AB-9B),




所以

[image: image529.jpg]4(5AB-9B - 5AB+94)
JGAB -9A ++5AB-9B
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因此A-B=0或

[image: image530.jpg]SAB - 9A +./5AB 9B = 36.




分别解下列两个方程组
[image: image531.jpg]GA-9+2{B =12,

9
4-B=0




与

[image: image532.jpg]AE-9+24B =12,
J3AB - 94 +~(5AB 9B = 36,




[image: image533.jpg]


　

　　经检验，A=B=9适合方程③，④，由此得原方程组的解是

[image: image534.jpg]


　　 

　　解法2 ①-②得
[image: image535.jpg]



即
[image: image536.jpg]Tt

R




　

所以x-1与y-1同号或同为零．由方程①得

　[image: image537.jpg](Px+d -3 +(fAy+3-3=0,



 
[image: image538.jpg]Sx-1)
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所以x-1与y-1不能同正，也不能同负．从而

x-1=0，y-1=0．
由此解得
[image: image539.jpg]


　

　　经检验，x=1，y=1是方程组的解．

练习十四
　　1．填空：

　　(1)方程组
[image: image540.jpg]22? -4y +x=6




的解有_____组．
　　(2)若x，y是方程组
[image: image541.jpg]1995x+1997y = 5089,
19975 +1995y = 5987



　
[image: image542.jpg]



　　(3)已知3a+b+2c=3，且a+3b+2c=1，则2a+c=_____．
　　(4)已知实数x，y，z满足方程组
[image: image543.jpg]8x+13y+13z=154,
13x+8y+13z=154,
43 +36y +872 =846,




则xyz=________．
　　2．解方程组：
　　　　[image: image544.jpg]¥ +3xy+y +2x+2y =8,
¢ 222 +252 +3x + 3y =14;




　　　　[image: image545.jpg]


　

　　　　[image: image546.jpg]x+y-z=4,
34z +y2-22
x*+yi-zP =34,




　

　　3．设a，b，c，x，y，z都是实数．若
　[image: image547.jpg]a* +b2+c* =25,
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[image: image548.jpg]atb+c
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　　4．已知一元二次方程

a(x＋1)(x+2)+b(x+2)(x＋3)＋c(x＋3)(x＋1)=0

有两根0，1，求a∶b∶c．
　　5．(1)解方程组　 
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　[image: image549.jpg]xtytz=18,
Xty _ztx_y+z
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　　[image: image550.jpg]y+Z Ztx_x+y

QBEM——-——=—==
Pl z



 
第十五讲 根与系数的关系及其应用　 

　　如果一元二次方程ax2＋bx＋c=0(a≠0)的两根为x1，x2，那么
[image: image551.jpg]ntn =2, wn = RRERSREOAR, HUATAER.




反过来，如果x1，x2满足x1+x2=p，x1x2=q，则x1，x2是一元二次方程x2-px+q=0的两个根．一元二次方程的韦达定理，揭示了根与系数的一种必然联系．利用这个关系，我们可以解决诸如已知一根求另一根、求根的代数式的值、构造方程、证明等式和不等式等问题，它是中学数学中的一个有用的工具．
　　1．已知一个根，求另一个根 
　　利用韦达定理，我们可以通过方程的一个根，求出另一个根．
　　例1 方程(1998x)2-1997·1999x-1=0的大根为a，方程x2＋1998x-1999=0的小根为b，求a-b的值．

　　解 先求出a，b．
　　由观察知，1是方程(1998x)2-1997·1999x-1=0的根，于是由韦达[image: image552.jpg]T, BN - . TRa=1.

1998’




　　又从观察知，1也是方程x2＋1998x-1999=0的根，此方程的另一根为-1999，从而b=-1999．
　　所以a-b=1-(-1999)=2000．
　　例2 设a是给定的非零实数，解方程
[image: image553.jpg]1
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　　解 由观察易知，x1=a是方程的根．又原方程等价于
　[image: image554.jpg]et
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　　[image: image555.jpg]BT, wx, =1, FUTRIA R, =




　　2．求根的代数式的值
　　在求根的代数式的值的问题中，要灵活运用乘法公式和代数式的恒等变形技巧．
　　例3 已知二次方程x2-3x＋1=0的两根为α，β，求：

　　[image: image556.jpg]1.1
Mg+g @ -Bls




　　(3) α3＋β3；(4) α3-β3．
　　解 由韦达定理知
α+β=3，αβ=1．
　　[image: image557.jpg]



　　(3)α3＋β3=(α+β)(α2-αβ+β2)

　　　　　　　=(α+β)[(α+β)2-3αβ]

　　　　　　　=3(9-3)=18；
　　(4)α3-β3=(α-β)(α2+αβ+β2)

　　　　　 　=(α-β)[(α+β)2-αβ]

　　　　　　 [image: image558.jpg]



　　例4 设方程4x2-2x-3=0的两个根是α和β，求4α2＋2β的值．
　　解 因为α是方程4x2-2x-3=0的根，所以
4α2-2α-3＝0，
即
4α2=2α＋3．

[image: image559.jpg]R N




4α2+2β=2α+3+2β=2(α+β)+3=4．
　　例5 已知α，β分别是方程x2＋x-1=0的两个根，求2α5+5β3的值．
　　解 由于α，β分别是方程x2＋x-1=0的根，所以
α2+α-1=0，β2+β-1=0，
即 α2=1-α，β2=1-β．
　　　　　α5=(α2)2·α=(1-α)2α=(α2-2α+1)α
　　　　　　=(1-α-2α+1)α=-3α2+2α
　　　　　　=-3(1-α)+2α=5α-3，
　　　　　β3=β2·β=(1-β)β=β-β2
　　　　　 　=β-(1-β)=2β-1．
所以
　　　　　2α5+5β3=2(5α-3)+5(2β-1)
　　　　　　　　 　=10(α+β)-11=-21．
　　说明 此解法的关键在于利用α，β是方程的根，从而可以把它们的幂指数降次，最后都降到一次，这种方法很重要．
　　例6 设一元二次方程ax2＋bx＋c=0的两个实根的和为s1，平方和为s2，立方和为s3，求as3＋bs2＋cs1的值．
　　解 设x1，x2是方程的两个实根，于是
　[image: image560.jpg]


 
所以 　　　　　as3＋bs2＋cs1=0．

　　说明 本题最“自然”的解法是分别用a，b，c来表示s1，s2，s3，然后再求as3＋bs2＋cs1的值．当然这样做运算量很大，且容易出错．下面我们再介绍一种更为“本质”的解法．
　　另解 因为x1，x2是方程的两个实根，所以
　[image: image561.jpg]ax] thx, te





[image: image562.jpg]EffbA
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同理

　　　　　　　　　[image: image563.jpg]ax) +bxjtex, =0





将上面两式相加便得

as3＋bs2＋cs1＝0．

　　3．与两根之比有关的问题
　　例7 如果方程ax2＋bx＋c=0(a≠0)的根之比等于常数k，则系数a，b，c必满足：
kb2=(k＋1)2ac．
　　证 设方程的两根为x1，x2，且x1=kx2，由韦达定理
[image: image564.jpg]



由此两式消去x2得
　　　　　　　　　[image: image565.jpg]L
ak+| a’




即
kb2＝(k＋1)2ac．

　　例8 已知x1，x2是一元二次方程
4x2-(3m-5)x-6m2＝0

[image: image566.jpg]FA IR, B





　　解 首先，△=(3m-5)2＋96m2＞0，方程有两个实数根．由韦达定理知
　[image: image567.jpg]
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[image: image569.jpg]3+ (-20) =




从上面两式中消去k，便得
　　　　　　　　　　　[image: image570.jpg]



即 　　　　　　m2-6m+5=0，
所以 m1=1，m2=5．
　　4．求作新的二次方程
　　例9 已知方程2x2-9x＋8=0，求作一个二次方程，使它的一个根为原方程两根和的倒数，另一根为原方程两根差的平方．
　　解 设x1，x2为方程2x2-9x＋8=0的两根，则
[image: image571.jpg]Eibx,=
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设所求方程为x2+px+q=0，它的两根为x'1，x'2，据题意有
[image: image572.jpg]



故
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所以，求作的方程是

36x2-161x＋34=0．

　　例10 设x2-px＋q=0的两实数根为α，β．
　　(1)求以α3，β3为两根的一元二次方程；
　　(2)若以α3，β3为根的一元二次方程仍是x2-px＋q=0，求所有这样的一元二次方程．
解 (1)由韦达定理知
α+β=p，αβ=q，
所以
α3+β3=(α+β)[(α+β)2-3αβ]=p(p2-3q)，

α3·β3=(αβ)3=q3．
所以，以α3，β3为两根的一元二次方程为
x2-p(p2-3q)x+q3=0．
　　(2)由(1)及题设知
　　　　　　　　　　[image: image574.jpg]



由②得q=0，±1．若q=0，代入①，得p=0，±1；若q=-1，代入①，
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以，符合要求的方程为 

x2=0，x2-x=0，x2+x=0，x2-1=0．
　　5．证明等式和不等式
　　利用韦达定理可以证明一些等式和不等式，这常常还要用判别式来配合．
　　例11 已知实数x，y，z满足

x=6-y，z2=xy-9，
求证：x=y．
　　证 因为x＋y=6，xy=z2＋9，所以x，y是二次方程
t2-6t+(z2+9)=0

的两个实根，于是这方程的判别式
△=36-4(z2+9)=-4z2≥0，

即z2≤0．因z为实数，显然应有z2≥0．要此两式同时成立，只有z=0，从而△=0，故上述关于t的二次方程有等根，即x=y．
　　例12 若a，b，c都是实数，且
a＋b＋c=0，abc=1，
[image: image576.jpg]Ma, b, cHBE—AAT .




　　证 由a＋b＋c=0及abc=1可知，a，b，c中有一个正数、两个负数，不妨设a是正数，由题意得
[image: image577.jpg]btc=-a,
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于是根据韦达定理知，b，c是方程
　　　　　　　　　　　　　　　　[image: image578.jpg]



的两个根．又b，c是实数，因此上述方程的判别式
[image: image579.jpg]



因为a＞0，所以
a3-4≥0，a3≥4，
　[image: image580.jpg]
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　　例13 知x1，x2是方程4ax2-4ax+a+4=0的两个实根．

　　[image: image582.jpg](DRTHEZHEIE, B, 20,05, -2 WIEST 20



　
　　[image: image583.jpg]2 g2
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　　解 (1)显然a≠0，由△=16a2-16a(a+4)≥0，得a＜0．由韦达定理知
[image: image584.jpg]



所以
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[image: image587.jpg]



所以a=9，这与a＜0矛盾．故不存在a，使
[image: image588.jpg](- 22505 -22,)





(2)利用韦达定理
　　　　　　　　[image: image589.jpg]R A CREN (CREN M|
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所以(a+4)|16，即a+4=±1，±2，±4，±8，±16．结合a＜0，得a=-2，-3，-5，-6，-8，-12，-20．
练习十五
　　1．选择：

　　(1)若x0是一元二次方程ax2+bx+c=0(a≠0)的根，则判别式△=b2-4ac与平方式M=(2ax0+b)2的关系是 [ 　　]

　　　(A)△＞M 　　　　　　(B)△=M

　　　(C)△=＜M 　　　　　　(D)不确定
　　(2)方程x2+px+1997=0恰有两个正整数根x1，x2，则[image: image590.jpg]P e
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　　　(A)3　　　　　　　(B)-11

　　　(C)3或-11　　　　　(D)11

　　2．填空：
　　(1)如果方程x2+px+q=0的一根为另一根的2倍，那么，p，q满足的关系式是______．
　　(2)已知关于x的一元二次方程ax2+bx+c=0没有实数根，甲由于看错了二次项系数，误求得两根为2和4，乙由于看错了某一项系数的符号，
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1993+5a2+9a4=_______．

　　(4)已知a是方程x2-5x+1=0的一个根，那么a4+a-4的末位数是______．
　　[image: image596.jpg](HEHAR=? -2 +F)x+2.3 =0/




另一根为直角边a，则此直角三角形的第三边b=______．
　　3．已知α，β是方程x2-x-1=0的两个实数根，求α4+3β的值．
　　4．作一个二次方程，使它的两个根α，β是正数，并且满足关系式
[image: image597.jpg]3
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　　5．如果关于x的方程x2+ax+b=0的两个实数根之比为4∶5，方程的判别式的值为3，求a，b的值．

第十六讲 判别式及其应用　 

　　一元二次方程的根的判别式(△)是重要的基础知识，它不仅能用于直接判定根的情况，而且在二次三项式、二次不等式、二次函数等方面有着重要的应用，是初中数学中的一个重要内容，在高中数学中也有许多应用．熟练掌握它的各种用法，可提高解题能力和知识的综合应用能力．　

　　1．判定方程根的情况
　　例1 已知方程x2-2x-m=0没有实数根，其中m是实数．试判定方程x2+2mx+m(m+1)=0有无实数根．
　　解 因为方程x2-2x-m=0无实数根，所以
△1=(-2)2-4×(-m)=4+4m＜0，
　　即 m＜-1．
　　因为
△2=(2m)2-4m(m+1)=-4m＞0，

　　所以方程x2+2mx+m(m+1)=0有两个不相等的实根．
　　例2 已知常数a为实数，讨论关于x的方程
(a-2)x2+(-2a+1)x+a=0

　　的实数根的个数情况．
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实根．

　　当a≠2时，原方程为一元二次方程，其判别式

△=(-2a+1)2-4(a-2)a=4a+1，
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　　说明 对于一个二次项系数含参数的方程，要按照二次项系数为零或不为零来讨论根的情况，前者为一次方程，后者为二次方程，不能一上来就用判别式．　

　　2．确定方程中系数的值或范围
　　例3 关于x的一元二次方程
　　[image: image600.jpg](a- 1)2
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　　有实根，其中a是实数，求a99+x99的值．
　　解 因为方程有实根，所以
[image: image601.jpg]-n?
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　　即 -a2-2a-1≥0．
　　因为-(a+1)2≥0，所以a+1=0，a=-1．
　　当a=-1时，原方程为x2-2x+1=0，x=1，所以
a99+x99=(-1)99+199=0．
　　例4 若方程
x2+2(1+a)x+3a2+4ab+4b2+2=0

　　有实根，求a，b的值．
　　解 因为方程有实根，所以它的判别式
△=4(1+a)2-4(3a2+4ab+4b2+2)≥0，
　　化简后得
2a2+4ab+4b2-2a+1≤0，

　　所以 　　　　　　　(a+2b)2+(a-1)2≤0，
　　[image: image602.jpg]M
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　　[image: image603.jpg]



　　说明 在本题中，只有一个不等式而要求两个值，通常是通过配方把这个不等式变形为“若干个非负数之和小于等于零”，从而可以得到一个方程组，进而求出要求的值．
　　例5 △ABC的一边长为5，另两边长恰是方程
2x2-12x+m=0

　　的两个根，求m的取值范围．
　　解 设△ABC的三边分别为a，b，c，且a=5，由
△=122-4·2·m=144-8m≥0
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　　并且不等式
25=a2＞(b-c)2=(b+c)2-4bc=36-2m，

　　[image: image605.jpg]11
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　　3．求某些方程或方程组的解
　　例6 求方程5x2+5y2+8xy+2y-2x+2=0的实数解．
　　解 先把y看作是常数，把原方程看成是关于x的一元二次方程，即
5x2+(8y-2)x+(5y2+2y+2)=0．
　　因为x是实数，所以判别式
△=(8y-2)2-4·5·(5y2+2y+2)≥0，
　　化简后整理得
y2+2y+1≤0，

　　即(y+1)2≤0，从而y=-1．将y=-1代入原方程，得
5x2-10x+5=0，
　　故x=1．所以，原方程的实数解为x=1，y=-1．
　　说明 (1)本题也可以把x看作常数，把方程写成关于y的一元二次方程，再用判别式来求解．
　　(2)本题还可以用配方的方法，把原方程变形为
4(x+y)2+(x-1)2+(y+1)2=0，
　　从而x=1，y=-1．
　　例7 解方程组
　　[image: image607.jpg]+Ee fy+y=1,
Tx+4:x 0 fy-y=2.




　　 

　　解 引入待定系数k，由k·①+②得
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　　或写成
　　[image: image609.jpg](e+Dx+k+x fy+k-Ty=k+2. @
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△=(k+4)2-4(k+7)(k-1)=0．
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　　即

　　[image: image614.jpg]Bx+ ) =4, (r+5fni=16.
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　　4．证明不等式，求最大值和最小值
　　用判别式证明不等式，常常把要证明的内容通过韦达定理以及其他代数变形手段，放到某个一元二次方程的系数中去．
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是多少？

　　[image: image617.jpg]Wil=k M=o RARFASR




(x-3)2+(kx-3)2=6，
　　即 　　　　　　　(k2+1)x2-6(k+1)x+12=0，
　　将它看成关于x的一元二次方程．因x是实数，所以
△=36(k+1)2-48(k2+1)≥0，
　　即 　　　　k2-6k+1≤0． ①
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　　解 由于

　　[image: image623.jpg]x’+x+1:(x+%)’+§>o,




　　所以 yx2+(y-2)x+y=0，
　　上式可以看成关于x的一元二次方程．因x为实数，所以
△=(y-2)2-4y2≥0，
　　即　　　　　3y2+4y-4≤0，
(3y-2)(y+2)≤0．
　　[image: image624.jpg]2
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　　当y=-2时，代入yx2+(y-2)x+y=0中，得x=-1，即x=-1时，y=[image: image625.jpg]
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　　例10 实数a，b，c满足a+b+c=2，且对任何实数t，都有不等式
-t2+2t≤ab+bc+ca≤9t2-18t+10，
　　[image: image627.jpg]RE 0<a, b <3




　　证 因为对任何实数t，有
-t2+2t=-(t-1)2+1≤1，
9t2-18t+10=9(t-1)2+1≥1，
　　当t=1时，便有
1≤ab+bc+ca≤1，
　　所以　　　　　　　ab+bc+ca=1．
　　由于a+b=2-c，于是
ab=1-c(a+b)=1-c(2-c)=(c-1)2，
　　于是a，b是一元二次方程
t2-(2-c)t+(c-1)2=0

　　的两个实数根．所以
△=(2-c)2-4(c-1)2≥0，

　　即 3c2-4c≤0，
　　[image: image628.jpg]Bk o<e<d.
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练习十六
　　1．选择：

　　(1)某一元二次方程根的判别式△=2m2-6m+5，此方程根的情况是[　　]

　　(A)有两个不相等的实根
　　(B)有两个相等的实根
　　(C)没有实根
　　(D)由实数m的值而定
　　(2)关于x的方程2kx2+(8k+1)x=-8k有两个实根，则k的取值范围是[　　]
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　　(3)如果关于x的方程mx2-2(m+2)x+m+5=0没有实根，那么关于x的方程(m-5)x2-2(m+2)x+m=0的实根个数为 [　　]

　　(A)2个 　　　　　　(B)1个
　　(C)0个 　　　　　　(D)不确定
　　(4)方程(x+1)2+(y-2)2=1的整数解有 [　　]

　　(A)1组 　　　　　　(B)2组
　　(C)4组 　　　　　　(D)无数组
　　(5)若x0是一元二次方程ax2+bx+c=0(a≠0)的根，则判别式△=b2-4ac与平方式M=(2ax0+b)2的关系是 [　　]

　　(A)△＞M 　　　　　　(B)△=M

　　(C)△＜M 　　　　　　(D)不确定
　　2．填空：
　　(1)关于x的方程(a2-4)x2-2(a+2)x+1=0

　　恰有一个实根，则a=____．
　　(2)设m是不为0的整数，二次方程mx2-(m-1)x+1=0有有理根，则m=____．
　　(3)当m=____时，二次方程(m2-2)x2-2(m+1)x+1=0

　　有两个不等的实数根．
　　(4)p，q是正数，如果方程x2+px+q=0的两个根之差是1，那么p=____．

　　(5)若x为实数，且有4y2+4xy+x+6=0，则使y取实数值的所有x值的范围是____．
　　3．求方程5x2-12xy+10y2-6x-4y+13=0的实数解．
　　4．解方程组
　　　　　　　[image: image630.jpg]x+y?+3-xy-3=0,
x4yt +2? xy-yz-2m +3=0.



　　
　　5．已知a，b是整数，x2-ax+3-b=0有两个不相等的实根，x2+(6-a)x+7-b=0有两个相等的实根，x2+(4-a)x+5-b=0没有实根，求a，b的值．

6．已知a是实数，且关于x的方程x2-ax+a=0有两个实根u，v，求证：u2+v2≥2(u+v)．

第十七讲 “设而不求”的未知数
　　让我们先看一道简单的数学题．
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三角形的面积．
　　解 设这个三角形的斜边长度为c，因为斜边上的中线长是1，所以斜边长c=2．再设两条直角边的长度是a，b，面积是S，那么
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a2+b2+2ab=6． ④

　　把②，③代入④式得
4+4S=6，
　　[image: image634.jpg]AR




 

　　在这个题目中，只要求出未知数S的值，而我们却设了三个未知数：a，b，S，并且在解题过程中，我们也根本没求a，b的值．但是由于增设了a，b后，给我们利用等量关系列方程及方程组求S的值，带来了很大的便利，像这种未知数(如a，b)就是本讲所要介绍的“设而不求”的未知数．
　　所谓“设而不求”的未知数，又叫辅助元素，它是我们为解决问题增设的一些参数，它能起到沟通数量关系，架起连接已知量和未知量的桥梁作用．
　　例2若
[image: image635.jpg]



　　求x+y+z的值．
　　分析 已知条件是以连比的形式出现时，往往引进一个比例参数来表示这个连比．
　　解 令
[image: image636.jpg]



　　则有
x=k(a-b)， y=k(b-c)， z=k(c-a)，
　　所以
x+y+z=k(a-b)+k(b-c)+k(c-a)=0，
　　所以 x+y+Z=0．
　　说明 本例中所设的k，就是“设而不求”的未知数．
　　例3 已知p，q，r都是5的倍数，r＞q＞p，且r=p+10，试求[image: image637.jpg]ez gy
a-r



 

　　解 不妨设p=5k1，q=5k2，r=5k3，由题意可知，k1，k2，k3都是整数．因为r＞q＞p，所以k3＞k2＞k1．又因为
r=p+10，
　　所以 5k3=5k1+10，
k3=k1+2， ①
　　所以 k1+2＞k2＞k1，
　　所以 k2=k1+1． ②
　　将①，②代入所求的代数式得
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　　说明 本题中k1，k2，k3均是“设而不求”的未知数．
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　　[image: image640.jpg]n-13
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a＞1，并且设
　　分子：n-13=ak1，①
　　分母：5n+6=ak2．②
　　其中k1，k2为自然数．
　　由①得n=13+ak1，将之代入②得
5(13+ak1)+6=ak2，
　　即 　　　　　　　　　　　　　　　71+5ak1=ak2，
　　所以 　　　　　　　　　　　　　　a(k2-5k1)=71．
　　由于71是质数，且a＞1，所以a＝71，所以
n=k1·71+13．
　　故n最小为84．
　　例5甲、乙、丙、丁四人，每三个人的平均年龄加上余下一人的年龄分别为29，23，21和17，这四人中最大年龄与最小年龄的差是多少？
　　解 设四个人的年龄分别记为a，b，c，d，根据题意有
　　　　　　　[image: image641.jpg](atb+c)
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　　由上述四式可知
　　　　　　　[image: image642.jpg]2
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　　比较⑤，⑥，⑦，⑧知，d最大，c最小，所以⑤-⑧得
[image: image643.jpg]% (d-e) =12.




所以d-c=18，即这四个人中最大年龄与最小年龄的差为18．
　　说明 此题不必求出a，b，c，d的值，只须比较一下，找出最大者与最小者是谁，作差即可求解．
　　例6 设有n个数x1，x2，…，xn，它们的值只能是0，1，2三个数中的一个，如果记
[image: image644.jpg]B 2
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　　试用f1和f2表示
[image: image645.jpg]



　　解 设在x1，x2，…，xn这几个数中取值为0的有s个，取值为1的有t个，取值为2的有r个，则s+t+r=n，0≤t≤n，0≤s≤n，0≤r≤n，由此得
f1=t+2r，f2=t+4r．
　　所以
　[image: image646.jpg]Bk
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=(2k-1)f2-(2k-1-2)f1．
　　说明 本题借助于s，t，r找到了fk与f1，f2的关系表达式．
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整除．根据一个数能被9整除的特征有
6+2+α+β+4+2+7=9m(m为自然数)，
　　即　　　　　　　　　　　　 α+β+3=9m1(m1为自然数)．
　　又由于　　　　0≤α≤9，0≤β≤9，则有
3≤α+β+3≤21，
　　从而有
α+β=6或α+β=15． ①

　　同理，按照一个数被11整除的特征有
α-β=-2或α-β=9． ②

　　①与②相结合，并考虑0≤α≤9，0≤β≤9，故只有α=2，β=4．
　　所以原自然数为 6 224 427．
　　例8 我手中的卡片上写有一个三位数，并且个位数不为零，现将个位与百位数字对调，取两数的差(大数减小数)，将所得差的三位数与此差的个位、百位数字对调后的三位数相加，最后的和是多少？
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　　[image: image650.jpg]k =abc - cba.



　
　　　=a×100+b×10+c-(c×100+b×10+a) 

　　　=99×a-99×c

　　　=100×a-100×c-100+90+10-a+c

　　　=100(a-c-1)+9×10+(10-a+c)．
　　因k是三位数，所以
2≤a-c≤8， 1≤a-c-1≤7．
　　所以 　　　　　　　　　　　　　2≤10-a+c≤8．
　　差对调后为
k＇=(10-a+c)×100+9×10+(a-c-1)，
　　所以
k+k＇=100(a-c-1)+9×10+(10-a+c)

　　　　　　　+(10-a+c)×100+9×10+(a-c-1)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　=1089．　
　　故　所求为1089．
　　说明 本例中a，b，c作为参数被引进，但运算最终又被消去了，而无须求出它们的值．这正是“设而不求”的未知数的典型例子．
　　在列方程解应用题中，更是经常用到增设参数的方法，下面再举几个例题．
　　例9 从两个重量分别为12千克(kg)和8千克，且含铜的百分数不同的合金上切下重量相等的两块，把所切下的每块和另一块剩余的合金放在一起，熔炼后两个合金含铜的百分数相等．求所切下的合金的重量是多少千克？
　　分析 由于已知条件中涉及到合金中含铜的百分数，因此只有增设这两个合金含铜的百分数为参数或与合金含铜的百分数有关的其他量为参数，才能充分利用已知，为列方程创造条件 ．
　　解法1 设所切下的合金的重量为x千克，重12千克的合金的含铜百分数为p，重8千克的合金的含铜百分数为q(p≠q)，于是有
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整理得 　　　　　　　5(q-p)x=24(q-p)．
　　因为p≠q，所以q-p≠0，因此x=4.8，即所切下的合金重4.8千克．
　　解法2 设从重12千克的合金上切下的x千克中含铜m千克，从重8千克的合金上切下的x千克中含铜n千克(m≠n)，则这两个合金含
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　　整理得 5x(n-m)=24(n-m)．
　　因为m≠n，所以n-m≠0，因此x=4.8，即所切下的合金重4.8千克．
　　说明 在解含参数的方程时，一般情况下可以把参数消去，转化成只含有待求未知数的一般方程，也就是说应用题的解答与参数的数值无关．
　　例10 某队伍长1998米(m)，在行进中排尾的一个战士因事赶到排头，然后立即返回，当这个战士回到排尾时，全队已前进1998米，如果队伍和这个战士行进的速度都不改变，求这个战士走过的路程．
　　解法1 设这个战士走过的路程为s米，所需要的时间为t小时(h)，
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消去参数t得
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解之得
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　　解法2 设这个战士的行进速度为V1米/小时，队伍行进的速度为
[image: image658.jpg]A DB, MRS IR TR TR

Jﬁ M

AT Rt

1998
v,

Jﬁ FAHAT 3 1998 BT ARET 181

et FRE
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因此
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　　所以这个战士所走距离为
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　　说明 在同一个问题中，由于考虑问题的角度不同，所以增设的参数也会有所不同(如上例中的两种解法)．
练习十七
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字)，又N是4的倍数，且N被11除余5，那么x+y等于多少？ 

　　4．五个人要完成某项工作，如果甲、乙、丙三人同时工作需6小时；
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时；乙、丙、戊同时工作，需用5小时，问五个人同时工作需用多少小时完成？
　　5．公共汽车每隔x分钟(min)发车一次，小红在大街上行走，发
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辆公共汽车，如果公共汽车与小红行进的速度都是匀速的，则x为多少？
第十八讲 二次函数
　　二次函数是最简单的非线性函数之一，而且有着丰富内涵。在中学数学数材中，对二次函数和二次方程，二次三项式及二次不等式以及它们的基本性质，都有深入和反复的讨论与练习。它对近代数学，乃至现代数学，影响深远，为历年来高考数学考试的一项重点考查内容，历久不衰，以它为核心内容的重点试题，也年年有所变化，不仅如此，在全国及各地的高中数学竞赛中，有关二次函数的内容也是非常重要的命题对象。因此，必须透彻熟练地掌握二次函数的基本性质。 

　　学习二次函数的关键是抓住顶点（-b/2a，(4ac-b2)/4a），顶点的由来体现了配方法（y=ax2+bx+c=a(x+b/2a)2+(4ac-b2)/4a）；图象的平移归结为顶点的平移（y=ax2→y=a(x-h)2+k）；函数的对称性（对称轴x=-b/2a，f (-b/2a+x)=f (-b/2a-x)，x∈R），单调区间（-∞，-b/2a），[-b/2a,+∞]、极值（(4ac-b2)/4a），判别式（Δb2-4ac）与X轴的位置关系（相交、相切、相离）等，全都与顶点有关。 

　　一、“四个二次型”概述 

　　在河南教育出版社出版的《漫谈ax2+bx+c》一书中（作者翟连林等），有如下一个“框图”： 

	（一元）二次函数
y=ax2+bx+c (a≠0)
	→
	a=0
	→
	（一元）一次函数
y=bx+c(b≠0)

	↑
	
	↑

	↑
	
	↑

	（一元）二次三项式
ax2+bx+c(a≠0)
	→
	a=0
	→
	　　一次二项式
　　bx+c(b≠0)

	↓
	↓
	
	
	
	↓
	↓

	↓
	↓
	
	
	
	↓
	↓

	↓
	一元二次方程
ax2+bx+c=0(a≠0)
	→
	a=0
	→
	  一元一次方程
bx+c=0(b≠0)
	↓

	↓
	 
	 
	 
	 
	 
	↓

	一元二次不等式
ax2+bx+c>0或
ax2+bx+c<0(a≠0)
	→
	a=0
	→
	一元一次不等式
bx+c>0或
bx+c<0(b≠0)


    　　观察这个框图，就会发现：在a≠0的条件下，从二次三项式出发，就可派生出一元二次函数，一元二次方程和一元二次不等式来。故将它们合称为“四个二次型”。其中二次三项式ax2+bx+c(a≠0)像一颗心脏一样，支配着整个“四个二次型”的运动脉络。而二次函数y=ax2+bx+c(a≠0)，犹如“四个二次型”的首脑或统帅：它的定义域即自变量X的取值范围是全体实数，即n∈R；它的解析式f(x)即是二次三项式ax2+bx+c(a≠0)；若y=0，即ax2+bx+c=0（a≠0），就是初中重点研究的一元二次方程；若y>0或y<0，即ax2+bx+c>0或ax2+bx+c<0（a≠0），就是高中一年级重点研究的一元二次不等式，它总揽全局，是“四个二次型”的灵魂。讨论零值的一元二次函数即一元二次方程是研究“四个二次型”的关键所在，它直接影响着两大主干：一元二次方程和一元二次不等式的求解。一元二次方程的根可看作二次函数的零点；一元二次不等式的解集可看作二次函数的正、负值区间。心脏、头脑、关键、主干、一句话，“四个二次型”联系密切，把握它们的相互联系、相互转化、相互利用，便于寻求规律，灵活运用，使学习事半功倍。 
　　二、二次函数的解析式 

　　上面提到，“四个二次型”的心脏是二次三项式：二次函数是通过其解析式来定义的（要特别注意二次项系数a≠0）；二次函数的性质是通过其解析式来研究的。因此，掌握二次函数首先要会求解析式，进而才能用解析式去解决更多的问题。 

　　Y=ax2+bx+c(a≠0)中有三个字母系数a、b、c，确定二次函数的解析式就是确定字母a、b、c的取值。三个未知数的确定需要3个独立的条件，其方法是待定系数法，依靠的是方程思想及解方程组。 

　　二次函数有四种待定形式： 

　　1．标准式（定义式）：f(x)=ax2+bx+c.(a≠0) 
　　2．顶点式：　　　　　f(x)=a(x-h)2+k .(a≠0) 
　　3．两根式（零点式）：f(x)=a(x-x1)(x-x2). (a≠0) 
　　4．三点式：（见罗增儒《高中数学竞赛辅导》） 

　　过三点A（x1,f (x1)）、B（x2,f (x2)）、C（x3,f (x3)）的二次函数可设为 

　　f (x)=a1(x-x2)(x-x3)+a2(x-x1)(x-x3)+a3(x-x1)(x-x2)把ABC坐标依次代入，即令x=x1,x2,x3,得 

　　　　　　　　f (x1)=a1(x1-x2)(x1-x3)，
　　　　　　　　f (x2)=a2(x2-x1)(x2-x3)，
　　　　　　　　f (x3)=a3(x3-x1)(x3-x2) 

　　解之，得：a1=f (x1)/ (x1-x2)(x1-x3)，a2=f (x2)/ (x2-x1)(x2-x3)，a3=f (x3)/ (x3-x1)(x3-x2) 

　　从而得二次函数的三点式为：f(x)=[f(x1)/(x1-x2)](x1-x3)(x-x2)(x-x3)+[f(x2)/ (x2-x1)(x2-x3)](x-x1)(x-x3)+[f(x3)/(x3-x1)(x3-x2)](x-x1)(x-x2)根据题目所给的不同条件，灵活地选用上述四种形式求解二次函数解析式，将会得心应手。 

　　例1．  已知二次函数的图象过（－1,－6），（1，－2）和（2,3）三点，求二次函数的解析式。 

　　[解法一]：用标准式 

　　∵图象过三点（－1,－6）、（1，－2）、（2,3） 

　　∴可设y=f (x)=ax2+bx+c，且有a-b+c=－6　①，a+b+c=－2 ②，4a+2b+c=3 ③ 

　　解之得：a=1，b=2，c=－5 

　　∴所求二次函数为y=x2+2x-5 

　　[解法二]：用三点式 

　　∵图象过三点（－1，－6），（1，－2），（2,3） 

　　∴可设y=a1(x-x2)(x-x3)+a2(x-x1)(x-x3)+a3(x-x1)(x-x2)=(a1+a2+a3)x2－ 

                 [a1(x2+x3)+a2(x1+x3)+a3(x1+x2)]x+(a1x2x3+a2x1x3+a3x1x2)

　　计算可得：a1=－6/(－1－1)(－1－2)=－1，
　　　　　　　a2=－2/ (1＋1)(1－2)=1，
　　　　　　　a3=3/ (2＋1)(2－1)=1 

　　∴f (x)=x2＋2x－5 

　　例2．  二次函数的图象通过点（2，－5），且它的顶点坐轴为（1，－8），求它的解析式 

　　解：∵它的顶点坐标已知 

　　∴可设f (x)=a(x－1)2－8 

　　又函数图象通过点（2，－5）， 

　　∴a(2－1)2－8=－5 

　　解之，得a=3 

　　故所求的二次函数为：
　　　　　　y=3(x－1)2－8 

　　即：y=f (x)=3x2－6x－5 

　　[评注]，以顶点坐标设顶点式a(x-h)2+k，只剩下二次项系数a为待定常数，以另一条件代入得到关于a的一元一次方程求a，这比设标准式要来得简便得多。 

　　例3．  已知二次函数的图象过（－2,0）和（3,0）两点，并且它的顶点的纵坐标为125/4，求它的解析式。 

　　解：∵（－2,0）和（3,0）是X轴上的两点， 

　　∴x1＝－2，x2＝3 

　　可设y=f(x)=a(x+2)(x-3)
　　　　　　　=a(x2-x-6)=a[(x-1/2)2-25/4]
　　　　　　　=a(x-1/2)2-25/4a 

它的顶点的纵坐标为－25/4a 

       　　∴－25/4a=125/4，a=－5 

故所求的二次函数为：
　　　　　　f (x)=－5(x+2)(x-3)=－5x2+5x+30 

　　[想一想]：本例能否用顶点式来求？ 

　　例4．  已知二次函数经过3点A（1/2，3/4）、B（－1,3）、C（2,3），求解析式。 

　　[分析]本例当然可用标准式、三点式求解析式，但解方程组与求a1、a2、a3计算较繁。仔细观察三点坐标特点或画个草图帮助分析，注意到三点的特殊位置，则可引出如下巧解。 

　　[解法一]：顶点式：由二次函数的对称性可知，点B、C所连线段的中垂线x=(-1+2)/2=1/2即为图象的对称轴，从而点A（1/2，3/4）必是二次函数的顶点，故可设顶点式:

　　　　　　f(x)=a(x-(1/2))2+(3/4) 

把B或C的坐标代入得：f(-1)=a(-3/2)2+(3/4)=(9/4)a+(3/4)=3 

解得：a=1 

　　　∴f(x)=(x-(1/2))2+3/4=x2-x+1 

　　[解法二]由B、C的纵坐标相等可知B、C两点是函数y=f (x)与直线y=3的交点，亦即B、C两点的横坐标是方程f (x)=3即f (x)-3=0的两个根故可设零点式为： 

　　　　　　　　　　f (x)-3=a(x+1)(x-2)

把A点坐标代入，有
　　　　　　　　　　f (1/2)-3=a(1/2+1)(1/2-2)，即－9/4=－9/4a，a=1 

从而f (x)=(x+1)(x-2)+3
　　　　 =x2-x+1 

　　三、二次函数的最值 

　　我们知道，二次函数y=f (x)＝ax2+bx+c (a≠0)利用配方法，可以得出：
　　　　y=f(x)=ax2+bx+c=a(x+(b/2a))2+((4ac-b2)/4a)，
　　它的图象是开口向上或向下的抛物线，其顶点坐标是（-(b/2a)，((4ac-b2)/4a)） 

　　1．当自变量在全体实数范围内变化时，二次函数的最值为：
　　　　　　a>0，　　　　　　　　 　　　　　　a<0，
　　　　　　ymin=fmin=((4ac-b2)/4a)　　；　　ymax=fmax=((4ac-b2)/4a)； 

　　2．当自变量的取值范围为有限闭区间[p,g]时，其最值在f (p)、f (g)、f (-b/2a)三者中取得，最值情况如下表： 
	  
	-b/2a∈[p,g] 
	　　　-b/2a       [image: image668.png]


[p,g] 

	a>0 
	fmin=f(-b/2a)=((4ac-b2)/4a) 

fmax= max{f (p),f (g)} 
	fmin=min{f (p),f (g)} 
fmax=max{f (p),f (g)} 

	a<0 
	fmax=f (-b/2a)=((4ac-b2)/4a) 

fmin=min{f (p),f (g)} 
	


　　例5．  当X为何值时，函数 
　　f(x)=(x-a1)2+(x-a2)2+…+(x-an)2取最小值。 

　　解：∵f (x)=(x2-2a1x+a12)+(x2-2a2x+a22)+…+(x2-2anx+an2)=nx2-2(a1+a2…+an)x+(a12+a22+…+an2) 

　　∴当x=((a1+a2+…+an)/n)时，f(x)有最小值。 

　　[评注]：1994年全国普通高考命制了如下一个填空题，在测量某物理量的过程中，因仪器和观察的误差，使得n次测量分别得到a1、a2、…，an共n个数据。我们规定的所测物理量的“最佳近似值”a是这样一个量：与其它近似值比较，a与各数据差的平方和最小，依此规定，从a1,a2,…an推出a=　　　　读者从例5的解答中，能否悟到解决此题的灵感？ 

　　例6．（1982年全国高中数学联赛试题） 

　　已知x1,x2是方程x2-(k-2)x+(k2+3k+5)=0　(k为实数)的两个实数根，x12+x22的最大值是： 

　　　　（A）19；　　　　（B）18；　　　　（C）50/9　　(D)不存在 

　　解：由韦达定理得：x1+x2=k-2，x1x2=k2+3k+5 

　　∴x12＋x22＝（x1＋x2）2-2x1x2
　　　　　　　 =(k-2)2-2(k2+3k+5)
　　　　　　　 =-k2-10k-6
　　　　　　　 =-(k+5)2+19 

　　如果由此得K＝-5时，（x12+x22）max=19，选（A），那就错了。为什么？已知该x1,x2是方程的两个“实数”根，即方程必须有实数根才行，而此时方程的判别式Δ≥0，即 

 Δ＝(k-2)2-4(k2+3k+5)=-3k2-16k-16≥0 ① 

解①得：-4≤k≤-4/3 

　　∵k=-5[image: image669.png]


[-4,-4/3]，设f(k)=-(k+5)2+19则f(-4)=18,f(-4/3)=50/9<18 

　　∴当k=-4时，(x12+x22)max=18， 

　　∴选（B） 

　　[评注]：求二次函数最值时，必须首先考虑函数定义域。否则，审题不慎，忽略“实数”二字，就会掉进题目设置的“陷阱”中去了。 

　　例7．       已知f (x)=x2-2x+2，在x∈[t,t+1]上的最小值为g (t)，求g (t)的表达式。 

　　解：f (x)= (x-1)2+1 

　　(1)当t+1<1即t<0时，g(t)=f(t+1)=t2+1 

　　(2)当t≤1≤t+1，即0≤t≤1时，g (t)=f (1)=1 

　　(3)当t>1时，g(t)=f (t)=t2-2t+2 

　　综合（1）、（2）、（3）得：[image: image670.jpg]2416<0
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　　例8．（1）当x2+2y2=1时，求2x+3y2的最值； 

　　   （2）当3x2+2y2=6x时，求x2+y2的最值。 

　　解：（1）由x2+2y2=1得y2=1/2(1-x2)，代入2x+3y2=2x+(3/2)(1-x2)=(-(3/2))(x-(2/3))2+(13/6) 

又1-x2=2y2≥0，∴x2≤1，－1≤x≤1 

　　∴当x=2/3时，y=(√10)/6，（2x+3y2）max=16/3； 

　　　当x=-1时，y=0，　（2x+3y2）min=－2 

          　　(2)由3x2+2y2=6x，得y2=(3/2)x(2-x)，代入x2+y2=x2+(3/2)x(2-x)=-1/2 (x-3)2+9/2 

又y2=(3/2)x (2-x)≥0，得0≤x≤2 

  　　当x=2，y=0时，（x2+y2）max=4；当x=0，y=0时，(x2+y2)min=0 

四、二次函数与二次方程
　　二次方程问题其实质就是其相应二次函数的零点(图象与x轴的交点)问题，因此，二次方程的实根分布问题，即二次方程的实根在什么区间内的问题，借助于二次函数及其图象利用形数结合的方法来研究是非常有益的。 

　　设f (x)=ax2+bx+c(a≠0)的二实根为x1,x2，(x1＜x2)，Δ=b2-4ac，且α、β(α＜β)是预先给定的两个实数。 

　　1．当两根都在区间(α,β)内，方程系数所满足的充要条件： 

　　∵α＜x1＜x2＜β，对应的二次函数f (x)的图象有下列两种情形(图1) 

[image: image671.jpg]



　　当a＞0时的充要条件是：Δ＞0，α＜-b/2a＜β，f(α)＞0，f (β)＞0 

　　当a＜0时的充要条件是：Δ＞0，α＜-b/2a＜β，f(α)＜0，f (β)＜0 

　　两种情形合并后的充要条件是：
　　Δ＞0，α＜-b/2a＜β，af(α)＞0，af (β)＞0   ① 

　　2．当两根中有且仅有一根在区间（α，β）内，方程系数所满足的充要条件： 

　　∵α＜x1＜β或α＜x2＜β，对应的函数f(x)的图象有下列四种情形（图2） 

[image: image672.jpg]B 0 b A




　　从四种情形得充要条件是： 

　　f (α)·f (β)＜0　　　　　　② 

　　3．当两根都不在区间［α，β］内方程系数所满足的充要条件： 

　　（1）两根分别在区间［α，β］之外的两旁时： 

　　∵x1＜α＜β＜x2，对应的函数f(x)的图象有下列两种情形（图3）： 
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　　当a＞0时的充要条件是：f (α)＜0，f (β)＜0 

　　当a＞0时的充要条件是：f (α)＞0，f (β)＞0 

　　两种情形合并后的充要条件是：
　　　　af (α)＜0，af (β)＜0　　　　　③ 

　　（2）两根分别在区间［α，β］之外的同旁时： 

　　∵x1＜x2＜α＜β或α＜β＜x1＜x2，对应函数f(x)的图象有下列四种情形（图4）： 
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　　当 x1＜x2＜α时的充要条件是：
　　Δ＞0，-b/2a＜α，af (α)＞0　　　　④ 

　　当β＜x1＜x2时的充要条件是：

　　Δ＞0，-b/2a＞β，af (β)＞0　　　　　⑤ 

　　例9．已知方程x2+2px+1=0有一个根大于1，有一个根小于1，则P的取值为　　　　　。 

　　解：记f(x)=x2+2px+1，则f(x)r的图象开口向上，当f(x)与x轴的两交点一个在（1,0）左方，另一个在（1,0）右方时，必有f(1)＜0，即：

　　　　　　　　　　　　　　12+2P＋1＜0，即P＜－1 

　　所以P的取值为（－∞，－1） 

　　例10．如果方程（1-m2）x2+2mx-1=0的两个根一个小于零，另一个大于1，试确定m的范围。 

　　解：令f(x)=(1-m2)x2+2mx-1，根据题设条件，f(x)的图形是下列两种情形之一（图5）： 
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　　得充要条件：（1-m2）f(0)＜0,(1-m2)f(1)＜0；即1-m2＞0,(1-m2)(2m-m2)＜0 

　　解得：-1＜m＜0 

　　例11．已知二次函数f(x)=ax2+bx+c(a≠0).若方程f(x)=x无实根，求证：方程f[f(x)]=x也无实根，（北京市1994年高中一年级数学竞赛复赛试题）。 

　　证明：已知f(x)=ax2+bx+c(a≠0) 

　　方程f(x)=x即f(x)-x=ax2+(b-1)x+c=0无实根，f(x)-x仍是二次函数，f(x)-x=0仍是二次方程，它无实根即Δ=(b-1)2-4ac＜0 

　　若a＞0，则函数y=f(x)-x的图象在x轴上方， 

　　∴y＞0，即f(x)-x＞0恒成立，即：f(x)＞x对任意实数x恒成立。 

　　∴对f(x)， 

　　有f(f(x))＞f(x)＞x恒成立 

　　∴f(f(x))=x无实根 

　　若a＜0，函数y=f(x)-x的图象在x轴下方 

　　∴y＜0，即f(x)-x＜0恒成立 

　　∴对任意实数x，f(x) ＜0恒成立 

　　∴对实数f(x)，有：f(f(x))＜f(x)＜x恒成立 

　　∴f(f(x))=x无实根 

　　综上可知，当f(x)=x无实根时，方程f(f(x))=x也无实根 

　　五．二次函数与二次不等式 

　　前面提到，一元二次不等式的解集相应于一元二次函数的正值、负值区间。解不等式与证明不等式成立，经常要用到二次函数的极值性质、单调性、图象与x轴的位置关系等。 

　　例12．对二次函数f(x)= ax2+bx+c(a≠0)，求证，必存在x=±M≠0，使f(±M)均与a同号。 

　　分析：这是一道证明题。从图象上看，当a＞0时，抛物线开口向上，f(x)＞0的解集要么为全体实数集合R（△＜0)；要么为（-∞,x0）∪(x0,+ ∞)(Δ=0,f(x0)=0)，要么为（-∞,x1）∪(x2,+∞) (Δ＞0,f(x1)=f(x2)=0)，故总可以找到±M≠0，±M∈R，或±M∈（-∞,x0）∪(x0,+∞)，或±M∈（-∞,x1）∪(x2,+∞)，使f(±M)＞0，因此af(±M)＞0，对于a＜0的情形，也是如此，只不过f(±M)＜0，从代数的角度看问题，af(x)＞0即a2x2+abx+ac＞0　①它有解且解集合中包含着x=M与x=-M（M≠0）一对相反数，因此，需考虑①所对应的二次方程的判别式。 

　　证明：∵f(x)= ax2+bx+c(a≠0) 

　　　　　∴af(x)= a2x2+abx+ac=1/4［4a2x2+4abx+4ac］=1/4(2ax+b)2-1/4(b2-4ac) 

　　　　　∴af(x)＞0即:1/4(2ax+b)2-1/4(b2-4ac)＞0 

　　　亦即(2ax+b)2-(b2-4ac)＞0 

　　（1）当Δ=b2-4ac＜0时，af(x)＞0的解集为(-∞,+∞) 
　　（2）当Δ=b2-4ac=0时，af(x)＞0的解集为(-∞,-b/2a)∪（-b/2a,+∞) 
　　（3）当Δ=b2-4ac＞0时，方程af(x)=0有两个不等的实数根x1,x2(x1＜x2)，相应的不等式af(x)＞0的解集合为：（-∞,x1）∪(x2,+∞) 

　　因为三种情况下的解集合均为无穷区间，故均存在-M与M同属于解集合，使af(±M)＞0，从而a与f(±M)同号。 

　　例13．若a1,a2,…,an,b1,b2,…,bn都是实数，求证：（a1b1+a2b2+…+anbn）2≤(a12+a22+…+a2n)(b12+b22+…+b2n) 

　　证明：构造二次函数 

　　f(x)=(a1x-b1)2+(a2x-b2)2+…+(anx-bn)2=(a12+a22+…+a2n)x2-2(a1b1+a2b2+…+anbn)x+(b12+b22+…+b2n) 

　　当a12+a22+…+a2n≠0即a1,a2,…,an不全为零时，显然有对x∈R，f(x)≥0，故f(x)＝0的判别式：Δ=4（a1b1+a2b2+…+anbn）2-4(a12+a22+…+a2n)·(b12+b22+…+b2n)≤0 

　　即（a1b1+a2b2+…+anbn）2≤(a12+a22+…+a2n)·(b12+b22+…+b2n) 

　　当a1=a2=…=an=0时，结论显然成立，故命题成立。 

　　[评注]本例中的不等式即是著名的柯西不等式，有时它也写作[image: image676.jpg]


。等号当且仅当a1/b1=a2/b2=…=an/bn时成立。 

　　例14．设二次函数f(x)= ax2+bx+c(a＞0)，方程f(x)-x=0的两个根x1,x2满足0＜x1＜x2＜1/a。 

　　（1）当x∈(0,x1)时，证明x＜f(x)＜x1 
　　（2）设函数f(x)的图象关于直线x=x0对称，证明：x0＜x1/2。 

　　［分析］该题是一九九七年全国普通高考理工类数学第24题，它综合考查二次函数、二次方程和不等式的基础知识，以及灵活运用数学知识和方法分析、解决问题的能力，当年没有几个考生能完整解答此题。可以从代数与几何两个角度展开思考： 

　　从代数角度看，f(x)是二次函数，从而方程f(x)-x=0即ax2+(b-1)x+c=0(a＞0)是二次方程，由于x1,x2是它的两个根，且方程中x2的系数是a，因此有表达式：f(x)-x=a(x-x1)(x-x2)进而，利用二次函数的性质和题设条件，可得第（1）问的证明。 

　　从几何角度看，抛物线y=f(x)-x开口向上，因此在区间［x1,x2］的外部，f(x)-x＞0，（1）的左端得证。其次，抛物线y=f(x)的开口也向上，又x1=f(x1)，于是为了证得（1）的右端，相当于要求证明函数f(x)在区间［0,x1］的最大值是f(x1)，这相当于证明f(0)≤f(x1)，也即C≤x1，利用韦达定理和题设，立即可得。 

　　至于（Ⅱ）的证明，应用配方法可得x0=-b/2a，进而利用韦达定理与题设，即得证明。 

　　证明：①欲证：x＜f(x)＜x 

     　　只须证：0＜f(x)-x＜x1-x            　　① 

因为方程f(x)-x=0的两根为x1,x2,f(x)=ax2+bx+c(a＞0)，∴f(x)-x=a(x-x1)(x-x2) 

　　①式即: 0＜a(x-x1)(x-x2)＜x1-x   　② 

　　∵a＞0，x∈(0,x1),x1-x＞0,∴a(x1-x)＞0 

　　②式两边同除以a(x1-x)＞0，得：0＜x2-x＜1/a，即：x＜x2＜1/a+x 

　　这由已知条件：0＜x＜x1＜x2＜1/a，即得：x＜x2＜(1/a)＜1/a+x， 

　　故命题得证。 

　　（2）欲证x0＜x1/2，因为x0=-b/2a，故只须证：x0-x1/2=-b/2a-x1/2＜0　　③ 

　　由韦达定理，x1+x2=(-b-1)/a，(x1+x2)/2=-(b-1)/2a，代入③式，有(-(b/2a))-(x1/2)=(x2/2)-(1/(2a))＜0 

　　即：x2＜1/a 

　　由已知：0＜x1＜x2＜1/a，命题得证。 

　　［评注］证（1）用到了二次函数的零点式f(x)-x=a(x-x1)(x-x2) 

　　　　　　证（2）用到了x0=-(b/(2a)),((x1+x2)/2)=-((b-1)/2a)，都是二次函数二次方程的基础知识。 

　　六、“四个二次型”的综合运用 

　　二次三项式、一元二次函数、一元二次方程和一元二次不等式是相辅相成的一个有机整体，函数的研究离不开方程和不等式；方程和不等式的解的讨论同样要结合函数的性质。 

　　例15．当K为什么实数时，关于X的二次方程7x2-(k+13)x+k2-k-2=0的两个实根α和β分别满足0＜α＜1和1＜β＜2？ 

　　［分析］它是一个一元二次方程的问题，利用求根公式解出α、β，再解不等式0＜α＜1和1＜β＜2顺理成章，但计算变形较繁难。如果把此题的方程的左端看作是一个二次函数的话，结合函数的图象和性质来解此题，那就简便得多了。 

　　解：设y=f(x)=7x2-(k+13)x+k2-k-2，则因为a=7＞0，且方程f(x)=0有两实根α，β，所以它的图象是开口向上且与X轴相交于两点（α,0）、(β,0)的抛物线。由于0＜α＜1，1＜β＜2，可知在x＜α或x＞β时，f(x)取正值；在α＜x＜β时，f(x)取负值。于是，当x分列取0,1，2时，有：f(0)=k2-k-2＞0，f(1)=k2-2k-8＜0，f(2)=k2-3k＞0解这三个不等式组成的不等式组，可得-2＜k＜-1和3＜k＜4。 

　　显然，上述三个一元二次不等式解起来要容易得多。 

　　例16．函数y=(x+1)(x+2)(x+3)(x+4)+5在［-3,3］上的最小值是　　　　。 

　　［分析］这是1996年北京高中一年级数学竞赛的复试题，是一个四次函数的最值问题。表面上看起来很难。但借助于配方法、换元法及二次函数极（最）值性质，可得结果。 

　　解：∵y=(x+1)(x+2)(x+3)(x+4)+5
　　　　　 =[(x+1)(x+4)][(x+2)(x+3)]+5
　　　　　 =(x2+5x+4)(x2+5x+6)+5
　　　　　 =(x2+5x+5-1)(x2+5x+5+1)+5
　　　　　 =(x2+5x+5)2+4 

 　　设Z=x2+5x+5，则y=Z2+4，对Z=x2+5x+5=(x+5/2)2-5/4，x∈[-3,3]，易知Zmin=-5/4，Zmax=29 

　　∴y=Z2+4，Z∈[-5/4,29]抛物线开口向上，对称轴Z=0∈[-5/4,29]，∴ymin=4 

故y=(x+1)(x+2)(x+3)(x+4)+5在［-3,3］上的最小值是4。
　　                           
   练习十八 
　　1．f(x)是定义在全体实数上的偶函数，它的图象关于x=2为轴对称，已知当x∈(-2,2]时f(x)的表达式为-x2+1，则当x∈(-6,-2)时，f(x)的表达式是：(A)-x2+1，（B）-(x-2)2+1，(C)-(x+2)2+1，（D）-(x+4)2+1。　　（　　） 

　　2．已知x2-4x+b=0的一个根的相反数为x2＋4x-b=0的根，则x2+bx-4=0的正根为　　　　。 

　　3．  已知f(x)=x2+(lga+2)x+lgb且f(-1)=-2，又f(x)≥2x对一切x∈R都成立，求a+b=? 

　　4．设θ∈[0,π]，关于x的方程x2-2∣x∣cosθ+1=0有实根，则4x2+13∣x∣+23=　　　。 

　　5．已知方程ax2+bx+c=0(a≠0)有实根x1与x2，设P=x12002+x22002,q=x12001+x22001,r=x12000+x22000则ap+bq+cr=        。 

　 6．若二次函数f(x)=ax2+bx+c(a＜0)满足f(x+2)=f(2-x)，那么f(0),f(-2002),f(2002)的大小关系是（A）f(0)＜f(2002)＜f(-2002)，(B)f(2002)＜f(0)＜f(-2002)，(C)f(-2002)＜f(0)＜f(2002)，(D)f(-2002)＜f(2002)＜f(0) 

　　7．若sin2x+cosx+a=0有实根，试确定实数a的取值范围是什么？ 

　　8．已知x,y都是实数，C=x2+y2-xy-x+y，则C的最小值等于　　　　　。 

　　9．代数式2x2+2xy+2y2+2x+4y+5的最小值为：（A）0　　（B）5　　（C）9/2　　（D）3 

　 10．函数f(x)=x4-2x2+2的单调增区间是：（A）[1,+∞)，（B）(-∞,-1)∪[1,+∞)，(C)[-1,0]∪[1,+∞)，(D)以上都不对 

　　11．若二次函数f(x)=ax2+bx，有f(x1)=f(x2)(x1≠x2)则f(x1+x2)=         。 

　　12．给定函数f(x)=x2+ax+b设P，q是满足P+q=1的实数，证明，若对于任意的实数x,y，均有：pf(x)+qf(y)≥f(px+qy)，则0≤p≤1 

参考答案 

　　1．（D）；2.2；3.110；4.40；5.0；6.(D)；7.[-5/4,1]；8.-1/3；9.(D)；10.(D)；11.0；12.(略)。 

