
2014年全国高中数学联合竞赛加试（A 卷） 
参考答案及评分标准 

 
说明： 
1. 评阅试卷时，请严格按照本评分标准的评分档次给分. 
2. 如果考生的解答方法和本解答不同，只要思路合理、步骤正确，在评卷时可

参考本评分标准适当划分档次评分, 10 分为一个档次，不要增加其他中间档次. 

一、（本题满分 40分）设实数 满足 ， . 求证： 

. 

证明 1 若 ，则命题已成立.  

若 ，不妨设 ，则由 知 . 我们

有 

，             ① 

                                 …………………10分 

以及             

，       ②  

其中①式等号在 时成立，②式等号在 时成立，因此①，②中等号不能 

同时成立.                                          …………………30分 

由于 ，将①，②式相乘得 

， 

即                       ， 
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从而                     .    …………………40分 

证明 2 由于 ，故 中或者一个正数，两个负数；或者三个都是正

数. 对于前一种情形，不妨设 ， ，则 

， 

结论显然成立.                                      …………………10分 

下面假设 ，不妨设 ，则 ， . 我们有 

 

.  

由于 ， 且 ， 因此 

 

.     …………30分 

于是只需证明 ，即 

.                     ① 

由于 ，故 

.                           ② 

由平均不等式 

.       ③ 

将②，③两式相加即得①式成立，因此原不等式成立.   ………………40分 
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二、（本题满分 40分）如图，在锐角三角形 中， ，过点

分别作三角形 的外接圆的切线 ，且满足 ．直线 与

的延长线分别交于点 ．设 与 交于点 ， 与 交于点 .     

证明： ． 
 
 
 
 
 
   
 

 
 

证明 1 如图，设两条切线 交于点 ，则 ．结合 可

知 ．作 的平分线 交 于点 ，连接 ． 

由 知， ， ，故 与

相似．                                        ………………10分 

由此并结合 ， 及内角平分线定理可得 

， 

因此 ．                                      ………………20分 

同理， ．由此推出 

 

         

．                        ………………30分 

    再结合 以及内角平分线定理得到   

， 
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即 ．  

故由 ， ， 得到 与 全等，因而

，证毕．                                   ………………40分 

证明 2 由于 和 都是 的切线，故 . 再由

，可得四边形 是等腰梯形，从而 DE BC .  

由于 ， ，故 ∽ . 

                                                ………………10分 

设三角形 的三内角分别为 ，三条边长分别为 ， ，

. 由 ∽ 有 ，可得 .  

由 ，可得 ，故由 可得  

                              .                          ① 

在三角形 中， ，由余弦定理得 

 

 

 

 

.               ② 

                                          ………………30分 

用同样方法计算 和 时，只需在上述 与 的表达式①，②中将

交换 . 而由②可见 的表达式关于 对称，因此 ，即

，结论获证.                                 ………………40分 
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三、（本题满分 50 分）设 . 求最大的整数 ，使得 有

个互不相同的非空子集，具有性质：对这 个子集中任意两个不同子集，若它们

的交非空，则它们交集中的最小元素与这两个子集中的最大元素均不相同. 

解 对有限非空实数集 ，用 与 分别表示 的最小元素与最大元 

素.考虑 的所有包含 1 且至少有两个元素的子集， 一共 个， 它们显然满

足要求， 因为 . 故 .   …………………10分 

下面证明 时不存在满足要求的 个子集. 我们用数学归纳法证明：对

整数 ， 在集合 的任意 个不同非空子集 中， 

存在两个子集 ， ，满足 

             ， 且 .                ① 

显然只需对 的情形证明上述结论.  

当 时， 将  的全部7个非空子集分成3组， 第一组： ， ， 

；第二组： ， ；第三组： ， . 由抽屉原理， 任意 4 个

非空子集必有两个在同一组中， 取同组中的两个子集分别记为 ，排在前面

的记为 ，则满足①.                                …………………20分 

假设结论在 时成立， 考虑 的情形. 若 中至少有

个子集不含 ， 对其中的  个子集用归纳假设，可知存在两个子集满足①. 

                                              …………………30分 

若至多有 个子集不含 ， 则至少有 个子集含 ， 将其中

子集都去掉 ， 得到 的 个子集.  

由于 的全体子集可分成 组，每组两个子集互补，故由抽屉原理，

在上述 个子集中一定有两个属于同一组，即互为补集. 因此，相应地有两

个子集 ， 满足 ， 这两个集合显然满足①. 故 时结论成

立.  

综上所述， 所求 .                    …………………50分 
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四、（本题满分 50 分）设整数 模 2014 互不同余，  整数

模 2014 也互不同余 . 证明：可将 重新排列为

， 使得 

 

模 4028 互不同余. 

证明 记 . 不妨设 ， . 对每个整数 ， 

， 若 ，则令 ， ; 否则， 令

， .                                   …………………20分 

如果是前一种情形，则 

. 

如果是后一种情形， 则也有 

. 

若不然， 我们有 ， ， 

两式相加可得 ， 于是 ， 但

模 互不同余，特别地， ，矛盾.     …………30分 

由上述构造方法知 是 的排列 . 记 ， 

. 下面验证 模 互不同余. 这只需证明，对任意整数

， ，  

模 两两不同余.                    （*） 

注意，前面的构造方式已保证 

.                   （**） 

情形一： ， 且 . 则由前面的构造方式可知 

， . 

    由于 ，故易知 与 及 模 不同余， 与 及

模 不同余，从而模 更不同余，再结合（**）可见（*）得证. 

 情形二： ， 且 . 则由前面的构造方式可知 

1 2 2014, , ,x x x

1 2 2014, , ,y y y 1 2 2014, , ,y y y

1 2 2014, , ,z z z

1 1 2 2 2014 2014, , ,x z x z x z+ + +

1007k = ( )mod 2i ix y i k≡ ≡ 1 2i k≤ ≤ i

1 i k≤ ≤ ( )mod 4i i i k i kx y x y k+ ++ ≡ +/ i iz y= i k i kz y+ +=

i i kz y += i k iz y+ =

( )mod 4i i i i i k i k i k i kx z x y x y x z k+ + + ++ = + ≡ + = +/

( )mod 4i i i i k i k i i k i kx z x y x y x z k+ + + ++ = + ≡ + = +/

( )mod 4i i i k i kx y x y k+ ++ ≡ + ( )mod 4i i k i k ix y x y k+ ++ ≡ +

( )2 2 mod 4i i kx x k+≡ ( )mod 2i i kx x k+≡ 1 2 2014, , ,x x x

2014( 2 )k= ( )mod 2i i kx x k+≡/

1 2 2, , , kz z z 1 2 2, , , ky y y i i iw x z= +

1,2, , 2i k=  1 2 2, , , kw w w
4k

,i j 1 i j k≤ < ≤

,, ,i j i k j kw w w w+ + 4k

( ) ( )mod 4 , mod 4i i k j j kw w k w w k+ +≡ ≡/ /

i iz y= j jz y=

( )2 mod 2i i kw w i k+≡ ≡ ( )2 mod 2j j kw w j k+≡ ≡

( )2 2 mod 2i j k≡/ iw jw j kw + 2k i kw + jw j kw +

2k 4k

i i kz y += j j kz y +=
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，  . 

同样有 与 及 模 不同余， 与 及 模 不同余.与情形一相同

地可知（*）得证.                                    …………………40分 

 情形三： ， 且 （ ，且 的情形与此相同）. 则由

前面的构造方式可知 

， . 

由于  是奇数， 故 ，更有 ， 因此仍然

有 与 及 模 不同余， 与 及 模 不同余. 从而（*）得证.

 因此本题得证.                                  …………………50分 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )2 mod 2i i kw w i k k+≡ ≡ + ( )2 mod 2j j kw w j k k+≡ ≡ +

iw jw j kw + 2k i kw + jw j kw + 2k

i iz y= j j kz y += i i kz y += j jz y=

( )2 mod 2i i kw w i k+≡ ≡ ( )2 mod 2j j kw w j k k+≡ ≡ +

k ( )2 2 mod 2i j k≡ +/ ( )2 2 mod 2i j k k≡ +/

iw jw j kw + 2k i kw + jw j kw + 2k
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