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微积分
物理学研究的是物质的运动规律,因此我们以常遇到的物理量大多数是变量,而我们要研究的正是一些变量彼此间的联系.这样,微积分这个数学工具就成为必要的了.读者在学习基础物理课时若能较早地掌握微积分的一些基本知识,对于物理学的一些基本概念和规律的深入理解是非常有好处的.所以我们在这里先简单地介绍一下微积分中最基本的概念和简单的计算方法,在讲述方法上较多地借助于直观并密切地结合物理课的需要.这里的讲解为将为读者更系统和更深入地掌握微积分的知识和方法奠定坚实的基础.
§1 函数
本节中的不少内容读者在初等数学及中学物理课中已经学过了,现在我们只是把它们联系起来复习一下.

1.1
函数 自变量和因数量 绝对常量和任意常量

在数学中函数的功能是这样定义的:有两个互相联系的变量x和y,如果每当变量x取定了某个数值后,按照一定的规律就可以确定y的对应值,我们就称y是x的函数,并记作:
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其中x叫做自变量,y叫做因变量,f是一个函数记号,它表示y和x数值的对应关系.有时把
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也记作
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,如果在同一个问题中遇到几个不同形式的函数,我们也可以用其它字母作为函数记号,如
[image: image4.wmf]()

x

j

、
[image: image5.wmf]()

x

y

等等.

常见的函数可以用公式来表达,例如:
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§2 导数
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§3 导数的运算
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§4 微分和函数的幂级数展开
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§5 积分
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求解在立体斜面上滑动的物体的速度
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一物体放在斜面上，物体与斜面间的摩擦因数
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恰好满足
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，
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为斜面的倾角。今使物体获得一水平速度
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而滑动，如图一，求：

物体在轨道上任意一点的速度V与
[image: image62.wmf]f

的关系，设
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为速度与水平线的夹角。

解：物体在某一位置所受的力有：重力
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，弹力
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以及摩擦力
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。摩擦力
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总是与运动速度V的方向相反，其数值
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重力在斜面上的分力为
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是沿轨迹法向的分力，
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，如图三。
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根据牛顿运动定律，得运动方程为
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式中
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是t的函数，但是这个函数是个未知函数，因此还不能对上式积分，要设法在
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而
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由式（3）（4）（5），可得到
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运用积分法求解链条的速度及其时间
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一条匀质的金属链条，质量为m，挂在一个光滑的钉子上，一边长度为
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，另一边长度为
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链条从静止开始滑离钉子时的速度和所需要的时间。

解：设金属链条的线密度为
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时受力如图二所示，则根据牛顿运动定律，得出运动方程
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则
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可以求得链条滑离钉子时的速度大小
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积分，得到
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令x=
[image: image111.wmf]2

L

,可以求得链条滑离钉子所需的时间为
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求解棒下落过程中的最大速度

在密度为
[image: image113.wmf]1
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的液体上方有一悬挂的长为L,密度为
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的均匀直棒，棒的下端刚与液面接触。今剪断细绳，棒在重力和浮力的作用下下沉，若
[image: image115.wmf]2

1

r

r

<

，求：
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棒下落过程中的最大速度。

解：剪断细绳后，直棒在下沉过程中受到重力
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和浮力
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的作用，如图一所示。根据牛顿运动定律，有
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随着棒往下沉，浮力逐渐增大。当直棒所受合力为零，即
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时，棒的加速度为零，速度最大。设棒达到最大速度时，棒浸入液体中的长度为
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，设棒的截面积为S，则有
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取x坐标如图所示，则（1）式可以写为
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做变量代换，令
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将（2）式代入（3）式，得棒的最大速度为
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运用微分法求解阻尼平抛

质量为m的物体，以初速为
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，方向与地面成
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角抛出。如果空气的阻力不能忽略，并设阻力与速度成正比，即
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物体的运动轨道。

解：根据受力情况，列出牛顿运动定律方程
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其分量式，
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可见由于空气阻力的存在，x方向的速度不再是常数，而随时间逐渐衰减。由于
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再积分，并以t=0时x=0,代入得到
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同理，由于
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积分，并以t=0时，
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可见，y方向的速度也不再是匀减速的。再将上式对时间积分，并以t=0时y=0代入，得到
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由（3）（4）两式消去t,得到有阻力时的轨道方程
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显然由于空气阻力的作用，抛体的轨道不再是简单的抛物线了，实际轨道将比理想轨道向左下方偏离，如图一。[image: image221.png]



例如：以初速620m/s,仰角
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45

发射的步枪子弹的射程，没有空气阻力时应为40km,而实际射程只有4km.

求解飞机的滑行距离
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飞机以
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的水平速度触地滑行着陆。滑行期间受到空气的阻力为
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，其中V是飞机的滑行速度。设飞机与跑道间的摩擦系数为
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，试求：

飞机从触地到停止所滑行的距离。

解：取飞机触地点为坐标原点，取飞机滑行方向为x轴。飞机在水平方向上受力为：摩擦力
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，空气阻力为
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由上两式消去N，得到
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利用
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分离变量，积分
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在飞机触地的瞬间，
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这就是飞机从触地到停止所滑行的距离。

社
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。代入数值计算后，得到

x=221m.

求解阻尼自由落体和阻尼竖直上抛的相遇问题

两小球的质量均为m，小球1从离地面高度为h处由静止下落，小球2在小球1的正下方地面上以初速
[image: image169.wmf]0

V

同时竖直上抛。设空气阻力与小球的运动速率成正比，比例系数为k(常量)。试求：

两小球相遇的时间、地点以及相遇时两小球的速度。
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解：两小球均受重力和阻力作用，取坐标如图一所示，两小球的运动方程可统一表示为
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它们运动状态的差别仅由于初始条件的不同而引起的，故
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对于小球2，初始条件是t=0时，
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由（1）式，得到
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积分，得到
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由式（2）得到
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积分，得到
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两小球相遇时，
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把上述结果代入（3）或者（4），得到两小球相遇的地点
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代入（1）（2），得到两小球相遇时的速度
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讨论：（1）当阻力很小时，即当
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上述结果简化为
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这正是不考虑空气阻力时的结果。

（2）当考虑如提设的空气阻力时，由上述结果可知，只在下述条件下
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两小球才有可能相遇。

在非惯性系中求解球环系统的运动情况

一轻绳的两端分别连接小球A和小环B，球与环的质量相等，小环B可在拉紧的钢丝上作无摩擦的滑动，如图一。现使小球在图示的平面内摆动。求：

小球摆离铅垂线的最大角度
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时小环和小球的加速度。
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解：当小球摆动时，小环沿钢丝做加速运动。以小环B为参考系，则小球受重力和绳子拉力外，还受惯性力
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的作用，如图二。其加速度
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小环B在水平方向的运动方程为
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小球A相对地的加速度
[image: image209.wmf]B

A

A

a

a

a

v

v

v

+

¢

=

，取如图二所示的坐标系，则有


[image: image210.wmf],

)

sin

1

(

2

2

sin

cos

2

g

a

a

a

B

A

Ax

q

q

q

+

=

-

¢

=



[image: image211.wmf].

)

sin

1

(

sin

2

sin

2

2

g

a

a

A

Ay

q

q

q

+

=

¢

=


[image: image212.png]3 &

AL
WEE=2, FHE©). £1). ). F@IZfE.
Q) =cos2 T, BHF0). f(%), f(%)f(%% f(%%

f(%% (1) {B.

@FL() =atbx, £(0)=17 3 HEDE£(x)=07

A2 RTFFIERE T

(Wy=38x—22+8, (2)y=5+ 32—
4,
1, a+bx+ex?
@yg=as @y=
_a=x . 1
Oy="1o ©y=zm
1
(Dy=+=* -a*, @y=




[image: image213.png]()y=x tanx, 12)
y=sin(axtb),

(13)y=sin2(ax+b), (14)y=cos2
(ax+b),

(15)y=sinx cosx, 16)y=1n(x
+a).

A7) y=x2e"ax, 18) y=xe”

Ha, b, HEE,

A3 VTE SRR - 2(1) — (18) HyIIsT.

A= 4 RUTEHES = ORI RE A A FE 0

11
%-a x+ta

1
) = . @fe= 7’“2)3& 1,

) = *x 2+ cosmt -1 (4)£rx):1':os}{r%sn2x




[image: image214.png]A5 RFFIRERS

(I)I(x3+x’1)dx (2)(3— 4z~ 95%)dx,
2,4
(BJ.X +x+1 (4).[1+xx+x .
2-3x+6x°
(s)dex, (G)I«x**a dz,
dx
7
(7)Ix«x2*a dx, (S)L/m,
xdx
9 3
of 22
dx
0f 7
xdx 2
(11)1}{2 . (IZ)ISm % cosx dx,
(IB)Icos % sinx dx, (14)Itanx dx,

(15)Ism2xdx R smz}{:%(lrcosb{)] .

(16)]:052}{ dx, (17)Ism2x sinx dx,

(18)]1"}{01}{ agfe ™ ax




[image: image215.png]@0z dx,

A= 6 HHTFFIERS .

1
(1).[0(3}{2’4}{*’1)&{,

6 dx
(z)fzifz'

3
ok,

1
(7)Iosn22nxdx,

[©)] I;ex dx,

anfE

1
Of (@ -2z,

Bdx
o

d
x+3

2
©®f ,

(8) 0”27z dx s

2 e
A0 [z dx











































































































































� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���









[image: image226.png]


[image: image227.png]


[image: image228.png]


[image: image229.png]


[image: image230.png]


[image: image231.png]


[image: image232.png]y




[image: image233.png]


[image: image234.png]


[image: image235.png]


_1095353718.unknown

_1095446236.unknown

_1095451679.unknown

_1095480296.unknown

_1095481042.unknown

_1095481493.unknown

_1179168155.unknown

_1179168267.unknown

_1179168218.unknown

_1095481685.unknown

_1179168035.unknown

_1095481919

_1095481663.unknown

_1095481319.unknown

_1095481426.unknown

_1095481203.unknown

_1095480764.unknown

_1095480864.unknown

_1095480952.unknown

_1095480810.unknown

_1095480708.unknown

_1095480729.unknown

_1095480322.unknown

_1095479707.unknown

_1095480045.unknown

_1095480137.unknown

_1095480287.unknown

_1095480061.unknown

_1095479891.unknown

_1095480036.unknown

_1095479809.unknown

_1095451898.unknown

_1095479572.unknown

_1095479674.unknown

_1095479512.unknown

_1095451779.unknown

_1095451812.unknown

_1095451748.unknown

_1095446671.unknown

_1095446955.unknown

_1095447157.unknown

_1095451507.unknown

_1095447329

_1095447110.unknown

_1095446906.unknown

_1095446929.unknown

_1095446876.unknown

_1095446427.unknown

_1095446601.unknown

_1095446644.unknown

_1095446505.unknown

_1095446316.unknown

_1095446373.unknown

_1095446252.unknown

_1095443338.unknown

_1095444965.unknown

_1095445974.unknown

_1095446057.unknown

_1095446119.unknown

_1095446032.unknown

_1095445305.unknown

_1095445533.unknown

_1095445829

_1095445150.unknown

_1095444142.unknown

_1095444386.unknown

_1095444459.unknown

_1095444176.unknown

_1095443913.unknown

_1095444004.unknown

_1095443471.unknown

_1095360175.unknown

_1095360385.unknown

_1095360479.unknown

_1095443259.unknown

_1095360440.unknown

_1095360304.unknown

_1095360350.unknown

_1095360228.unknown

_1095354079.unknown

_1095354280.unknown

_1095360158.unknown

_1095354367

_1095354182.unknown

_1095353955.unknown

_1095354008.unknown

_1095353926.unknown

_1095257910.unknown

_1095273450.unknown

_1095353316.unknown

_1095353533.unknown

_1095353642.unknown

_1095353672.unknown

_1095353590.unknown

_1095353486.unknown

_1095353497.unknown

_1095353414.unknown

_1095273828.unknown

_1095273992.unknown

_1095353277.unknown

_1095274223

_1095273868.unknown

_1095273518.unknown

_1095273706.unknown

_1095273482.unknown

_1095272934.unknown

_1095273133.unknown

_1095273355.unknown

_1095273411.unknown

_1095273296.unknown

_1095273096.unknown

_1095273106.unknown

_1095273029.unknown

_1095272778.unknown

_1095272836.unknown

_1095272890.unknown

_1095272816.unknown

_1095272674.unknown

_1095272692.unknown

_1095258182

_1095272658.unknown

_1095258277

_1095258033

_1095256105.unknown

_1095257247.unknown

_1095257548.unknown

_1095257646.unknown

_1095257724.unknown

_1095257612.unknown

_1095257368.unknown

_1095257395.unknown

_1095257334.unknown

_1095256982.unknown

_1095257072.unknown

_1095257193.unknown

_1095257043.unknown

_1095256897.unknown

_1095256941.unknown

_1095256119.unknown

_1095255375.unknown

_1095255559.unknown

_1095255958.unknown

_1095256021.unknown

_1095255943.unknown

_1095255451.unknown

_1095255497.unknown

_1095255388.unknown

_1095138843.unknown

_1095255202.unknown

_1095255342.unknown

_1095255357.unknown

_1095255262.unknown

_1095139260

_1095255151.unknown

_1095255163.unknown

_1095255129.unknown

_1095138989.unknown

_1095139033.unknown

_1095139193

_1095138892.unknown

_1095138571.unknown

_1095138638.unknown

_1095138747.unknown

_1095138589.unknown

_1095138208.unknown

_1095138537.unknown

_1095138044.unknown

