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同余理论及其应用
基础知识

一. 定义

定义1. 设m为正整数，整数a和b之差可被m整除时，称为a和b关于模m 同余，记作 
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定义2. 被正整数m除余数相等的所有整数的集合称为模m的剩余类。模m的剩余类共有m个。

定义3. 在模m的m个剩余类中各取一个整数作为代表，这些代表的集合称为模m的完全剩余系。

定义4. 绝对值不超过
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的模m的完全剩余系称为模m的绝对最小剩余系。

定义5. 当模m的某一剩余类的所有整数均与m互素时，则称此剩余类是模m的简化类。模m的简化类共有
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定义6. 在模m的
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个简化类中各取一个整数作为代表，这些代表的集合称为模m的简化剩余系。

定义7. 欧拉函数：设
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二. 定理

定理1. 
[image: image12.wmf]).
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 的必要充分条件是a和b被m除的余数相等。

定理2. I.
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定理3. 若
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定理4. 如果
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推论. 如果
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定理5. 如果
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推论. 如果
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定理6. 如果
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定理7. a和b属于模m的同一剩余类的充要条件是
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定理8. m个整数
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定理9. 设f是正整数m的正因数。在模f的属于c的剩余类中取整数
[image: image41.wmf]f

f

m

c

f

c

c

)

1

(

,...,

,

-

+

+

，则它们是模m的
[image: image42.wmf]f

m

个剩余类。
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定理12. 费马小定理：如果
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推论1. 
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推论2. 
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典型例题：

一. 同余与完全平方数

例1. 设素数p满足
[image: image67.wmf])
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，证明p必不能表作三个平方数之和。

分析  我们利用平方数模8的性质进行处理。 

证明：设存在三个整数
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评注  选择合适的模是处理平方数问题的技巧之一。

例2. （2003年越南数学奥林匹克）求最大的正整数n，使得方程组
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分析  我们利用平方数的性质处理问题。

解：当
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评注  选择适当的模，利用平方数性质是解决平方问题的技巧之一。

二. 费马小定理与欧拉定理

例3. 证明
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分析  由原式联想到费马小定理。 
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评注  费马小定理是处理此类整除问题的重要工具。

例4. （2004年加拿大）
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解：由于
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评注  二项式定理也是处理数论问题的重要工具。 

三. 同余与不定方程

例5. （2004年韩国数学竞赛）证明：方程
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分析  我们选择适当的模对
[image: image143.wmf]x

进行分类处理问题。

证明：（1）当
[image: image144.wmf])

(

1

3

N

a

a

x

Î

+

=

时，
[image: image145.wmf])

3

(mod

2

4

º

+

x

x

  而方程左边能被3整除，此时无解。（2）当
[image: image146.wmf]*)

(

3

N

a

a

x

Î

=

时，
[image: image147.wmf])

1

)(

1

(

2

4

+

-

+

=

+

x

x

x

x

x

x



 EMBED Equation.3  [image: image148.wmf]2

2

3

)

1

3

9

)(

1

3

(

3

y

a

a

a

a

=

+

-

+

=

，
[image: image149.wmf]2

2

)

1

3

9

)(

1

3

(

y

a

a

a

a

=

+

-

+

\



 EMBED Equation.3  [image: image150.wmf]

[image: image151.wmf]2

2

)

1

3

9

)(

1

3

(

y

a

a

a

a

=

+

-

+

\

，而
[image: image152.wmf]1

)

1

3

,

(

=

+

a

a

，
[image: image153.wmf]1

)

1

3

9

,

(

2

=

+

-

a

a

a

，
[image: image154.wmf]1

)

1

3

9

,

1

3

(

2

=

+

-

+

a

a

a

，
[image: image155.wmf],

a

\



 EMBED Equation.3  [image: image156.wmf]1

3

9

,

1

3

2

+

-

+

a

a

a



[image: image157.wmf]1

3

9

,

1

3

2

+

-

+

a

a

a

均为完全平方数。而
[image: image158.wmf]2

2

2

)

3

(

1

3

9

)

1

3

(

a

a

a

a

<

+

-

<

-

 所以此时无解。（3）当
[image: image159.wmf]*)

(

1

3

N

a

a

x

Î

-

=

时，
[image: image160.wmf])

1

)(

1

(

2

4

+

-

+

=

+

x

x

x

x

x

x



 EMBED Equation.3  [image: image161.wmf]2

2

3

)

1

3

3

)(

1

3

(

9

y

a

a

a

a

=

+

-

-

=

，
[image: image162.wmf].

|

3

|

3

2

y

y

Þ

\

令
[image: image163.wmf]*)

(

3

N

c

c

y

Î

=

 则
[image: image164.wmf]2

2

3

)

1

3

3

)(

1

3

(

c

a

a

a

a

=

+

-

-

，
[image: image165.wmf].

|

3

a

\

令
[image: image166.wmf]*)

(

3

N

b

b

a

Î

=

，则
[image: image167.wmf]2

2

)

1

9

27

)(

1

9

(

c

b

b

b

b

=

+

-

-

与（2）类似，
[image: image168.wmf]1

9

27

,

1

9

,

2

+

-

-

b

b

b

b

均为完全平方数。设
[image: image169.wmf]*)

,

(

1

9

2

2

N

m

t

m

b

t

b

Î

î

í

ì

=

-

=

  则
[image: image170.wmf]2

2

1

9

m

t

=

-

，即
[image: image171.wmf]1

)

3

)(

3

(

=

-

+

m

t

m

t



[image: image172.wmf]1

)

3

)(

3

(

=

-

+

m

t

m

t

，所以
[image: image173.wmf]î

í

ì

=

+

=

-

1

3

1

3

m

t

m

t

  方程无整数解。综上所述，原方程无整数解。

评注  方程右边可以进行因式分解，而左边系数为3，因而选择模3对
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评注  在处理有关质数的幂的问题中，费马小定理常发挥重要作用。

四. 同余定理

例7. 设p是奇素数，a是连续数列
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   ②中必有一个且只有一个数关于模p与1同余，设此数为ia，则i为①中一数且与a相异。
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评注  本题是最基本的结论之一。
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评注  本题即威尔逊定理。 

五. 同余与其他

例9. 已知
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评注  同余是处理此类问题的有效方法之一。 

例10. （1996年保加利亚）求所有的质数
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练习及参考答案

练习1. 求证：存在无穷多个这样的正整数，它们不能表示成少于十个奇数的平方和。

分析  对于否定性问题，我们常利用同余。

解：设正整数n能够表示成
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评注  对于某些问题，常常需要多次选择不同的模进行同余处理。

练习2. 求出大于1的整数
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分析  联想例4，猜想
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评注  利用特殊值法确定最大值，再进行证明是处理竞赛问题的典型技巧。

练习3. 
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分析  我们想办法构造出具体的表达或递推关系。

证明：已知341为伪质数，假设m是伪质数，下面证明
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评注  利用递推关系构造是解决无穷解问题的重要构造方法。

练习4. （第43届IMO预选题）求最小的正整数n，使得：
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分析  我们先估计出n的值，在构造出一组解。
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 EMBED Equation.3  [image: image406.wmf]3
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评注  选择适当的模，利用同余进行估计是重要的方法之一。

练习5. （2003年中国集训队测试）正整数n不能被2, 3整除，且不存在非负整数a, b，使得|2 a－3 b| = n。求n的最小值。

分析  我们先通过具体赋值猜出 n 值，再进行证明。

解：n = 1时，|2 1－3 1| = 1；n = 5时，|2 2－3 2| = 5；n = 7时，|2 1－3 2| = 7；n = 11时，|2 4－3 3| = 11；n = 13时，|2 4－3 1| = 13；n = 17时，|2 6－3 4| = 17；n = 19时，|2 3－3 3| = 19；n = 23时，|2 5－3 2| = 23；n = 25时，|2 1－3 3| = 25；n = 29时，|2 5－3 1| = 29；n = 31时，|2 5－3 0| = 31；下证n = 35满足要求，用反证法，若不然，存在非负整数a, b，使得 |2 a－3 b| = 35。(1(若2 a－3 b = 35，显然a ≠ 0, 1, 2，故a ≥ 3，模8，得－3 b ≡ 3 (mod 8(，即3 b ≡ 5 (mod 8(，但3 b ≡ 1, 3 (mod 8(，不可能。(2(若

3 b－2 a = 35，易知b ≠ 0, 1，模9，得 2 a ≡ 1 (mod 9(，∵ {2 k (mod 9(}：2, 4, 8, 7, 5, 1, 2, 4, …，∴ 2 6k ≡ 1, 2 6k + 1 ≡ 2, 2 6k + 2 ≡ 4, 2 6k + 3 ≡ 8, 2 6k + 4 ≡ 7, 2 6k + 5 ≡ 5 (mod 9(，于是a = 6k，k为非负整数，所以 3 b－8 2k = 35。再模7，得 3 b ≡ 1 (mod 7(，∵ {3 k (mod 7(}：3, 2, 6, 4, 5, 1, 3, 2, …，故b = 6k/，k/为正整数，∴ 3 6k (－2 6k = 35，(3 3k (－2 3k ((3 3k ( + 2 3k ( = 35，∴ 于是，3 3k ( = 18或6，不可能。综上可知，nmin = 35。
或 
评注  对于不定方程无解的问题常用同余处理。

练习6. （2004年亚太地区数学竞赛）证明：对于任意正整数
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分析  当 n 和 n+1 是合数时，容易处理，我们只要处理n 和 n+1 之一是素数的情况。

证明：对于 n = 1, 2, 3, 4, 5 我们有
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评注  当n 和 n+1 之一是素数时，由
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练习7. 设
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证明：
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练习8. 求所有的正整数对
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