智浪教育—普惠英才文库

数论定理

一. 知识要点

1. 欧拉定理和费尔马小定理

缩系的定义：设m为正整数，一个模m的剩余类称为与模m互素的余类，如果它中的数与m互素．在与模m互素的各个剩余类中分别取一个代表所构成的集合称为模m的一组缩系．很显然，缩系具有以下性质：（1）模m的缩系中含有
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欧拉（Euler）定理：设m是大于1的整数，a为整数，且
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解：设
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．特别地，取m为质数p，有

费尔马（Fermat）小定理：设p为质数，a为整数，p  a，则
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2. 中国剩余定理（孙子定理）

中国剩余定理：设
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    解：设
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3. 威尔逊（wilson）定理

威尔逊（wilson）定理：设p为质数，则
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    解：对于任意整数a，且1≤a≤p－1，由裴蜀定理知，存在整数a’，使得
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．当p＞2时，有2，3，…，p－2这p－3个数恰好配成互为数论倒数的
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4. 拉格朗日定理

设p为质数，n是非负整数，多项式
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是一个模p为n次的整系数多项式（即p  an），则同余方程
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证明：我们对n用归纳法．当
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二. 典型例题

例1. 已知正整数k≥2，
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例2. 对于自然数n，如果对于任何整数a，只要
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   （1）求证：每个素数n都具有性质P．       （2）求证：有无穷多个合数也都具有性质P．

证：（1）设
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   （2）设n是具有性质P的合数．若
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例3. 求所有整数n≥2，满足：对所有的整数a，b，且
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解：若n有奇素因子p，设
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说明：这里是直接构造证明，首先发现恒等式
[image: image223.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

3

3

3

3

2

1

1

2

1

p

p

p

p

p

-

+

+

-

+

+

=

，进一步对p≥2，或0＜p≤
[image: image224.wmf]2

1

构造．例6. 证明：不存在非负整数k和m，使得
[image: image225.wmf](

)

m

k

k

！

1

48

48

+

=

+

．

证明：注意到
[image: image226.wmf]0

=

k

或
[image: image227.wmf]0

=

m

时，上述不定方程无解，于是，可设满足上述方程的k，m为正整数．（1）若
[image: image228.wmf]1

+

k

为合数，设
[image: image229.wmf]pq

k

=

+

1

，2≤p≤q，注意到，应有48 | k！．故k≥6，于是1＜2p≤k，故（
[image: image230.wmf]1

+

k

）| k！，进而（
[image: image231.wmf]1

+

k

）| 48，结合
[image: image232.wmf]1

+

k

≥7，可知
[image: image233.wmf]1

+

k

=8，12，24或48，分别代入，两边约去48后，可得矛盾．（2）若
[image: image234.wmf]1

+

k

为质数，由威尔逊定理，可知k！
[image: image235.wmf](

)

1

mod

1

+

-

º

k

，于是，
[image: image236.wmf]1

+

k

| 47，进而
[image: image237.wmf]1

+

k

=47，这要求46！＋48=48×47m   ①，从而m＞1，两边除以48可知
[image: image238.wmf]m

47

1

48

!

46

=

+

，两边模4，可知
[image: image239.wmf](

)

(

)

4

mod

1

1

º

-

m

，故m为偶数．设m=2k，则由①可知2
[image: image240.wmf](

)

(

)

1

47

1

47

48

!

46

+

-

=

k

k

，由232 |
[image: image241.wmf]48

!

46

，而
[image: image242.wmf](

)

23

mod

2

1

47

º

+

k

，故232 | 
[image: image243.wmf]1

47

-

k

，利用二项式定理
[image: image244.wmf](

)

(

)

2

23

mod

1

46

1

23

2

47

+

º

+

´

=

k

k

，从而23 | k，进而m≥46，这时，①式右边比左边大．矛盾．

注：一般地，若n＞4，且n为合数，则n |（n－1）！，依此可以证明威尔逊定理的逆定理也成立．

例7. 设p是质数，证明：存在一个质数q，使得对任意整数n，数
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10. 证明：数列{2n－3},n＝2，3，4…中有一个无穷子数列，其中的项两两互质．

11. 证明：存在一个正整数k，使得对各个正整数n，数
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12. 集合S＝{1，2，3，4，5，…，1999}，若S的一个非空子集的元素之和恰好是1999的倍数，则称这个集为S的“好子集”．求S的所有17元“好子集”个数．

13. 能否找到1990个自然数的集合S，使（1）S中任意两数互质；（2）S中任意
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四. 参考答案
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3. 解：因11≡3（mod4），111＝100＋11≡3（mod4），1111＝1100＋11≡3（mod4），…即数列的每一项mod4均余3，而
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10. 解：用归纳构造，首选取23－3，其次设已取出k个数
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11. 解：首先注意到Fermat数
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12. 解：将S的所有17元子集记为A1、A2、…，An，其中
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13. 解：1990是个与年份有关的数，在大多数情况下均可将其一般化为n．由于直接构造所涉及情况太多，故可考虑归纳构造，只想办法去解决新增加一个数所带来的问题．我们可用一般的n代替题中的1990来证明．对n用归纳法．n＝1,2明显成立．假设
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