
竞赛之窗

2007中国数学奥林匹克

第 一 天

一、设 a、b、c是给定复数 ,记| a + b| =

m ,| a - b| = n ,已知 mn≠0.求证 :

max{| ac + b| ,| a + bc| }≥ mn

m
2 + n

2
.

(朱华伟　供题)

二、试证明 :

(1)若 2 n - 1 为质数 ,则对于任意 n 个

互不相同的正整数 a1 , a2 , ⋯, an ,都存在 i、

j∈{1 ,2 ,⋯, n} ,使得

ai + aj

( ai , aj )
≥2 n - 1 ;

(2)若 2 n - 1 为合数 ,则存在 n 个互不

相同的正整数 a1 , a2 , ⋯, an ,使得对任意的

i、j∈{1 ,2 ,⋯, n} ,都有

ai + aj

( ai , aj )
< 2 n - 1.

其中 , ( x , y)表示正整数 x、y 的最大公

约数. (李胜宏　供题)

三、已知 a1 , a2 ,⋯, a11为给定的 11个互

不相同的正整数 ,且总和小于 2 007.在黑板

上依次写着 1 ,2 , ⋯,2 007这 2 007个数.将

连续的 22次操作定义为一个操作组 :第 i 次

操作可以从黑板上现有的数中任选一个数 ,

当 1≤i ≤11时 ,加上 ai ,当 12≤i ≤22时 ,减

去 ai - 11 .如果最终结果为 1 ,2 ,⋯,2 007的偶

排列 ,则称这个操作组为优的 ;如果最终结果

为 1 ,2 ,⋯,2 007的奇排列 ,则称这个操作组

为次优的.问 :优的操作组与次优的操作组哪

种多 ,多多少 ?

注 :1 ,2 , ⋯, n 的一个排列 x1 , x2 , ⋯, xn

称为偶排列 ,如果∑
i > j

( xi - xj )为正数 ;否则

称为奇排列. (刘志鹏　供题)

第 二 天

四、设 O和 I分别为　 ABC的外心和内

心 , ABC的内切圆与边 BC、CA、AB 分别相

切于点 D、E、F ,直线 FD与 CA 相交于点 P ,

直线 DE与 AB 相交于点 Q ,点 M、N 分别为

线段 PE、QF的中点.求证 : OI⊥MN .

(冷岗松　供题)

五、设有界数列{ an } n≥1满足

an < ∑
2 n + 2 006

k = n

ak

k + 1
+

1
2 n + 2 007

, n = 1 ,2 ,⋯.

证明 : an <
1
n

, n = 1 ,2 ,⋯.

(李伟固　供题)

六、试求不小于 9的最小正整数 n ,满足

对任给的 n 个整数 a1 , a2 , ⋯, an (可以相

同) ,总存在 9个数 ai
1

, ai
2

,⋯, ai
9

(1≤i1 < i2

< ⋯< i9 ≤n)及 bi ∈{4 ,7} ( i = 1 ,2 , ⋯,9) ,

使得 b1 ai
1

+ b2 ai
2

+ ⋯+ b9 ai
9
为 9的倍数.

(陈永高　供题)

参 考 答 案

一、证法 1 :因为

max{| ac + b| ,| a + bc| }

≥| b| ·| ac + b| + | a| ·| a + bc|
| b| + | a|

≥| b ( ac + b) - a ( a + bc) |
| a| + | b|

=
| b2 - a2 |
| a| + | b|

≥ | b + a| ·| b - a|

2 (| a| 2 + | b| 2 )
,

又　m
2 + n

2 = | a - b| 2 + | a + b| 2
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= 2 (| a| 2 + | b| 2 ) ,

　　所以 ,max{| ac + b| ,| a + bc| }≥ mn

m
2 + n

2
.

证法 2 :注意到

ac + b =
1 + c

2
( a + b) -

1 - c
2

( a - b) ,

a + bc =
1 + c

2
( a + b) +

1 - c
2

( a - b) .

令α=
1 + c

2
( a + b) ,β=

1 - c
2

( a - b) ,则

| ac + b| 2 + | a + bc| 2

= |α-β| 2 + |α+β| 2 = 2 (|α| 2 + |β| 2 ) .

所以 , (max{| ac + b , a + bc| }) 2

≥|α| 2 + |β| 2 =
1 + c

2

2

m
2 +

1 - c
2

2

n
2 .

因此 ,只要证明

1 + c
2

2

m2 +
1 - c

2

2

n2 ≥ m
2

n
2

m2 + n2 ,

等价变形为

1 + c
2

2

m
4 +

1 - c
2

2

n
4 +

1 + c
2

2

+
1 - c

2

2

m2 n2 ≥m2 n2 . ①

事实上

1 + c
2

2

m
4 +

1 - c
2

2

n
4 +

1 + c
2

2

+
1 - c

2

2

m
2

n
2

≥2 1 + c
2

1 - c
2

m2 n2 +

　 1 + 2 c + c
2

4
+

1 - 2 c + c
2

4
m

2
n

2

　　=
1 - c

2

2
+

1 + 2 c + c
2

4
+

1 - 2 c + c
2

4
m

2
n

2

≥ 1 - c
2

2
+

1 + 2 c + c
2

4
+

1 - 2 c + c
2

4
m

2
n

2

= m
2

n
2 .

　　故式①得证.

证法 3 :由已知得

m
2 = | a + b| 2 = ( a + b) ( a + b)

= ( a + b) ( �a + �b) = | a| 2 + | b| 2 + a�b + �ab ,

n
2 = | a - b| 2 = ( a - b) ( a - b)

= ( a - b) ( �a - �b) = | a| 2 + | b| 2 - a�b - �ab.

故| a| 2 + | b| 2 =
m2 + n2

2
, a�b + �ab =

m2 - n2

2
.

令 c = x + y i ( x、y∈R) .于是 ,

| ac + b| 2 + | a + bc| 2

= ( ac + b) ( ac + b) + ( a + bc) ( a + bc)

= | a| 2 | c| 2 + | b| 2 + a�bc + �ab�c +

　| a| 2 + | b| 2 | c| 2 + �abc + a�b�c
= (| c| 2 + 1) (| a| 2 + | b| 2 ) + ( c + �c) ( a�b + �ab)

= ( x
2 + y

2 + 1) m
2 + n

2

2
+ 2 x·m

2 - n
2

2

≥m
2 + n

2

2
·x2 + ( m2 - n2 ) x +

m
2 + n

2

2

=
m

2 + n
2

2
x +

m
2 - n

2

m
2 + n

2

2

-

　m2 + n2

2
m2 - n2

m
2 + n

2

2

+
m2 + n2

2

≥m
2 + n

2

2
-

1
2
·

( m
2 - n

2 ) 2

m
2 + n

2

=
2 m

2
n

2

m2 + n2 .

则 (max{| ac + b| ,| a + bc| }) 2 ≥ m2 n2

m
2 + n

2 ,即

max{| ac + b| ,| a + bc| }≥ mn

m
2 + n

2
.

二、(1)记 2 n - 1为质数 p ,不妨设
( a1 , a2 ,⋯, an ) = 1.

若存在 i (1≤i≤n) ,使得 p| ai ,必然存在 j≠i ,

使得 p8аj .由于 p8 ( ai , aj ) ,则有

ai + aj

( ai , aj )
≥ ai

( ai , aj )
≥p = 2 n - 1.

以下只要考虑 ( ai , p) = 1 ( i = 1 ,2 , ⋯, n) ,则对

任意 i ≠j 都有 p8 ( ai , aj ) .将 1 ,2 , ⋯, p - 1 分成

n - 1 类{1 , p - 1} ,{2 , p - 2} , ⋯,{ n - 1 , n}.由抽屉

原理可知 ,存在 i≠j ,使得

ai ≡aj (mod p)或者 ai + aj ≡0 (mod p) .

当 ai ≡aj (mod p)时 ,

ai + aj

( ai , aj )
>

ai - aj

( ai , aj )
≥p = 2 n - 1 ;

当 ai + aj ≡0 (mod p)时 ,

ai + aj

( ai , aj )
≥p = 2 n - 1.

故 (1)得证.

(2)下面构造命题存在性的例子.

由于 2 n - 1为合数 ,则存在两个大于 1的正整

数 p、q ,使得 2 n - 1 = pq.可以构造如下 n个数 :

a1 = 1 , a2 = 2 ,⋯⋯, ap = p , ap + 1 = p + 1 ,

ap + 2 = p + 3 ,⋯⋯, an = pq - p ,

其中 ,前面为 p个连续的整数 ,从 p + 1至 pq - p为

n - p个连续的偶数 .

当 1≤i≤j≤p时 ,显然有

ai + aj

( ai , aj )
≤ai + aj ≤2 p < 2 n - 1.
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当 p + 1≤i≤j≤n时 ,因为 2| ( ai , aj ) ,所以 ,有

ai + aj

( ai , aj )
≤ai + aj

2
≤pq - p < 2 n - 1.

当 1≤i≤p , p + 1≤j≤n时 ,分两种情况 :

(i)当 i≠p或 j≠n时 ,显然有

ai + aj

( ai , aj )
≤pq - 1 < 2 n - 1 ;

(ii)当 i = p且 j = n时 ,由 ( p , pq - p) = p ,则有

ap + an

( ap , an ) =
pq
p

= q < 2 n - 1.

经过如上验证 ,可以看出如上构造的一组数满

足条件.

3.优的操作组更多 ,多了∏
11

i = 1

ai 个.

我们引入一般的记号 :如果黑板上写着 1 ,2 ,

⋯, n 这 n 个数 ,一个操作组被定义为 l 次连续操

作 :第 i次操作可以从黑板上现有的数中任选出一

个 ,加上 bi ,这里 bi ∈Z(1≤i ≤l) .如果最终结果为

1 ,2 ,⋯, n 的偶 (奇)排列 ,则称此操作为优 (次优)

的.优的操作组的数目与次优的操作组的数目之差

记为 f ( b1 , b2 ,⋯, bl ; n) .

下面讨论 f 的性质.

首先 ,对任意 1≤i、j≤l ,交换 bi 与 bj 的取值不

会影响 f .事实上 ,只需要将操作组的第 i 次与第 j

次操作对调 ;换言之 ,第 i 次操作时进行原来的第 j

次操作 ,把原来计划进行的第 j次操作选定的数加

上 bj ,而第 j次操作时进行原来的第 i 次操作.对调

后操作组的结果不变 ,因而 ,优 (次优)操作组的数目

不变 ,故 f 不变.

其次 ,只需要计算这样的优的 (次优的)操作组

的数目 :每一步操作后 ,黑板下没有任何两个数相

同 ,这样的操作组称为具有性质 P的操作组.可以

证明 :具有性质 P的优的操作组数目与次优的操作

组数目之差也等于 f ( b1 , b2 ,⋯, bl ; n) .

事实上 ,只要证明 ,在不具有性质 P的操作组

中 ,优的操作组与次优的操作组一样多 .如果一个操

作组最先第 i 步操作导致黑板上出现两个相等的

数 ,例如 ,第 p个数和第 q个数相等 (1≤p < q≤n) ,

那么 ,对该操作组的后 l - i 步操作进行如下的改

动 :对第 p个数的操作改成对第 q个数进行 ,对第 q

个数的操作改成对第 p个数进行 ,那么 ,这个新的操

作组最终显示的结果将是在原操作组的结果上对第

p、q个数进行了对换 ,不难发现 ,对换一个排列中任

何两个数都会导致排列的奇偶性改变.所以 ,优的操

作组通过上述改动可以和次优的操作组构成一一对

应.因而 ,不具备性质 P的操作组中 ,优的与次优的

一样多.

现在对 m用数学归纳法证明 :

若 a1 , a2 , ⋯, am 为 m 个互不相同的正整数且

总和小于 n ,则

f ( a1 , a2 ,⋯, am , - a1 , - a2 ,⋯, - am ; n)

= ∏
m

j = 1

aj . ①

当 m = 1时 ,考虑具有性质 P的优的和次优的

操作组 ,必然是从后 a1 个数中选上某个数加上 a1 ,

然后 ,再将这个数加上 - a1 (否则得不到 1 ,2 , ⋯, n

的排列) ,所以 ,优的操作组有 a1 个 ,次优的操作组

有 0个.故式①成立.

假设 m - 1时命题成立.考虑 m时的命题.

不妨设 a1 < a2 < ⋯< am .根据前面的讨论 ,

f ( a1 , a2 ,⋯, am , - a1 , - a2 ,⋯, - am ; n)

　　= f ( a1 , - a2 , - a3 ,⋯, - am , a2 , a3 ,⋯, am , - a1 ; n) ,

这时 ,对于具有性质 P的优的和次优的操作组来

说 ,第 1步操作可以从末 a1 个数中选取某数加上

a1 ,而第 2步操作只能对前 a2 个数进行 ,第 3步操

作只能对前 a2 + a3 个数进行 ,⋯⋯,第 m 步操作只

能对前 a2 + ⋯+ am < n - a1 个数进行 ,而第 m + 1

～2 m - 1 步操作也只能对前 n - a1 个数进行 (否

则 ,前 n - a1 个数最终的和小于 1 + 2 + ⋯+ ( n -

a1) ,操作组结束后黑板上的 n个数不为 1 ,2 , ⋯, n

的排列) ,第 2 m步操作只能对第 1步操作时选定的

数进行.

因此 ,第 2～2 m - 2 步操作必然是对前 n - a1

个数进行 ,它的结果也要得到 1 ,2 , ⋯, n - a1 的偶

(奇)排列 ,才能使总共 2 m 步操作的结果得到 1 ,2 ,

⋯, n的偶 (奇)排列.所以 ,中间 2 m - 2步操作构成

的对 n - a1 个数进行的每个具有性质 P的优 (次

优)的操作组都可以对应 a1 个原来的具有性质 P

的优 (次优)的操作组.于是 ,

f ( a1 , - a2 , - a3 ,⋯, - am , a2 , a3 ,⋯, am , - a1 ; n)

= a1 f ( - a2 , - a3 ,⋯, - am , a2 , a3 ,⋯, am ; n - a1) .

根据归纳假设

f ( - a2 , - a3 ,⋯, - am , a2 , a3 ,⋯, am ; n - a1 )

= f ( a2 , a3 ,⋯, am , - a2 , - a3 ,⋯, - am ; n - a1)

= ∏
m

j = 2

aj .

故式①在 m时亦成立.

所以 ,由归纳法 ,式①得证.

在式①中取 n = 2 007 , m = 11 ,即得到本题的答
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案∏
11

j = 1

aj .

四、不妨设 a > c.考虑　 ABC与截线 PFD ,由梅

涅劳斯定理有 CP
PA
·AF

FB
·BD

DC
= 1.所以 ,

PA
PC

=
AF
FB
·BD

DC
=

AF
DC

=
p - a
p - c

.

于是 ,
PA
CA

=
p - a
a - c

.因此 , PA =
b ( p - a)

a - c
.

则 PE = PA + AE =
b ( p - a)

a - c
+ p - a

=
2 ( p - c) ( p - a)

a - c
,

ME =
1
2

PE =
( p - c) ( p - a)

a - c
,

MA = ME - AE =
( p - c) ( p - a)

a - c
- ( p - a) =

( p - a) 2

a - c
,

MC = ME + EC =
( p - c) ( p - a)

a - c
+ ( p - c) =

( p - c) 2

a - c
.

于是 , MA·MC = ME2 .

因为 ME是点M到　 ABC的内切圆的切线长 ,

所以 , ME
2 是点 M 到内切圆的幂.而 MA·MC是点

M到　 ABC的外接圆的幂 ,等式 MA·MC = ME
2 表

明 ,点 M到　 ABC的外接圆与内切圆的幂相等.因

而 ,点 M在　 ABC的外接圆与内切圆的根轴上.

同理 ,点 N也在　 ABC的外接圆与内切圆的根

轴上.

故 OI⊥MN .

五、设 bn = an -
1
n

,则

bn < ∑
2 n + 2 006

k = n

bk

k + 1
( n≥1) . ①

下证 bn < 0.

因为 an 有界 ,故存在常数 M ,使得 bn < M .

当 n≥100 000时 ,有

bn < ∑
2 n + 2 006

k = n

bk

k + 1
< M ∑

2 n + 2 006

k = n

1
k + 1

= M ∑
3
2 n

k = n

1
k + 1

+ M ∑
2 n + 2 006

k = 3
2 n + 1

1
k + 1

< M·1
2

+ M·

n
2

+ 2 006

3
2

n + 1
<

6
7

M .

由此可以得到 ,对任意的正整数 m有

bn <
6
7

m

M .

于是 , bn ≤0 ( n≥100 000) .

将其代入式①得 bn < 0 ( n≥100 000) .

再次利用式 ①可得 ,如果当 n ≥N + 1时 , bn <

0 ,则 bN < 0.这就推出 bn < 0 ( n = 1 ,2 ,⋯) ,即

an <
1
n

( n = 1 ,2 ,⋯) .

六、取 a1 = a2 = 1 , a3 = a4 = 3 , a5 = ⋯= a12 = 0 ,

则其中任 9个数均不满足要求.因此 , n≥13.

下证 n = 13 可以.为此 ,只要证明如果 m 个整

数 a1 , a2 , ⋯, am (可以相同)中 ,不存在 3个数 ai1
、

ai2
、ai3
及 b1、b2、b3 ∈{4 ,7} ,使得 b1 ai1

+ b2 ai2
+

b3 ai3
为 9的倍数 ,则 m≤6或者 7≤m≤8且 a1 , a2 ,

⋯, am 中有 6个数 ai1
, ai2

,⋯, ai6
及 b1 , b2 ,⋯, b6 ∈

{4 ,7}使得 9| ( b1 ai
1

+ b2 ai
2

+ ⋯+ b6 ai
6

) .

设 A1 = { i| 1≤i≤m ,9| ai } ,

A2 = { i| 1≤i≤m , ai ≡3 (mod 9) } ,

A3 = { i| 1≤i≤m , ai ≡6 (mod 9) } ,

A4 = { i| 1≤i≤m , ai ≡1 (mod 3) } ,

A5 = { i| 1≤i≤m , ai ≡2 (mod 3) }.

则| A1 | + | A2 | + | A3 | + | A4 | + | A5 | = m ,且

(1)若 i∈A2 , j∈A3 ,则 9| (4 ai + 4 aj ) ;

(2) 若 i ∈A4 , j ∈A5 ,则 9 能整除 4 ai + 4 aj、

4 ai + 7 aj、7 ai + 4 aj之一 (因为这三个数均是 3 的倍

数且模 9两两不同余) ;

(3)若 i、j、k∈A2 或者 i、j、k∈A3 ,则

9| (4 ai + 4 aj + 4 ak ) ;

(4)若 i、j、k ∈A4 或者 i、j、k ∈A5 ,则 9能整除

4 ai + 4 aj + 4 ak、4 ai + 4 aj + 7 ak、4 ai + 7 aj + 7 ak 之一

(因为这三个数均是 3的倍数且模 9两两不同余) .

由假设 ,有| A i | ≤2 (1≤i≤5) .

若| A1 | ≥1 ,则

| A2 | + | A3 | ≤2 ,| A4 | + | A5 | ≤2.

这样 , m = | A1 | + | A2 | + | A3 | + | A4 | + | A5 | ≤6.

下设| A1 | = 0 , m≥7 ,此时

7≤m = | A1 | + | A2 | + | A3 | + | A4 | + | A5 | ≤8.

因此 ,min{| A2 | ,| A3 | } + min{| A4 | ,| A5 | }≥3.

由 (i)和 (ii)知 ,存在 i1 , i2 ,⋯, i6 ∈A2 ∪A3 ∪A4

∪A5 , i1 < i2 < ⋯< i6 及 b1 , b2 ,⋯, b6 ∈{4 ,7}使

9| ( b1 ai1
+ b2 ai2

+ ⋯+ b6 ai6
) .

综上 ,所求的最小的 n = 13.

(朱华伟　提供)
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