
　　

(1 ≤i < j ≤8) ,由于这 8 个数均为 1 至 21 之间的整

数 ,因此 ,1 ≤aj - ai ≤20 (1 ≤i < j ≤8) ,最多只有 20

个不同的差值. 故由抽屉原理知 ,其中至少有 8 对差

相等.

(i)若这 8 对相等的差中 ,存在 1 对其中的 4 个

数互不相同 ,即

aj - ai = am - ak (1 ≤i < j < k < m ≤8) .

此时原题成立.

(ii)若这 8 对相等的差中 ,每一对的 4 个数中至

少有 2 个数相同 ,则这 4 个数中恰有 2 个数相同 (因

为 aj - ai = am - ak中至多有 aj = ak或 ai = am 之一

成立) . 于是 ,每对这样的差对应一个三元数组 ( ai ,

aj , ak ) ,且满足

2 aj = ai + ak (1 ≤i < j < k ≤8) .

不妨设这 8 对差对应的 8 个不同的三元数组为

( ai1 , aj1 , ak1 ) , ( ai2 , aj2 , ak2 ) , ⋯, ( ai8 , aj8 , ak8 ) ,

其中 ,2 ajl = ail + akl ( l = 1 ,2 , ⋯,8) .

由于 a1与 a8不能作为三元数组的中间项 ,故中

间项至多有 6 种不同的取法. 再由抽屉原理 ,知上述

8 个不同的三元数组中必有 2 个三元数组的中间项

相等 ,不妨设为 aj1 = aj2 . 则

ai1 + ak1 = 2 aj1 = 2 aj2 = ai2 + ak2 ,

其中 , ai1 、ak1 、ai2 、ak2两两不同 (否则它们为同一个

三元数组 ,矛盾) .

综合 (i) 、(ii)知 , n = 8 是好数 .

(黄志军 　南京外国语学校 ,210008)

数学奥林匹克初中训练题 (7)

第 一 试

一、选择题 (每小题 7 分 ,共 42 分)

1. 设 a1 , a2 , ⋯, an 表示 0～9 的数字 ,且

n + 1 位 数 a1 a2 ⋯an 2 乘 以 2 后 变 为

2 a1 a2 ⋯an . 则 n 的最小值为 ( 　　) .

(A) 15 (B) 16 (C) 17 (D) 18

2.时钟指在上午 9 时至 10 时的某一时

刻 ,这一时刻前 2 分钟的时针与后 2 分钟的

分针在一条直线上 (不考虑重合情形) . 则这

一时刻为 ( 　　) .

(A) 9 时 13
7
11
分 (B) 9 时 16 分

(C) 9 时 12 分 (D) 9 时 14 分

3. 五边形 ABCDE 中 , ∠A = ∠C = 90°,

AB = BC = DE = A E + CD = 3. 则这个五边形

的面积为 ( 　　) .

(A) 9 　 (B) 1015 　 (C) 12 　 (D) 1315

4. 对于每个 x ,函数 y 是函数

y1 = 2 x , y2 = x + 3 , y3 = - x + 3

中的最大值. 则函数 y 的最小值为 ( 　　) .

(A) 2 (B) 3 (C) 5 (D) 6

5.已知二次函数 y = ax
2

+ bx + c 开口

向下 ,顶点位于第二象限 ,且经过点 (1 ,0) 及

(0 ,2) . 则 a 的取值范围是 ( 　　) .

(A) a < 0 (B) a < - 1

(C) - 2 < a < 0 (D) - 1 < a < 0

6. 设 G 是 △ABC 的重心 , r 是 △ABC 内

切圆的半径 ,点 G 到边 BC、CA 、AB 的距离分

别为 GD、GE、GF. 令 s =
1

GD
+

1
GE

+
1

GF
. 则

( 　　) .

(A) s >
3
r

(B) s =
3
r

(C) s <
3
r

(D)不能确定

二、填空题 (每小题 7 分 ,共 28 分)

1. 将分式 6
n ( n + 1) ( n + 2) ( n + 3) 写成
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分母分别为 n、n + 1、n + 2、n + 3 的四个分式

的代数和 ,结果为 .

2. 已知 a、b 为正数 ,且 2 a + b = 2. 则

4 a
2

+ 1 + b
2

+ 4的最小值为 .

3. 已知实数 a、b 满足

a
2

= - 1 - 5 a ,5 b = - 1 - b
2
.

则 b
b
a

+ a
a
b
的值为 .

4.已知 AD 是 △ABC 的内角平分线 , AD

的延长线交 △ABC 的外接圆于点 E. 则

AB·AC - BD·DC 与AD
2 的关系是 (填

“相等”或“不相等”) .

第 二 试

一、(20 分)求不定方程

29 a + 30 b + 31 c = 2 196

的正整数解.

二、(25 分) 在凸四边形 ABCD 中 , E、F

分别是边 AB 、AD 上的点 , EF ∥BD ,过点 E

作 EM ⊥CD 于点 M ,过点 F 作 FN ⊥BC 于点

N ,且 EM、FN 、AC 相交于同一点 G. 求证 :

AC ⊥BD .

三、(25 分)在 △ABC 中 ,已知

b - c

cot
A
2

+
c - a

cot
B
2

+
a - b

cot
C
2

= 0.

求证 :
b - c

cot
2 A

2

+
c - a

cot
2 B

2

+
a - b

cot
2 C

2

= 0.

参 考 答 案
第 一 试

　　一、1. C.

利用竖式相乘 ,如图 1 ,从后向前推 .

图 1

故 n 的最小值为 17.

2. D.

时钟上有 60 小格 ,从刻度 12 开始将圆周 60 等

分 ,分针每小时走 60 小格 ,时针每小时走 5 小格 ,分

针转动的速度是时针的 12 倍.

图 2

如图 2 ,点 A、O、B 在一

直线上 ,设所求的时刻为 9

时 x 分. 9 时 x - 2 分 ,时针

从 A 到 C ,走了 x - 2
12

小格 ;9

时 x + 2 分 ,分针从 B 到 D ,

走了 ( x + 2) - 3 ×5 小格.

根据题意得AC = BD.

所以 ,
x - 2
12

= ( x + 2) - 3 ×5.

解得 x = 14.

故这一时刻为 9 时 14 分.

3. A.

图 3

如图 3 ,延长 DC 到点 F ,

使 CF = AE ,联结 B E、BD、B F.

则

DF = DE = 3.

又 △BCF ≌△BAE ,故

B E = B F.

因为 BD = BD ,所以 ,

△B ED ≌△B FD.

从而 , S △B ED = S △B FD .

故 S五边形ABCDE = S四边形B EDF = 2 S △B FD

= 2 ×1
2

DF·BC = 9.

图 4

4. B.

如图 4 , 函数 y1

与 y2 的图像交点为

(3 , 6) ,函数 y2 与 y3

的图像交点为 (0 ,3) .

由题意及图像知

y =

- x + 3 , x < 0 ;

x + 3 , 0 ≤x < 3 ;

2 x , x ≥3.

故 y 的最小值为 3.

5. C.

由已知可得

a < 0 , -
b

2 a
< 0 ,

4 ac - b
2

4 a
> 0 , a + b + c = 0 ,c = 2.

62 中 等 数 学



由 a + b + c = 0 和 c = 2 ,得 b = - 2 - a.

由 a < 0 和 -
b

2 a
< 0 ,得 b < 0.

所以 , - 2 - a < 0 ,即 a > - 2.

而 a < 0 , b < 0 , c = 2 满足4 ac - b
2

4 a
> 0 ,故 a 的

取值范围是 - 2 < a < 0.

6. B.

图 5

如图 5 , AM 是 BC 上

的中线 ,联结 BG、CG. 则

S △AGB = S △AGC

= S △BGC =
1
3

S △ABC .

又 S △BGC =
1
2

BC·GD ,

所以 ,

1
GD

=
BC

2 S △BGC
=

3 a
2 S △ABC

.

同理 ,
1
GE

=
3 b

2 S △ABC
,

1
GF

=
3 c

2 S △ABC
.

以上三式相加得

1
GD

+
1
GE

+
1

GF
=

3 ( a + b + c)
2 S △ABC

.

注意到 S △ABC =
1
2

( a + b + c) r ,则有

1
GD

+
1
GE

+
1

GF
=

3
r

.

二、1.
1
n

-
3

n + 1
+

3
n + 2

-
1

n + 3
.

6
n ( n + 1) ( n + 2) ( n + 3)

=
3

n ( n + 3) -
3

( n + 1) ( n + 2)

=
1
n

-
1

n + 3
-

3
n + 1

-
3

n + 2

=
1
n

-
3

n + 1
+

3
n + 2

-
1

n + 3
.

2. 13.

图 6

如图 6 ,作线段 AB = 2 ,点

C、D 分别在 AB 的异侧 ,且 CA

⊥AB , DB ⊥AB , CA = 1 , BD = 2 ,

E 是 AB 上的点 .

令 AE = 2 a , B E = b. 联结

CE、DE、CD.

由勾股定理得

CE = 4 a
2 + 1 , DE = b

2 + 4.

由于 CE + DE ≥CD ,所以 ,

4 a2 + 1 + b2 + 4 ≥CD.

当点 C、E、D 在同一条直线上时 , 4 a
2 + 1 +

b
2 + 4的最小值是 CD. 此时 , △ACE∽ △BDE.

故AE
B E

=
AC
BD

,即2 a
b

=
1
2

.

于是 , b = 4 a ,将其代入 2 a + b = 2 ,得 a =
1
3

.

从而 , b =
4
3

.

当 a =
1
3

, b =
4
3
时 , CD = 13.

故 4 a
2 + 1 + b

2 + 4的最小值为 13.

3. - 5 ± 21或 - 23.

由已知得

a
2 + 5 a + 1 = 0 , b

2 + 5 b + 1 = 0.

当 a = b 时 , a =
- 5 ± 21

2
,则

b
b
a

+ a
a
b

= a + b = 2 a = - 5 ± 21.

当 a ≠b 时 , a、b 是一元二次方程 x
2 + 5 x + 1 =

0 的两个实根. 此时 , a + b = - 5 , ab = 1 ,可知 a、b 均

为负数. 因此 ,

b
b
a

+ a
a
b

= -
b
a

ab -
a
b

ab

= -
( a + b) 2 - 2 ab

ab
ab = - 23.

4. 相等.

图 7

如图 7 ,联结 B E.

由 ∠BAE = ∠DAC ,

∠E = ∠C ,

得 　△AB E∽ △ADC.

所以 ,
AB
AD

=
AE
AC

,即

AB·AC = AE·AD. ①

由相交弦定理得

BD·DC = DE·AD. ②

①- ②得

AB·AC - BD·DC = ( AE - DE)·AD = AD2 .

第 二 试

一、将原方程变为

29 ( a + b + c) + ( b + 2 c) = 2 196 ,

31 ( a + b + c) - (2 a + b) = 2 196.

①

②
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因为 a、b、c 是正整数 ,由方程 ①得

29 ( a + b + c) = 2 196 - ( b + 2 c)

≤2 196 - (1 + 2 ×1) = 2 193.

所以 , a + b + c ≤75
18
29

. ③

由方程 ②得

31 ( a + b + c) = 2 196 + (2 a + b)

≥2 196 + (2 ×1 + 1) = 2 199.

所以 , a + b + c ≥70
29
31

. ④

由式 ③、④得

a + b + c = 71 ,72 ,73 ,74 或 75.

当 a + b + c = 71 时 ,与原方程组合 ,解得

b = 5 - 2 a , c = a + 66.

由 b ≥1 ,得 5 - 2 a ≥1. 解得 a ≤2 ,故 a = 1 或 2.

此时 ,原方程有 2 组正整数解.

同理 ,当 a + b + c = 72 ,73 ,74 ,75 时 ,分别可得

出原方程有 17、33、24、10 组正整数解.

因此 ,原方程的正整数解共有

2 + 17 + 33 + 24 + 10 = 86(组) .

图 8

二、如图 8. 显然 ,

∠ACD ≠90°且 ∠ACB

≠90°,否则 EM ∥AC

或 FN ∥AC.

过点 D 作 DQ ⊥

BC 于点 Q ,过点 B 作

BP ⊥CD 于点 P. 设直

线 BP交 AC于点 H ,直

线 DQ 交 AC于点 H′.

由 EM ⊥CD , B P ⊥CD ,得 EM ∥B P ,即

EG∥BH. ①

在 △ABH中 ,由式 ①得

AE
EB

=
AG
GH

. ②

在 △ADH′中 ,同理可得

AF
FD

=
AG
GH′. ③

在 △ABD 中 ,由 EF ∥BD ,得

AE
EB

=
AF
FD

. ④

由式 ②、③、④得AG
GH

=
AG
GH′,即 GH = GH′.

所以 ,点 H 与点 H′重合 , H 为 △BCD 的垂心 .

因此 , HC ⊥BD ,即 AC ⊥BD.

三、如图 9 ,设 △ABC 的内切圆圆心为 I、半径为

图 9

r ,与边 BC、CA、AB分别相切

于点 D、E、F ;设 △ABC 的边

BC、CA、AB 的长分别为 a、b、

c. 联结 AI、IF ,则

∠FAI =
1
2

∠A , IF⊥AB ,

IF = r ,AF =
1
2

( b + c - a) .

在 Rt △AFI 中 ,cot ∠FAI =
AF
IF

,即

cot
A
2

=
b + c - a

2 r
.

同理 ,cot
B
2

=
a + c - b

2 r
,cot

C
2

=
a + b - c

2 r
.

故( b - c) cot
A
2

+ ( c - a) cot
B
2

+ ( a - b) cot
C
2

=
( b - c) ( b + c - a)

2 r
+

( c - a) ( a + c - b)
2 r

+

( a - b) ( a + b - c)
2 r

= 0.

由已知得

b - c

cot
A
2

= -
( c - a) cot

C
2

+ ( a - b) cot
B
2

cot
B
2
·cot

C
2

.

上式两边同乘以 1

cot
A
2

得

b - c

cot2 A
2

=
( a - c) cot

C
2

+ ( b - a) cot
B
2

cot
A
2
·cot

B
2
·cot

C
2

. ①

同理可得

c - a

cot2 B
2

=
( b - a) cot

A
2

+ ( c - b) cot
C
2

cot
A
2
·cot

B
2
·cot

C
2

, ②

a - b

cot2 C
2

=
( c - b) cot

B
2

+ ( a - c) cot
A
2

cot
A
2
·cot

B
2
·cot

C
2

. ③

①+ ②+ ③得

b - c

cot2 A
2

+
c - a

cot2 B
2

+
a - b

cot2 C
2

=
( b - c) cot

A
2

+ ( c - a) cot
B
2

+ ( a - b) cot
C
2

cot
A
2
·cot

B
2
·cot

C
2

= 0.

(李 　明 　安徽省五河县第三中学 ,233300)
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