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1. � a, b, c ´�½Eê, P |a + b| = m, |a− b| = n, ®� mn 6= 0, ¦y:

max{|ac + b|, |a + bc|} >
mn√

m2 + n2
.

y{�. Ï�

max{|ac + b|, |a + bc|} >
|b| · |ac + b|+ |a| · |a + bc|

|b|+ |a|

>
|b(ac + b)− a(a + bc)|

|a|+ |b|

=
|b2 − a2|
|a|+ |b|

>
|b + a| · |b− a|√

2(|a|2 + |b|2)
,

q

m2 + n2 = |a− b|2 + |a + b|2 = 2(|a|2 + |b|2),

¤±

max{|ac + b|, |a + bc|} >
mn√

m2 + n2
.

y{�. 5¿�

ac + b =
1 + c

2
(a + b)− 1− c

2
(a− b),

a + bc =
1 + c

2
(a + b) +

1− c

2
(a− b),

-

α =
1 + c

2
(a + b), β =

1− c

2
(a− b),

K

|ac + b|2 + |a + bc|2 = |α− β|2 + |α + β|2 = 2(|α|2 + |β|2),

¤±

(max{|ac + b, a + bc|})2 > |α|2 + |β|2 =

∣∣∣∣1 + c

2

∣∣∣∣2 m2 +

∣∣∣∣1− c

2

∣∣∣∣2 n2,

Ïd�I�y² ∣∣∣∣1 + c

2

∣∣∣∣2 m2 +

∣∣∣∣1− c

2

∣∣∣∣2 n2 >
m2n2

m2 + n2
,
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�dC/� ∣∣∣∣1 + c

2

∣∣∣∣2 m4 +

∣∣∣∣1− c

2

∣∣∣∣2 n4 +

(∣∣∣∣1 + c

2

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣1− c

2

∣∣∣∣2
)

m2n2 > m2n2. (1)

¯¢þ, ∣∣∣∣1 + c

2

∣∣∣∣2 m4 +

∣∣∣∣1− c

2

∣∣∣∣2 n4 +

(∣∣∣∣1 + c

2

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣1− c

2

∣∣∣∣2
)

m2n2

> 2

∣∣∣∣1 + c

2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1− c

2

∣∣∣∣m2n2 +

(∣∣∣∣1 + 2c + c2

4

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣1− 2c + c2

4

∣∣∣∣)m2n2

=

(∣∣∣∣1− c2

2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣1 + 2c + c2

4

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣1− 2c + c2

4

∣∣∣∣)m2n2

>

∣∣∣∣1− c2

2
+

1 + 2c + c2

4
+

1− 2c + c2

4

∣∣∣∣m2n2

= m2n2,

�(1)�y.

y{n. d®��

m2 = |a + b|2 = (a + b)(a + b) = (a + b)(ā + b̄) = |a|2 + |b|2 + ab̄ + āb,

n2 = |a− b|2 = (a− b)(a− b) = (a− b)(ā− b̄) = |a|2 + |b|2 − ab̄− āb,

l

|a|2 + |b|2 =
m2 + n2

2
, ab̄ + āb =

m2 − n2

2
.

-

c = x + yi, x, y ∈ R,
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K

|ac + b|2 + |a + bc|2 = (ac + b)(ac + b) + (a + bc)(a + bc)

= |a|2|c|2 + |b|2 + ab̄c + ābc̄ + |a|2 + |b|2|c|2 + ābc + ab̄c̄

= (|c|2 + 1)(|a|2 + |b|2) + (c + c̄)(ab̄ + āb)

= (x2 + y2 + 1)
m2 + n2

2
+ 2x

m2 − n2

2

>
m2 + n2

2
x2 + (m2 − n2)x +

m2 + n2

2

=
m2 + n2

2

(
x +

m2 − n2

m2 + n2

)2

− m2 + n2

2

(
m2 − n2

m2 + n2

)2

+
m2 + n2

2

>
m2 + n2

2
− 1

2

(m2 − n2)2

m2 + n2

=
2m2n2

m2 + n2
,

¤±

(max{|ac + b|, |a + bc|})2 >
m2n2

m2 + n2
,

=

max{|ac + b|, |a + bc|} >
mn√

m2 + n2
.
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2. Áy²: (1)e 2n − 1 ��ê, Kéu?¿ n �pØ�Ó���ê a1, a2, · · · , an,

Ñ�3 i, j ∈ {1, 2, · · · , n}, ¦�

ai + aj

(ai, aj)
> 2n− 1;

(2)e 2n − 1 �Üê, K�3 n �pØ�Ó���ê a1, a2, · · · , an, ¦�é?¿ i, j ∈
{1, 2, · · · , n}, Ñk

ai + aj

(ai, aj)
< 2n− 1,

Ù¥ (x, y) L«��ê x, y ���ú�ê.

y². (1)P 2n− 1 ��ê p, Ø�� (a1, a2, · · · , an) = 1. e�3 i(1 6 i 6 n), ¦�

p|ai. 7,�3 j 6= i¦� p - aj. du p - (ai, aj), Kk

ai + aj

(ai, aj)
>

ai

(ai, aj)
> p = 2n− 1.

±e�I��Ä (ai, p) = 1, i = 1, 2, · · · , n, Ké?¿ i 6= j Ñk p - (ai, aj). ò

1, 2, · · · , p − 1 ©¤ n − 1 a {1, p − 1}, {2, p − 2}, · · · , {n − 1, n}.dÄT�n���3
i 6= j, ¦� ai ≡ aj (mod p) ½ö ai + aj ≡ 0 (mod p).

� ai ≡ aj (mod p)�,
ai + aj

(ai, aj)
>

ai − aj

(ai, aj)
> p = 2n− 1,

� ai + aj ≡ 0 (mod p)�,
ai + aj

(ai, aj)
> p = 2n− 1,

�(1)�y.

(2) ±e·�5�E·K�35�~f. du 2n− 1 �Üê, K�3ü��u 1��

�ê p, q ¦� 2n− 1 = pq. �±�EXe n �ê:

a1 = 1, a2 = 2, · · · , ap = p, ap+1 = p + 1, ap+2 = p + 3, · · · , an = pq − p,

Ù¥c¡� p �ëY��ê, l p + 1 � pq − p � n− p �ëY�óê.

� 1 6 i 6 j 6 p �, w,k

ai + aj

(ai, aj)
6 ai + aj 6 2p < 2n− 1;

� p + 1 6 i 6 j 6 n �, Ï� 2|(ai, aj), ¤±k

ai + aj

(ai, aj)
6

ai + aj

2
6 pq − p < 2n− 1;
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� 1 6 i 6 p, p + 1 6 j 6 n �, ©ü«�¹:

(1) � i 6= p ½ j 6= n �, w,k

ai + aj

(ai, aj)
6 pq − 1 < 2n− 1;

(2) � i = p� j = n �, du (p, pq − p) = p, Kk

ap + an

(ap, an)
6

pq

p
6 q < 2n− 1.

²LXþ�y, �±wÑXþ�E��|ê÷v^�.
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3. ®� a1, a2, · · · , a11 ��½� 11 �pØ�Ó���ê, �oÚ�u 2007. 3ç�

þ�g�X 1, 2, · · · , 2007 ù 2007 �ê. òëY� 22 gö�½Â���ö�|: 1 i g

ö��±lç�þyk�ê¥?À��ê, � 1 6 i 6 11 �, \þ ai, � 12 6 i 6 22 �,

~� ai−11. XJ�ª(J� 1, 2, · · · , 2007 �óü�, K¡ù�ö�|�`�; XJ�ª

(J� 1, 2, · · · , 2007 �Ûü�, K¡ù�ö�|�g`�. ¯: `�ö�|�g`�ö

�|=«õ§õõ�?

5: 1, 2, · · · , n ���ü� x1, x2, · · · , xn ¡�óü�, XJ
∏
i>j

(xi − xj) ��ê; ÄK

¡�Ûü�.

). `�ö�|�õ, õ

11∏
i=1

ai �.

·�Ú\���PÒ: XJç�þ�X 1, 2, · · · , n ù n �ê, ��ö�|�½Â

� l gëYö�: 1 i gö��±lç�þyk�ê¥?ÀÑ��, \þ bi, ùp

bi ∈ Z(1 6 i 6 l). XJ�ª(J� 1, 2, · · · , n �ó(Û)ü�, K¡ùö�|�`(g

`)�, `�ö�|�ê8�g`�ö�|�ê8��P� f(b1, b2, · · · , bl; n). ±ek5

?Ø f �5�.

Äk, é?¿ 1 6 i, j 6 l, �� bi � bj���Ø¬K� f . ¯¢þ, �I�òö�|

�1 i g�1 j gö�éN; �ó�, 1 i gö��?1�5�1 j gö�, r�5Oy

?1�1 j gö�À½�ê\þ bj, 1 jgö��?1�5�1 i gö�. éN�ö

�|�(JØC, Ï`(g`)ö�|�ê8ØC, � f ØC.

Ùg, ·��I�O�ù��`�(g`�)ö�|�ê8: z�Úö��, ç�þv

k?Ûü�ê�Ó, ù��ö�|¡�äk5� P �ö�|. �±y², äk5� P �

`�ö�|ê8�g`�ö�|ê8����u f(b1, b2, · · · , bl; n).

¯¢þ, ��y², 3Øäk5� P �ö�|¥, `�ö�|�g`�ö�|��õ.

XJ��ö�|�k1 i Úö���ç�þÑyü����ê, ~X1 p �êÚ1 q �

ê��(1 6 p < q 6 n), @oéTö�|�� l − i Úö�?1Xe�UÄ: é1 p �ê

�ö�U¤é1 q�ê?1, é1 q �ê�ö�U¤é1 p �ê?1, @où�#�ö

�|�ªw«�(Jò´3�ö�|�(Jþé1 p, q �ê?1
é�, ØJuy, é

���ü�¥?Ûü�êÑ¬��ü��Ûó5UC. ¤±, `�ö�|ÏLþãUÄ

�±Úg`�ö�|�¤��éA, ÏØä�5� P �ö�|¥, `��g`���

õ.

y3·�é m ^êÆ8B{y²Xe�(J:
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a1, a2, · · · , am � m �pØ�Ó���ê�oÚ�u n, K

f(a1, a2, · · · , am,−a1,−a2, · · · ,−am; n) =
m∏

j=1

aj. (1)

� m = 1 �, �Ääk5� P �`�Úg`�ö�|, 7,´l� a1 �ê¥Àþ,�

ê\þ a1, ,�2òù�ê\þ −a1(ÄK�Ø� 1, 2, · · · , n �ü�), ¤±`�ö||

k a1 �, g`�ö�|k 0 �, �(1)¤á.

b� m− 1 �·K¤á. �Ä m ��·K. Ø�� a1 < a2 < · · · < an. �âc¡�

?Ø,

f(a1, a2, · · · , am,−a1,−a2, · · · ,−am; n) = f(a1,−a2,−a3, · · · ,−am, a2, a3, · · · , am,−a1; n),

ù�éuäk5� P �`�Úg`�ö�|5`, 1 1 Úö��±l" a1 �ê¥À�

,ê\þ a1, 1 2 Úö��Uéc a2 �ê?1, 1 3 Úö��Uéc a2 + a3 �ê?

1· · · · · · ,1 mÚö��Uéc a2 + · · ·+am < n−a1 �ê?1,1 m+1 ∼ 2m−1Ú

ö���Uéc n−a1 �ê?1,ÄKc n−a1 �ê�ª�Ú�u 1+2+ · · ·+(n−a1),

ö�|(å�ç�þ� n�êØ� 1, 2, · · · , n �ü�, 1 2m Úö��Ué1 1 Úö�

�À½�ê?1.

Ïd, 1 2 ∼ 2m − 2 Úö�7,´éc n − a1 �ê?1, §�(J����

1, 2, · · · , n− a1 �ó(Û)ü�, âU¦o� 2m Úö��(J�� 1, 2, · · · , n �ó(Û)ü

�. ¤±, ¥m2m− 2Úö��¤�én− a1�ê?1�z�äk5�P�`£g`¤�

ö�|Ñ�±éAa1��5�äk5�P�`£g`¤�ö�|, u´

f(a1,−a2,−a3, · · · ,−am, a2, a3, · · · , am,−a1; n)

= a1 · f(−a2,−a3, · · · ,−am, a2, a3, · · · , am; n− a1).

�â8Bb�

f(−a2,−a3, · · · ,−am, a2, a3, · · · , am; n− a1)

= f(a2, a3, · · · , am,−a2,−a3, · · · ,−am; n− a1)

=
m∏

j=2

aj,

� (1) 3 m�½¤á.

¤±d8B{, (1) �y.

3 (1)¥� n = 2007, m = 11, =���K��Y
11∏

j=1

aj.
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4. � O Ú I ©O� 4ABC �	%ÚS%, 4ABC �S���> BC!CA!AB

©O��u: D!E!F , �� FD � CA ��u: P , �� DE � AB ��u: Q,

: M!N ©O��ã PE!QF �¥:, ¦y: OI⊥MN .

y². �Än�/ 4ABC ��� PFD, d Menelaus½n, k

CP

PA
· AF

FB
· BD

DC
= 1,

¤±
PA

PC
=

AF

FB
· BD

DC
=

AF

DC
=

p− a

p− c
.

u´,
PA

CA
=

p− a

a− c
,

Ïd

PA =
b(p− a)

a− c
,

ù�

PE = PA + AE =
b(p− a)

a− c
+ p− a =

(p− c)(p− a)

2(a− c)
,

ME =
1

2
PE =

(p− c)(p− a)

4(a− c)
,

MA = ME − AE =
(p− c)(p− a)

4(a− c)
− (p− a) =

(p− a)2

4(a− c)
,

MC = ME + EC =
(p− c)(p− a)

4(a− c)
+ (p− c) =

(p− c)2

4(a− c)
.

u´MA·MC = ME2,Ï�ME ´:M �4ABC�S������,¤±ME2´:

M �S����,MA·MC ´:M �4ABC �	����,�ªMA·MC = ME2

L²: M � 4ABC�	���S������, Ï: M 3 4ABC�	���S�

���¶þ. Ón, : N �3 4ABC�	���S����¶þ. � OI⊥MN .
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5. �k.ê� {an}n>1 ÷v

an <
2n+2006∑

k=n

ak

k + 1
+

1

2n + 2007
, n = 1, 2, 3, · · · ,

y²:

an <
1

n
, n = 1, 2, 3, · · · .

y². � bn = an − 1
n
, K

bn <
2n+2006∑

k=n

bk

k + 1
, n > 1. (1)

ey bn < 0. Ï� an k., ��3~ê M , ¦� bn < M . � n > 100000 �, ·�k

bn <
2n+2006∑

k=n

bk

k + 1

< M
2n+2006∑

k=n

1

k + 1

= M

[ 3n
2

]∑
k=n

1

k + 1
+ M

2n+2006∑
k=[ 3n

2
]+1

1

k + 1

< M · 1

2
+ M ·

n
2

+ 2006
3n
2

+ 1

<
6

7
M.

dd�±��, é?¿���ê m k

bn <

(
6

7

)m

M.

u´k

bn 6 0, n > 100000.

òÙ�\ (1), �

bn < 0, n > 100000.

2g|^ (1), �±�: XJ� n > N + 1� bn < 0, K bN < 0. ùÒíÑ

bn < 0, n = 1, 2, 3, · · · ,

=

an <
1

n
, n = 1, 2, 3, · · · .
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6. Á¦Ø�u 9�����ê n,÷v: é?�� n��ê(�±�Ó) a1, a2, · · · , an,

o�3 9 �ê ai1 , ai2 , · · · , ai9(1 6 i1 < i2 < · · · < i9 6 n) 9 bi ∈ {4, 7}(i = 1, 2, · · · , 9),

¦� b1ai1 + b2ai2 + · · ·+ b9ai9 � 9 ��ê.

). � a1 = a2 = 1, a3 = a4 = 3, a5 = · · · = a12 = 0, KÙ¥? 9 �êþØ÷

v�¦, Ïd n > 13. ey n = 13 �±. �d, ��y²XJ m ��ê(�±�Ó)

a1, a2, · · · , am ¥, Ø�3 3 �ê ai1 , ai2 , ai3 9 b1, b2, b3 ∈ {4, 7}, ¦� b1ai1 + b2ai2 + b3ai3

� 9 ��ê, K m 6 6 ½ö 7 6 m 6 8 � a1, a2, · · · , am ¥k 6� ai1 , ai2 , · · · , ai6 9

b1, b2, · · · , b6 ∈ {4, 7} ¦� 9|b1ai1 + b2ai2 + · · ·+ b6ai6 .

�

A1 = {i | 1 6 i 6 m, 9|ai},

A2 = {i | 1 6 i 6 m, ai ≡ 3 (mod 9)},

A3 = {i | 1 6 i 6 m, ai ≡ 6 (mod 9)},

A4 = {i | 1 6 i 6 m, ai ≡ 1 (mod 3)},

A5 = {i | 1 6 i 6 m, ai ≡ 2 (mod 3)},

K |A1|+ |A2|+ |A3|+ |A4|+ |A5| = m �

1) e i ∈ A2, j ∈ A3, K 9|4ai + 4aj;

2)e i ∈ A4, j ∈ A5, K 9U�Ø 4ai + 4aj, 4ai + 7aj, 7ai + 4aj ��.ù´Ï� 4ai + 4aj,

4ai + 7aj, 7ai + 4aj þ´ 3 ��ê�� 9 üüØÓ{;

3) e i, j, k ∈ A2 ½ö i, j, k ∈ A3, K 9|4ai + 4aj + 4ak;

4)e i, j, k ∈ A4½ö i, j, k ∈ A5,K 9U�Ø 4ai+4aj+4ak, 4ai+4aj+7ak, 4ai+7aj+7ak

��. ù´Ï�ùn�êþ´ 3 ��ê�� 9 üüØÓ{.

db�, k|Ai| 6 2(1 6 i 6 5).

e |A1| > 1,K |A2|+|A3| 6 2, |A4|+|A5| 6 2. ù�m = |A1|+|A2|+|A3|+|A4|+|A5| 6
6.

e� |A1| = 0, m > 7, d� 7 6 m = |A1|+ |A2|+ |A3|+ |A4|+ |A5| 6 8.

Ïd

min{|A2|, |A3|}+ min{|A4|, |A5|} > 3.

d 1)Ú 2) ��3 i1, i2, · · · , i6 ∈ A2 ∪ A3 ∪ A4 ∪ A5, i1 < i2 < · · · < i6 9 b1, b2, · · · , b6 ∈
{4, 7} ¦ 9|b1ai1 + b2ai2 + · · ·+ b6ai6 .

nþ, ¤¦���� n = 13.
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