智浪教育—普惠英才文库

数学竞赛典型题目（二）

 1.（1994年伊朗数学奥林匹克） 设a、b、c、S分别为锐角三角形ABC的三边的边长及它的面积。证明在三角形ABC内存在一点P，由P到顶点A、B、C的距离为x、y、z的充份和必要条件是存在三个三角形：第一个的边长分别是a、y、z及其面积为S1，第二个的边长分别是b、z、x及其面积为S2，第三个的边长分别是c、x、y及其面积为S3及S=S1+S2+S3。 

2 .（1995年伊朗数学奥林匹克） 假设ABCD为一正方形及K、N分别在线段AB和AD的点使得AK x AN = 2 BK x DN.设L和M分别为对角线BD与CK及CN的交点。证明K、L、M、N和A五点共圆。 
（1995年伊朗数学奥林匹克）A,B,C三点在圆O上,线CO交AB于D且BO交AC于E,如果
[image: image1.wmf],,
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角度都是
[image: image2.wmf]a

,求
[image: image3.wmf]a

.
（1995年伊朗数学奥林匹克）
[image: image4.wmf]ABC

D

内切圆和边AB,AC及BC交于M,N,P,证明:
[image: image5.wmf]MNP

D

垂心, 
[image: image6.wmf]ABC

D

外心和内心三点共线.
3.（1996年伊朗数学奥林匹克）
[image: image7.wmf]ABC
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中，
[image: image8.wmf]o
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，O、H、I、
[image: image9.wmf]'

I

分别为外心、垂心、内心和关于A的旁心. 
[image: image10.wmf]'
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和
[image: image11.wmf]'

C

分别在AC和AB上，且
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证明：

（1）八点B、C、H、O、I、
[image: image13.wmf]'
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、
[image: image14.wmf]'
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、
[image: image15.wmf]'

C

共圆；

（2）若OH交AB、AC分别于E、F，则
[image: image16.wmf]AEF

D

周长等于
[image: image17.wmf].

AC

AB

+


（3）
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4.（1996年伊朗数学奥林匹克）
[image: image19.wmf]ABC

D

为不等边三角形，从A、B、C出发的中线交外接圆于另一点L、M、N.若
[image: image20.wmf].
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证明：
[image: image21.wmf].
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5.（1996年伊朗数学奥林匹克）
[image: image22.wmf]ABC

D

中，D在AB上，E在AC上，且DE//BC.P为
[image: image23.wmf]ABC

D

 内任一点，PB和PC交DE分别于F、G.若
[image: image24.wmf]1

O

为
[image: image25.wmf]PDG

D

外心，
[image: image26.wmf]2
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为
[image: image27.wmf]PFE

D

外心，证明：
[image: image28.wmf].
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6.(1997年伊朗数学奥林匹克)
[image: image29.wmf]ABC

D

边BC的中点是N,以AB和AC为直角边向外构造等腰直角
[image: image30.wmf]ACP

ABM

D

D

,

,证明:
[image: image31.wmf]MNP

D

也是等腰直角三角形.
7.(1997年伊朗数学奥林匹克)圆心为O,直径为AB的圆上有两点C,D,直线CD交AB于M,且MB<MA,MD<MC,K是
[image: image32.wmf]AOC

D

和
[image: image33.wmf]DOB

D

外接圆的交点(不是O),证明:
[image: image34.wmf]OK
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即有向角
[image: image35.wmf]0
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8.(1997年伊朗数学奥林匹克)锐角
[image: image36.wmf]ABC

D

外心为O,垂心为H,且BC>CA,F为高CH的垂足,过F作OF的垂线交AC于P,证明:有向角
[image: image37.wmf]BAC
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9.(1997年伊朗数学奥林匹克) 
[image: image38.wmf]ABC

D

外接圆弧AB上有一个动点(不包含A),
[image: image39.wmf]2

1

,

I

I

分别为
[image: image40.wmf]PAC
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的内心,证明:

(1)
[image: image41.wmf]2
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的外接圆是否过定点?

(2)以
[image: image42.wmf]2
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I
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为直径的圆过定点.

(3) 
[image: image43.wmf]2
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中点在定圆上.

10. (1998年伊朗数学奥林匹克)KL和KN是圆C的切线，切点是L，N，M为KN延长线上一点，
[image: image44.wmf]KLM

D

的外接圆交圆C的另一交点为P，点Q是N向ML所引垂线的垂足，证明：
[image: image45.wmf]KML
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11. (1998年伊朗数学奥林匹克)锐角
[image: image46.wmf]ABC

D

的高是AD，角B和C的内角平分线交AD于点E，F；若BE=CF，证明：
[image: image47.wmf]ABC

D

是等腰三角形。
12. (1998年伊朗数学奥林匹克) 锐角
[image: image48.wmf]ABC

D

中，AD，BE，CF是高，过D作EF的平行线交AC于Q，交AB于R，直线BC交EF于P，证明：
[image: image49.wmf]PQR

D

外接圆过BC中点。
13. (1998年伊朗数学奥林匹克)
[image: image50.wmf]ABC
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和
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中
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证明：
[image: image53.wmf]YX
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14. (1998年伊朗数学奥林匹克) 
[image: image54.wmf]ABC

D

中BC延长线上点D满足CD=AC，
[image: image55.wmf]ACD

D

 外接圆交以BC为直径的圆于另一点P，BP交AC于E，BP交AB于F，证明：D，E，F三点共线。

15.（1999年伊朗数学奥林匹克）
[image: image56.wmf]ABC

D

内心为I，AI交
[image: image57.wmf]ABC

D

的外接圆于D.从I向BD和CD引垂线，垂足为E、F.若
[image: image58.wmf].
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16.（1999年伊朗数学奥林匹克）
[image: image60.wmf]ABC
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中，
[image: image61.wmf].
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在BC上有一点D,BA上有一点E使
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 EMBED Equation.3  [image: image63.wmf]BED

D

外接圆交AC于P,直线BD交
[image: image64.wmf]ABC
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外接圆于Q.证明：
[image: image65.wmf].
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17.（1999年伊朗数学奥林匹克）
[image: image66.wmf]ABC

D

中，
[image: image67.wmf]BAC
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角平分线交BC于D.设W是与BC相切于D且过A点的圆,M为AC与W第二个交点, P为BM与W第二个交点,证明：P位于
[image: image68.wmf]ABD

D

一条中线上.

18.（1999年伊朗数学奥林匹克）圆W过
[image: image69.wmf]ABC

D

的顶点A、C，边AB和BC交W 于D、E.令r为
[image: image70.wmf]EBD

D

内切圆，S为圆心.若r切弧DE于M.证明：
[image: image71.wmf]AMC
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平分线过
[image: image72.wmf]ABC

D

内心.

19. (2000年伊朗数学奥林匹克)圆
[image: image73.wmf]1

O

和圆
[image: image74.wmf]2

O

交于A，B，半径
[image: image75.wmf]B
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所在直线分别交圆
[image: image76.wmf]1
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和圆
[image: image77.wmf]2

O

于点F，E，过B作EF的平行线交圆
[image: image78.wmf]1

O

和圆
[image: image79.wmf]2

O

分别于M，N，证明：
[image: image80.wmf]AF
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21. (2000年伊朗数学奥林匹克)两圆交于A，B，直线
[image: image81.wmf]l

过A交两圆分别于C，D；M，N分别为BC和BD的中点（两条险段都不含点A）K是CD的中点，证明：有向角
[image: image82.wmf]o
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22. (2000年伊朗数学奥林匹克)以
[image: image83.wmf]3
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的边为底边向外作等腰
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，令
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是
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外一点，且
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，证明：
[image: image89.wmf]3
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；若T是
[image: image90.wmf]1
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关于直线
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的对称点。则
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23. (2000年伊朗数学奥林匹克)圆O的半径为R，直线
[image: image93.wmf]d

和圆O相离，点M，N在
[image: image94.wmf]d

上，且以MN为直径的圆和圆O相切，证明：存在点P使
[image: image95.wmf]MPN
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是定角。
24.（2001年伊朗数学奥林匹克）
[image: image96.wmf]ABC
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中，B在AC上，D在AE上，F为CD和BE的交点.若
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25.（2001年伊朗数学奥林匹克）O为
[image: image99.wmf]ABC

D

外心，H为垂心，
[image: image100.wmf]ABC

D

九点圆是过各边中点、各边高的垂足AH、BH、CH中点的圆.令N为圆心，
[image: image101.wmf]'
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为一点满足
[image: image102.wmf]NBC
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令OA中垂线交BC于
[image: image104.wmf]'
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.同样定义
[image: image105.wmf]'
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和
[image: image106.wmf]'.
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证明：
[image: image107.wmf]'
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、
[image: image108.wmf]'
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、
[image: image109.wmf]'
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共线，且这条直线垂直于
[image: image110.wmf]'.
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26.（2001年伊朗数学奥林匹克）I为
[image: image111.wmf]ABC
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内心，
[image: image112.wmf]a
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为关于A的旁心.若I
[image: image113.wmf]a
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 交BC及
[image: image114.wmf]ABC
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的外接圆分别于
[image: image115.wmf]'

A

和M，N为外接圆弧MBA中点，直线NI和N
[image: image116.wmf]a

I

交外接圆分别于S、T.证明：S、T、
[image: image117.wmf]'

A

共线.

27. (2002年伊朗数学奥林匹克) 
[image: image118.wmf]ABC

D

的外接圆为O，平行于BC的直线交AB，AC于点E，F，交圆O于U，V，令M是BC的中点，圆
[image: image119.wmf]'

O

是
[image: image120.wmf]UMV

D

的外接圆，且两个圆的半径相等，ME交圆
[image: image121.wmf]'

O

于T，且FT交圆
[image: image122.wmf]'

O

于S，证：EF和
[image: image123.wmf]MCS

D

的外接圆相切。
28. (2002年伊朗数学奥林匹克) 
[image: image124.wmf]ABC

D

的角平分线是AD，若AB+AD=CD，AC+AD=BC，求
[image: image125.wmf]ABC

D

的角。
29. (2002年伊朗数学奥林匹克)圆
[image: image126.wmf]2

1

,

C

C

相切于K，且与圆O分别切于M，N，圆
[image: image127.wmf]2
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,

C

C

外公切线叫圆O于A，B，AK，BK分别交圆O于E，F，若AB为圆O的直径，证明：EF，MN，OK三线共点。

30. (2002年伊朗数学奥林匹克) 
[image: image128.wmf]ABC

D

的边Bc上的点M，N，点M在BN上且BM=CN，P,Q分别在AN，AM上，且有向角
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，证明：有向角
[image: image130.wmf]PCB

QBC

Ð

=

Ð


31. (2002年伊朗数学奥林匹克)
[image: image131.wmf]ABC

D

内心为I，内切圆切AB，AC分别于X，Y，XI交内切圆于M，CM和AB交于
[image: image132.wmf]'

X

，L是线段
[image: image133.wmf]C
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上的点，且
[image: image134.wmf]CM
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，证明：A，L，I共线当且仅当AB=AC。
32. (2002年伊朗数学奥林匹克)AB，AC为圆O的切线，直线
[image: image135.wmf]l

为圆O的任意切线，交AB，AC分别于点P，Q，过P作AC的平行线交BC于R，证明：
[image: image136.wmf]l

改变时，QR过定点。
33．(2002年伊朗数学奥林匹克) 
[image: image137.wmf]ABC
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关于点A的旁切圆切BC于点P，AP交
[image: image138.wmf]ABC
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外接圆于点D，证明：
[image: image139.wmf]PBD
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的内切圆半径相等。
34. (2002年伊朗数学奥林匹克)A，B，C在圆O上，I是
[image: image140.wmf]ABC

D

内心，D是弧BAC的中点，圆W和AB，AC相切并与圆O切于点P（W在圆O内），证明：P，I，D共线。

35．（2002伊朗选拔赛）ABCD是凸四边形，连接其对角线将他分成4部分，对角线的交点是P，
[image: image141.wmf]4
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是三角形PAD，PAB，PBC，PCD的旁心（相应于P点），证明：
[image: image142.wmf]4
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共圆等价于ABCD有内切圆。

36．（2002伊朗选拔赛）从
[image: image143.wmf]ABC

D

内一点O向BC，CA，AB因垂线，垂足是
[image: image144.wmf]1
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，证明：O是
[image: image145.wmf]ABC
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外心的充要条件是
[image: image146.wmf]ABC
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周长不小于
[image: image147.wmf]1
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37．（2002伊朗选拔赛）
[image: image148.wmf]ABC
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内切圆且BC于
[image: image149.wmf]'

A

，
[image: image150.wmf]'

AA

交内切圆于另一点P，CP，BD交内切圆于 另一点N，M，证明：
[image: image151.wmf]CM
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38. (2003年伊朗数学奥林匹克)ABCD是凸四边形，P，Q分别在BC，DC上，且
[image: image152.wmf]PAQ
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，证明：
[image: image153.wmf]ABP
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面积相等的充要条件是过两个三角形垂心的直线和AC垂直。
39. (2003年伊朗数学奥林匹克)
[image: image154.wmf]XOY
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的边OX，OY有动点A，B，且
[image: image155.wmf]k
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，以OA，OB为直径画两个圆，证明：这些圆的外公切线与定圆相切。

40. (2003年伊朗数学奥林匹克) 
[image: image156.wmf]ABC

D

内切圆分别切边BC，CA，AB于点
[image: image157.wmf]1
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，M，N分别为
[image: image158.wmf]1
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AB

中点，MN交
[image: image159.wmf]1
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于T，过T作圆的切线TP，TQ，PQ交MN于L，
[image: image160.wmf]1
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C

B

交BQ于K，若I为内心，证明：IK平行于AL。
41．(2003年伊朗数学奥林匹克)AB是定线段，求最大的
[image: image161.wmf]n

使得平面上存在
[image: image162.wmf]n

个点
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都相似，并且证明所有的
[image: image165.wmf]i

P

点共圆。
42. (2003年伊朗数学奥林匹克)四面体ABCD的四个面的外接圆半径相等，证明：AB=CD，AC=BD，AD+BC。  
43.(2003年伊朗数学奥林匹克) 
[image: image166.wmf]ABC
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边BC上有一点M，
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分别是AB，AC上的点，且
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[image: image169.wmf]ABC

D

垂心和
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内心，证明：
[image: image171.wmf]1
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44. (2003年伊朗数学奥林匹克)A，B是定点，直线
[image: image172.wmf]l

过定点C，过A，B的两个圆切直线
[image: image173.wmf]l

于M，N，证明：
[image: image174.wmf]AMN

D

外接圆过定点。
45. (2003年伊朗数学奥林匹克)A，B，C，Q是定点，M，N，P分别是AQ，BQ，CQ和BC，CA，AB的交点，
[image: image175.wmf]'
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是
[image: image176.wmf]ABC

D

内切圆和BC，CA，AB的切点，从M，N，P向内切圆作切线（不是三角形的边）形成
[image: image177.wmf]DEF
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，证明：
[image: image178.wmf]'
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交于点Q。

46. (2003年伊朗数学奥林匹克)圆
[image: image179.wmf]2
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C

交于点P，从点P任意作直线交圆
[image: image180.wmf]2
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C

于B，C，求A的轨迹，其中
[image: image181.wmf]ABC

D

的中线AM长为定值
[image: image182.wmf]k

。
47.(2003伊朗选拔赛)设E为已知椭圆，
[image: image183.wmf]1

B

是E外任意一点.过
[image: image184.wmf]1

B

作E的切线，记切点为
[image: image185.wmf].

1

C



 EMBED Equation.3  [image: image186.wmf]2

B

是直线
[image: image187.wmf]1

B



 EMBED Equation.3  [image: image188.wmf]1

C

上的点，且
[image: image189.wmf]1

B



 EMBED Equation.3  [image: image190.wmf]1

2

1

1

+

×

=

i

B

B

C

C

是对
[image: image191.wmf]i

B

进行类似操作而得的点.证明：
[image: image192.wmf]}

{

i

B

在平面上是有界的.

48.（2003年伊朗选拔赛）设与
[image: image193.wmf]ABC

D

的外接圆内切并与边AB、AC相切的圆为
[image: image194.wmf]a

C

，记
[image: image195.wmf]a

r

为圆
[image: image196.wmf]a

C

的半径，r是
[image: image197.wmf]ABC

D

的内切圆半径.类似地定义
[image: image198.wmf]b

r

、
[image: image199.wmf].

c

r

证明：
[image: image200.wmf]a

r



 EMBED Equation.3  [image: image201.wmf]+

+

b

r



 EMBED Equation.3  [image: image202.wmf].

4

r

r

c

³


49.（2003年伊朗选拔赛）
[image: image203.wmf]ABC

D

的外接圆的圆心为O，
[image: image204.wmf]'

A

是边BC的中点，
[image: image205.wmf]'

AA

 与外接圆交于点
[image: image206.wmf]'

'

A

，
[image: image207.wmf]AO

Q

A

a

^

'

，点
[image: image208.wmf]a

Q

在AO上，过点
[image: image209.wmf]'

'

A

的外接圆的切线与
[image: image210.wmf]a

Q

A

'

相交于点
[image: image211.wmf].

a

P

用同样的方式，可以构造点
[image: image212.wmf]b

P

和
[image: image213.wmf].

c

P

证明：
[image: image214.wmf]a

P

、
[image: image215.wmf]b

P

、
[image: image216.wmf]c

P

三点共线.

50. (2004年伊朗数学奥林匹克) P是边长为
[image: image217.wmf]n

l

l

l

,

,

,

2

1

L

的
[image: image218.wmf]n

边形，且所有的顶点共圆，求证：不存在同样边长的
[image: image219.wmf]n

边形其面积超过P。       

51. (2004年伊朗数学奥林匹克)O为
[image: image220.wmf]ABC

D

的外心，过O的直线分别交AB，AC于M，N，令S，R分别为BN，CM中点，证明：有向角
[image: image221.wmf]BAC

ROS

Ð

=

Ð


52. (2004年伊朗数学奥林匹克) 延长锐角
[image: image222.wmf]ABC

D

的中线
[image: image223.wmf]'

AA

交外接圆于
[image: image224.wmf]'

'

A

，令AP为外接圆直径，从
[image: image225.wmf]'

A

向AP作垂线与过
[image: image226.wmf]'

'

A

外接圆的切线交于
[image: image227.wmf]a

X

，同样定义
[image: image228.wmf]C

b

X

X

,

，证明：
[image: image229.wmf]a

X

，
[image: image230.wmf]C

b

X

X

,

共线。
53. (2004年伊朗数学奥林匹克)X是
[image: image231.wmf]ABC

D

中的点，且AX交BC于Y，作YP，YQ，YR，YS分别垂直于CA，CX，BX，BA，求关于X的充要条件使得P，Q，R，S共圆。

54. (2004年伊朗数学奥林匹克) 
[image: image232.wmf]ABC

D

中，点M，N在AC上，且MA=AB，NB=NC，K,L 在 BC上，且KA=KB，LA=LC， 若
[image: image233.wmf]BC

LK

2

1

=

 ，MN=AC，求
[image: image234.wmf]ABC

D

的角。
55. (2004年伊朗数学奥林匹克) 
[image: image235.wmf]ABC

D

内切圆切边AB，AC于P，Q，I是内心，BI，CI交PQ于K，L，证明：
[image: image236.wmf]ILK

D

外接圆和
[image: image237.wmf]ABC

D

内切圆相切的充要条件是AB+AC=3BC

56．（2004伊朗选拔赛）
[image: image238.wmf]'

,

M

M

是
[image: image239.wmf]ABC

D

内等偏角的两个动点（即
[image: image240.wmf]AC

M

MAB

'

Ð

=

Ð

等），从
[image: image241.wmf]'

,

M

M

向BC，CA，AB引垂线，垂足分别为
[image: image242.wmf]'

'

'

,

,

,

,

,

R

Q

P

R

Q

P

，
[image: image243.wmf]'

'

,

'

'

,

'

'

Q

P

PQ

G

P

R

RP

F

R

Q

QR

E

Ç

=

Ç

=

Ç

=

，证明：AG，BF，CE平行。

57．（2004伊朗选拔赛）ABCD是凸四边形，AB和CD交于F，AD和BC交于E，AC和BD交于T，若A，B，T，E共圆且圆与EF交于P，证明：若M是AB的中点，则
[image: image244.wmf]BPT

APM

Ð

=

Ð


58. (2005年伊朗数学奥林匹克)从
[image: image245.wmf]ABC

D

的每个顶点画3条平行线，再在每个顶点作3条垂线，有3个矩形其一条对角线是三角形的边，我们将另一条对 角线画出，记为
[image: image246.wmf]3

2

1

,

,

l

l

l

，
（1）证明：
[image: image247.wmf]3

2

1

,

,

l

l

l

交于点P；

（2）求点P的轨迹（当平行线变化时）

59. (2005年伊朗数学奥林匹克) 
[image: image248.wmf]ABC

D

内切圆切BC于P，设
[image: image249.wmf]a

=

Ð

APB

，证明：
[image: image250.wmf]a

tan
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60. (2005年伊朗数学奥林匹克) 
[image: image251.wmf]ABC

D

外心为O，垂心为H，AO交外接圆于
[image: image252.wmf]H

A

A

1

1

,

交外接圆于
[image: image253.wmf]'

A

，AH和外接圆交于
[image: image254.wmf]'

'

A

，同样定义
[image: image255.wmf]'

'

'

'

'

'

,

,

,

C

C

B

B

，证明：
[image: image256.wmf]'

'

'

'

'

'

'

'

'

,

,

C

C

B

B

A

A

相交于
[image: image257.wmf]ABC

D

的欧拉线上。
61. （2005伊朗选拔赛）
[image: image258.wmf]ABC

D

中AB=AC，设P是BC延长线上的点，X，Y分别是AB，AC上的点，使得PX//AC，PY//AB，T是弧BC的中点，证明：
[image: image259.wmf]XY

PT

^


62. （2006伊朗选拔赛）M是
[image: image260.wmf]ABC

D

中BC边的中点，AM交内切圆于点K，L，我们过K，L引BC的平行线交内切圆于另一点X，Y，若AX，AY分别交BC于P，Q，证明：BP=CQ

63. (2006年伊朗数学奥林匹克)证明：
[image: image261.wmf]ABC

D

三个旁切圆的根心（即根轴的交点）位于
[image: image262.wmf]GI

上，其中G为中心，Ｉ为内心。
64. (2006年伊朗数学奥林匹克)P，Q，R分别为
[image: image263.wmf]ABC

D

边AB，AC，BC中点，AP交RQ于E，交
[image: image264.wmf]ABC

D

外接圆于F；T，S分别在RP，PQ上，且
[image: image265.wmf]'

,

,

F

PR

ET

PQ

ES

^

^

在外接圆上，且
[image: image266.wmf]'

FF

是直径，
[image: image267.wmf]'

AF

和BC交于
[image: image268.wmf]'

E

，
[image: image269.wmf]'

'

,

T

S

在AB，AC上，且
[image: image270.wmf]AC

T

E

AB

S

E

^

^

'

'

'

'

,

，证明：
[image: image271.wmf]'

'

,

S

T

TS

垂直。

65．(2006年伊朗数学奥林匹克)L，M，N分别为
[image: image272.wmf]ABC

D

边AB，AC，BC的中点，H是垂心，证明：
[image: image273.wmf])
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66．(2006年伊朗数学奥林匹克)圆O的半径为R，弦AB给定，C为弧AB的中点，X为圆上任一点，从B向CX作垂线交圆于D，从C向DX作垂线交圆于E，过A，B，E作3条直线
[image: image274.wmf]3

2

1

,

,

l

l

l

分别平行于OX，OD，OC证明：这3条直线共点，并求交点的轨迹。

67．(2006年伊朗数学奥林匹克) 
[image: image275.wmf]ABC

D

的BC边的中点是M，Ｉ是内心，T是弧BC（不含A）的中点，证明：
[image: image276.wmf]MT

MI

C

B

=

Û

=

+

1

cos

cos


68. （2006伊朗选拔赛）
[image: image277.wmf]ABC

D

外接圆O的半径等于相应A点的旁切圆半径，若旁切圆切BC，CA，AB于M，N，了，证明：O是
[image: image278.wmf]MNL

D

的垂心。

69. （2006伊朗选拔赛）
[image: image279.wmf]m

l

,

是两条平行线，P为他们之间的定点，E，F分别为
[image: image280.wmf]m

l

,

上动点使有向角
[image: image281.wmf])

2

0

(

p

a

a

<

<

=

Ð

EPF

是定值，证明：存在另一点满足对EF的张角也是定值。

70. （2006伊朗选拔赛）锐角
[image: image282.wmf]ABC

D

AD，BE，CF是高，从A，B，C向EF，FD，DE引垂线，垂足是P，Q，R，证明：
[image: image283.wmf]FD

EF

DE

RP

QP

PQ

+

+

³

+

+

)

(

2


71．（2006伊朗培训赛）证明：在三角形中
[image: image284.wmf]pR

cm

bm

am

c

b

a

£

}

,

,

max{

 ，其中
[image: image285.wmf]a

m

 是BC边上的中线，
[image: image286.wmf]p

是半周长。

72.（2006伊朗培训赛）一个直角的顶点在定圆上移动，一个直角边过定点，问总和另一个直角边相切的曲线是什么曲线？

73. （2006伊朗培训赛）
[image: image287.wmf]l

是定直线，
[image: image288.wmf]'

,

F

F

是直线两侧但直线距离相等的点，，圆C的圆心是P，半径是
[image: image289.wmf]mPF

，其中
[image: image290.wmf]m

是不等于1的正数，圆
[image: image291.wmf]'

C

是
[image: image292.wmf]'

PFF

D

的外接圆。

（1）P满足什么条件，
[image: image293.wmf]'

,

C

C

相交？

（2）如果交点是
[image: image294.wmf]'

,

M

M

，求其轨迹。

（3）证明：C总和这个轨迹线相切。
74.（2007伊朗数学竞赛）  
[image: image295.wmf]ABC

D

，直线
[image: image296.wmf]l

，点P任意，
[image: image297.wmf]'

'

'

,

,

C

B

A

是点
[image: image298.wmf]C

B

A

,

,

 关于点P的对称点，
[image: image299.wmf]'

'

A

在
[image: image300.wmf]'

'

C

B

上，且
[image: image301.wmf]l

AA

//

'

'

，同样定义
[image: image302.wmf]'

'

'

'

,

C

B

，证明：
[image: image303.wmf]'

'

'

'

'

'

,

,

C

B

A

三点共线。
75. （2007伊朗数学竞赛）（1）
[image: image304.wmf]ABC

D

外心为O，BO，CO分别与AC，AB交于
[image: image305.wmf]'

'

,

C

B

，
[image: image306.wmf]'

'

C

B

交外接圆于点P，Q，证明：AP=AQ当且仅当
[image: image307.wmf]ABC

D

是等腰三角形。（2）将外心O换成内心I后，证明同样的结论。

76. （2007伊朗数学竞赛）
[image: image308.wmf]ABC

D

内心是I，BC中点是M，T是IM和内切圆的交点 （I在M和T之间），证明：
[image: image309.wmf])
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Ð

当且仅当
[image: image310.wmf]BC

AT

^

 
77. （2007伊朗数学竞赛）
[image: image311.wmf]ABC

D

内切圆且BC于D，BC中点为M，K是BC上的点且
[image: image312.wmf]BC

AK

^

，令
[image: image313.wmf]'

D

是BC上的点且
[image: image314.wmf]DK

DM

K

D

M

D

=

'

'

，记
[image: image315.wmf]a

W

是以
[image: image316.wmf]'

DD

为直径的圆，类似定义
[image: image317.wmf]c

b

W

W

,

，证明：
[image: image318.wmf]a

W

，
[image: image319.wmf]c

b

W

W

,

两两相切.

78. （2007伊朗数学竞赛）
[image: image320.wmf]ABC

D

上以AB，BC，CA为边向外作正方形
[image: image321.wmf]A

C

BC

B

A

CA

C

B

AB

b

a

c

b

a

c

,

,

，正方形
[image: image322.wmf]a

a

c

c

B

B

B

B

'

'

是以正方形
[image: image323.wmf]C

B

AB

a

c

的边
[image: image324.wmf]a

c

B

B

向外作的，且其中心为P，证明：
[image: image325.wmf]C

c

a

a

B

A

B

C

BP

,

,

共点。
79. （2007伊朗选拔赛）
[image: image326.wmf]ABC

D

中M为AC中点，D在BC上，且
[image: image327.wmf].

DM

DB

=

若
[image: image328.wmf].
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证明：
[image: image329.wmf].
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80. （2007伊朗选拔赛）
[image: image330.wmf]ABC

D

内切圆为W,P和Q在AB和AC上，且PQ//BC。且PQ与W相切。AB、AC切W于E、F。证明：如果M是PQ中点，T为EF和BC交点，则TM与W相切。

81. （2007伊朗选拔赛）平面上n条直线满足：无两条平行，无三线共点，对于每两条线它们夹角在
[image: image331.wmf]].
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,
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[

p

求
[image: image332.wmf]2

n

C

个夹角和的最大值。

82. （2007伊朗选拔赛）
[image: image333.wmf]ABC

D

内一点O满足：
[image: image334.wmf].

OC

OB

OA

+

=

若
[image: image335.wmf]'

,

'

C

B

为弧AOC和弧AOB中点，证明：
[image: image336.wmf]'

COC

D

和
[image: image337.wmf]'

BOB

D

外接圆相切。

83. （2007伊朗选拔赛）
[image: image338.wmf]ABC

D

中，
[image: image339.wmf].

AC

AB

=

过A画直线L平行于BC。P、Q 在AB、AC中垂线上，且
[image: image340.wmf].

BC

PQ

^

M、N为L上点，且
[image: image341.wmf].
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APM

证明：
[image: image342.wmf].

2

1

1

AB

AN

AM

£

+


84．（2007伊朗培训赛）D是
[image: image343.wmf]ABC

D

内的任意点，E在
[image: image344.wmf]BDC

D

内，证明：
[image: image345.wmf]2
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85．（2007伊朗培训赛）圆
[image: image346.wmf]3
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,

,

C

C

C

两两相离，
[image: image347.wmf])
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分别是
[image: image348.wmf])
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C

的公切线，令
[image: image349.wmf]6
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l

为多边形
[image: image350.wmf]'

'

'

CB

BA

AC

的边，证明：
[image: image351.wmf]'

'

'

,

,

CC

BB

AA

共点。

86．（2007伊朗培训赛）
[image: image352.wmf]ABC

D

外接圆弧BC，CA，AB的中点分别为
[image: image353.wmf]'

'

'

,

,

C

B

A

，
[image: image354.wmf]ABC

D

和
[image: image355.wmf]'

'

'

C

B

A

D

交于P，Q，R，S，T，F，证明：
[image: image356.wmf]2
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87．（2007伊朗培训赛）
[image: image357.wmf]1

2
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n

P

P

P

L

是直线
[image: image358.wmf]l

上的点，
[image: image359.wmf]1

A

是圆C上的任意点，
[image: image360.wmf]1

+

k

A

是
[image: image361.wmf]k

k

P

A

和圆C的交点
[image: image362.wmf])

1
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k

，证明：
[image: image363.wmf]2
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A

A

过定点，当
[image: image364.wmf]1

A

在圆C上移动时。

88.（2008伊朗数学竞赛）
[image: image365.wmf]ABC

D

中，
[image: image366.wmf].

AB
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>

其中
[image: image367.wmf]H

为垂心，
[image: image368.wmf]'

,

'

,

'

C

B

A

 分别在
[image: image369.wmf]CH

BH

AH

,

,

所在直线上且
[image: image370.wmf].
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x
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证明：

（1）如果
[image: image371.wmf]ABC

D

相似于
[image: image372.wmf]'
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，则
[image: image373.wmf].

2

r

x

=


（2）若
[image: image374.wmf]'

,

'

,

'

C

B

A

共线，则
[image: image375.wmf].

d

R

x

d

R

x

-

=

+

=

或

（这里
[image: image376.wmf]R

为外径，
[image: image377.wmf]r

为内径，
[image: image378.wmf]OI

d

=

）
89. （2008伊朗数学竞赛）令
[image: image379.wmf]lc

lb

la

,

,

分别为通过
[image: image380.wmf]C

B

A

,

,

的三条平行线。
[image: image381.wmf]'

la

为
[image: image382.wmf]la

关于
[image: image383.wmf]BC

对称直线，同样定义
[image: image384.wmf]'.

,

'

lc

lb

证明：
[image: image385.wmf]'

,

'

,

'

lc

lb

la

共点，当且仅当
[image: image386.wmf]la

平行于
[image: image387.wmf]ABC

D

欧拉线。
90. （2008伊朗数学竞赛）
[image: image388.wmf]ABCD

为四边形，
[image: image389.wmf]F

E

,

分别为
[image: image390.wmf]CD

AB

,

及
[image: image391.wmf]BC

AD

,

交点.
[image: image392.wmf]DAB

Ð

和
[image: image393.wmf]DCB

Ð

外角平分线交于
[image: image394.wmf].

P



 EMBED Equation.3  [image: image395.wmf]ABC

Ð

和
[image: image396.wmf]ADC

Ð

外角平分线交于
[image: image397.wmf]Q

.
[image: image398.wmf]AED

Ð

和
[image: image399.wmf]AFB

Ð

外角平分线交于
[image: image400.wmf].

R

证明：
[image: image401.wmf]R

Q

P

,

,

共线.

91. （2008伊朗数学竞赛）
[image: image402.wmf]ABC

D

中，
[image: image403.wmf]AC

AB

=

且
[image: image404.wmf]D

为
[image: image405.wmf]BC

中点，
[image: image406.wmf]E

为从
[image: image407.wmf]C

向
[image: image408.wmf]AB

引垂线垂足，
[image: image409.wmf]H

为
[image: image410.wmf]ABC

D

垂心，
[image: image411.wmf]N

为
[image: image412.wmf]CE

中点，
[image: image413.wmf]AN

和
[image: image414.wmf]ABC

D

外接圆于
[image: image415.wmf]K

.从
[image: image416.wmf]C

的
[image: image417.wmf]ABC

D

外接圆切线交
[image: image418.wmf]AD

于
[image: image419.wmf].

F

假设
[image: image420.wmf]CHA

D

和
[image: image421.wmf]CKF

D

根轴为
[image: image422.wmf]BC

，求
[image: image423.wmf].

BAC

Ð


92. （2008伊朗数学竞赛）
[image: image424.wmf]F

E

D

,

,

为
[image: image425.wmf]ABC

D

内切圆与边
[image: image426.wmf]AB

CA

BC

,

,

切点，
[image: image427.wmf]DE

 和
[image: image428.wmf]DF

交过
[image: image429.wmf]A

且平行于
[image: image430.wmf]BC

的直线于
[image: image431.wmf]K

和
[image: image432.wmf].

L

证明：
[image: image433.wmf]DKL

D

欧拉线过
[image: image434.wmf]ABC

D

费尔巴哈点.
93. （2008伊朗选拔赛）
[image: image435.wmf]ABC

D

内心为I,
[image: image436.wmf]'

L

为内切圆一切线，L为另一条线分别交AB、AC、BC于
[image: image437.wmf]'.

,

'

,

'

A

B

C

从
[image: image438.wmf]'

A

画内切圆一条不同于BC的切线，且这条线与
[image: image439.wmf]'

L

交于
[image: image440.wmf].

1

A

A类似定义
[image: image441.wmf].

,

1

1

C

B

证明：
[image: image442.wmf]1

1

1

,

,

CC

BB

AA

共点。
94. （2008伊朗选拔赛）
[image: image443.wmf]4

3

2

1

,

,

,

P

P

P

P

为单位球内点，证明：
[image: image444.wmf]å

¹

-

j
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Pi

|

|

1

当且仅当这四个点为一个正四面体四个顶点。

95. （2008伊朗选拔赛）
[image: image445.wmf]a

I

为
[image: image446.wmf]ABC

D

中A点所对应的旁心，
[image: image447.wmf]a

AI

交
[image: image448.wmf]ABC

D

外接圆于T.X为
[image: image449.wmf]a

TI

上点且
[image: image450.wmf].
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XT

XA

XI
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×

=

从X向BC引垂线，使得其交BC于
[image: image451.wmf]'.

A

同样定义
[image: image452.wmf]'

B

和
[image: image453.wmf]'.

C

证明：
[image: image454.wmf]'

,

'

,

'

CC

BB

AA

共点。
96. （2008伊朗选拔赛）
[image: image455.wmf]ABC

D

中
[image: image456.wmf]T

C

B

.

Ð

>

Ð

为
[image: image457.wmf]ABC

D

外接圆弧BAC中点。I为
[image: image458.wmf]ABC

D

内心，E点满足
[image: image459.wmf]o

90

=

Ð

AEI

且AE//BC，TE交
[image: image460.wmf]ABC

D

外接圆于另一点P。如果
[image: image461.wmf]IPB

B
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Ð

，求
[image: image462.wmf].
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97. （2008伊朗选拔赛）锐角
[image: image463.wmf]ABC

D

中D点为A点向BC所引垂线垂足，
[image: image464.wmf]a

I

为
[image: image465.wmf]ABC

D

中A点所对应的旁心，K为AB延长线上点，使得
[image: image466.wmf].
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 EMBED Equation.3  [image: image467.wmf]a

I

K交AD延长线于L，证明：D
[image: image468.wmf]a

I

平分
[image: image469.wmf]B

AI

a

Ð

当且仅当AL=2R（R为
[image: image470.wmf]ABC

D

外接圆半径）。

98. （2009伊朗选拔赛）
[image: image471.wmf]ABC

D

边BC，CA，AB上有3点
[image: image472.wmf]'

,

'

,

'

C

B

A

，满足
[image: image473.wmf]ABC

D


和
[image: image474.wmf]'

'

'

C

B

A

D

的内心相同，且
[image: image475.wmf]'
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'

C

B

A

D

的内切圆半径是
[image: image476.wmf]ABC

D

的一半，证明：
[image: image477.wmf]ABC

D

 是等边三角形。

99. （2009伊朗选拔赛）
[image: image478.wmf]ABC

D

的三条高是
[image: image479.wmf]'
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'

CC

BB

AA

，P是
[image: image480.wmf]'

C

向
[image: image481.wmf]'
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B

A

所引垂线的垂足，Q是
[image: image482.wmf]'

'

B

A

上一点，且
[image: image483.wmf]QB

QA

=

，证明：
[image: image484.wmf]C
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PBQ
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Ð
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100. （2009伊朗选拔赛）
[image: image485.wmf]ABC

D

的内切圆与边BC，CA，AB切于D，E，F，从D向EF引 垂线，垂足是M，P在DM上，且DP=MP，若H是
[image: image486.wmf]BIC

D

的垂心，证明：PH平分EF

101. （2009伊朗选拔赛）
[image: image487.wmf]ABC

D

中
[image: image488.wmf]AC

AB

¹

，D是BC上的点且BA=BD，其中B在C和D之间。令
[image: image489.wmf]C

I

是相应C的旁心，
[image: image490.wmf]c

CI

交
[image: image491.wmf]ABC

D

外接圆于T，若
[image: image492.wmf]4

C

B

TDI

c

Ð
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Ð

=

Ð

，求
[image: image493.wmf]A

Ð


补充：1.（1997年伊朗数学奥林匹克）直角
[image: image494.wmf]ABC

D

中
[image: image495.wmf]o

90

=

Ð

A

，设
[image: image496.wmf]C

B

Ð

Ð

,

平分线交于点I，且分别交对边于D，E，求证：
[image: image497.wmf]BIC

BCDE

S

S

2

=


2.（1997年伊朗数学奥林匹克）直角
[image: image498.wmf]ABC

D

中
[image: image499.wmf]o

90

=

Ð

A

，又
[image: image500.wmf]C

B

Ð

=

Ð

2

，若
[image: image501.wmf]C

Ð

的平分线交中线AM于点D（M是BC的中点），求证：
[image: image502.wmf]o

45

£

Ð

MDC

，并确立等号成立的条件。

3. (2002伊朗)在凸四边形ABCD中，∠ABC=∠ADC=135度，点M和点N分别在射线AB和AD上，使得∠MCD=∠NCB=90度，外接圆AMN和ABD相交于点A和K。求证：AK⊥KC。

4. ((2002伊朗))平面上有A，B两个固定点，构造一个四边形ABCD，使AB=BC，AD=DC，∠ADC=90°,证明：存在一个固定的点P，使得每一个构造的三边形ABCD在线段AB的同侧，并且CD通过点P。

5. ((2002伊朗))在△ABC中，∠A=60°，P为△ABC所在平面上一点，使得PA=6，PB=7，PC=10，求△ABC面积的最大值。
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