智浪教育—普惠英才文库

动量 角动量和能量
§4.1  动量与冲量  动量定理
 4．1． 1．动量
在牛顿定律建立以前，人们为了量度物体作机械运动的“运动量”，引入了动量的概念。当时在研究碰撞和打击问题时认识到：物体的质量和速度越大，其“运动量”就越大。物体的质量和速度的乘积mv遵从一定的规律，例如，在两物体碰撞过程中，它们的改变必然是数值相等、方向相反。在这些事实基础上，人们就引用mv来量度物体的“运动量”，称之为动量。
  4．1．2．冲量
要使原来静止的物体获得某一速度，可以用较大的力作用较短的时间或用较小的力作用较长的时间，只要力F和力作用的时间[image: image477.wmf]4
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的乘积相同，所产生的改变这个物体的速度效果就一样，在物理学中把F[image: image2.wmf]t
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叫做冲量。
  4．1．3．质点动量定理
由牛顿定律，容易得出它们的联系：对单个物体：
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  即冲量等于动量的增量，这就是质点动量定理。
  在应用动量定理时要注意它是矢量式，速度的变化前后的方向可以在一条直线上，也可以不在一条直线上，当不在一直线上时，可将矢量投影到某方向上，分量式为：
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  对于多个物体组成的物体系，按照力的作用者划分成内力和外力。对各个质点用动量定理：
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  由牛顿第三定律：   [image: image19.wmf]1
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因此得到：
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  即：质点系所有外力的冲量和等于物体系总动量的增量。
§4，2  角动量   角动量守恒定律
动量对空间某点或某轴线的矩，叫动量矩，也叫角动量。
它的求法跟力矩完全一样，只要把力F换成动量P即可，故B点上的动量P对原点O的动量矩J为 
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  以下介绍两个定理：
（1）角动量定理：
质点对某点或某轴线的动量矩对时间的微商，等于作用在该质点上的力对比同点或同轴的力矩，即  
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为力矩）。
（2）．角动量守恒定律   

如果质点不受外力作用，或虽受外力作用，但诸外力对某点的合力矩为零，则对该点来讲，质点的动量矩J为一恒矢量，这个关系叫做角动量守恒定律  即   r×F=0，则J=r×mv=r×P=恒矢量
 

§4.3动量守恒定律
    动量守恒定律是人们在长期实践的基础上建立的，首先在碰撞问题的研究中发现了它，随着实践范围的扩大，逐步认识到它具有普遍意义，
    对于相互作用的系统，在合外力为零的情况下，由牛顿第二定律和牛顿第三定律可得出物体的总动量保持不变。
即：          [image: image35.wmf]t

v

m

1

1

+[image: image36.wmf]t

v

m

2

2

+……+[image: image37.wmf]n

n

v

m

=[image: image38.wmf]+

¢

+

¢

2

2

1

1

v

m

v

m

……[image: image39.wmf]n

n

v

m

¢


上式就是动量守恒定律的数学表达式。
应用动量守恒定律应注意以下几点：
（1）动量是矢量，相互作用的物体组成的系统的总动量是指组成物体系的所有物体的动量的矢量和，而不是代数和，在具体计算时，经常采用正交分解法，写出动量守恒定律的分量方程，这样可把矢量运算转化为代数运算，
（2）在合外力为零时，尽管系统的总动量恒定不变，但组成系统的各个物体的动量却可能不断变化，系统的内力只能改变系统内物体的动量，却不能改变系统的总动量。在合外力不为零时，系统的总动量就要发生改变，但在垂直于合外力方向上系统的动量应保持不变，即合外力的分量在某一方向上为零，则系统在该方向上动量分量守恒。
（3）动量守恒定律成立的条件是合外力为零，但在处理实际问题时，系统受到的合外力不为零，若内力远大于外力时，我们仍可以把它当作合外力为零进行处理，动量守恒定律成立。如遇到碰撞、爆炸等时间极短的问题时，可忽略外力的冲量，系统动量近似认为守恒。
    （4）动量守恒定律是由牛顿定律导出的，牛顿定律对于分子、原子等微观粒子一般不适用，而动量守恒定律却仍适用。因此，动量守恒定律是一条基本规律，它比牛顿定律具有更大的普遍性。
  动量守恒定律的推广   由于一个质点系在不受外力的作用时，它的总动量是守恒的，所以一个质点系的内力不能改变它质心的运动状态，这个讨论包含了三层含意：
[image: image406.wmf]A

（1）如果一个质点系的质心原来是不动的，那么在无外力作用的条件下，它的质心始终不动，即位置不变。
（2）如果一个质点系的质心原来是运动的，那么在无外力作用的条件下，这个质点系的质心将以原来的速度做匀速直线运动。
（3）如果一个质点系的质心在某一个外力作用下作某种运动，那么内力不能改变质心的这种运动。比如某一物体原来做抛体运动，如果突然炸成两块，那么这两块物体的质心仍然继续做原来的抛体运动。
  如果一个质量为[image: image40.wmf]A
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的半圆形槽A原来静止在水平面上，原槽半径为R。将一个质量为[image: image41.wmf]B
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的滑块B由静止释放（图4-3-1），若不计一切摩擦，问A的最大位移为多少？
  由于A做的是较复杂的变加速运动，因此很难用牛顿定律来解。由水平方向动量守恒和机械能守恒，可知B一定能到达槽A右边的最高端，而且这一瞬间A、B相对静止。因为A、B组成的体系原来在水平方向的动量为零，所以它的质心位置应该不变，初始状态A、B的质心距离圆槽最低点的水平距离为：
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所以B滑到槽A的右边最高端时，A的位移为（图4-3-2）       
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如果原来A、B一起以速度[image: image44.wmf]v

向右运动，用胶水将B粘在槽A左上端，某一时刻胶水突然失效，B开始滑落，仍然忽略一切摩擦。设从B脱落到B再次与A相对静止的时间是[image: image45.wmf]t

，那么这段时间内A运动了多少距离？
  B脱落后，A将开始做变加速运动，但A、B两物体的质心仍然以速度[image: image46.wmf]v

向右运动。所以在[image: image47.wmf]t

时间内A运动的距离为：
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§4.4  功和功率
[image: image407.wmf]B

4．4．1功的概念
力和力的方向上位移的乘积称为功。即[image: image49.wmf]q
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  式中[image: image50.wmf]q

是力矢量F与位移矢量s之间的夹角。功是标量，有正、负。外力对物体的总功或合外力对物体所做功等于各个力对物体所做功的代数和。
  对于变力对物体所做功，则可用求和来表示力所做功，即 
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也可以用F=F（s）图象的“面积”来表示功的大小，如图4-4-1所示。
    由于物体运动与参照系的选择有关，因此在不同的参照系中，功的大小可以有不同的数值，但是一对作用力与反作用力做功之和与参照系的选择无关。因为作用力反作用力做功之和取决于力和相对位移，相对位移是与参照系无关的。
值得注意的是，功的定义式中力F应为恒力。如F为变力中学阶段常用如下几种处理方法：（1）微元法；（2）图象法；（3）等效法。
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4．4．2. 几种力的功
下面先介绍一下“保守力”与“耗散力”。
   具有“做功与路径无关”这一特点的力称为保守力，如重力、弹力和万有引力都属于保守力。不具有这种特点的力称为非保守力，也叫耗散力，如摩擦力。
（1）重力的功
重力在地球附近一个小范围内我们认为是恒力，所以从高度[image: image52.wmf]1
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处将重力为mg的物移到高[image: image53.wmf]2
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，显然与运动路径无关。
（2）弹簧弹力的功
    物体在弹簧弹力F=-kx的作用下，从位置[image: image55.wmf]1
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运动至位置
[image: image56.wmf]2

x

，如图4-4-2（a）所示，其弹力变化F=F（x）如图4-4-2（b）所示则该过程中弹力的功W可用图中斜线“面积”表示，功大小为
[image: image57.wmf]2

2

2

1

1

2

2

1

2

1

2

1

)

(

2

)

1

(

kx

kx

x

x

x

kx

W

-

=

-

×

+

-

=


（3）万有引力的功
  质量m的质点在另一质量M的质点的作用下由相对距离[image: image58.wmf]1
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运动至相对距离[image: image59.wmf]2
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的过程中，引力所做功为
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4．4．3.功率
作用于物体的力在单位时间内所做功称为功率，表达式为
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求瞬时功率，取时间[image: image62.wmf]0
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式中v为某时刻的瞬时速度，[image: image64.wmf]q

为此刻v与F方向的夹角
§4．5  动能   动能定理
4．5．1． 质点动能定理
质量m的质点以速度v运动时，它所具有动能[image: image65.wmf]k
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    动能是质点动力学状态量，当质点动能发生变化时，是由于外力对质点做了功，其关系是:  
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上式表明外力对质点所做功，等于质点动能的变化，这就是质点动能定理。
4．5．2．质点系动能定理
    若质点系由n个质点组成，质点系中任一质点都会受到来自于系统以外的作用力（外力）和系统内其它质点对它作用力（内力），在质点运动时，这些力都将做功。设质点系由N个质点组成，选取适当的惯性系，对其中第i个质点用质点动能定理
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对所有n个质点的动能定理求和就有 
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  若用W外、W内、[image: image76.wmf]2
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则上式可写成
W外+ W内=[image: image84.wmf]2
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由此可见，对于质点系，外力做的功与内力做的功之和等于质点系动能的增量，这就是质点系动能定理。和质点动能定理一样，质点系动能定理只适用于惯性系，但质点系动能定理中的W内一项却是和所选的参照系无关的，因为内力做的功取决于相对位移，而相对位移和所选的参照系是无关的。这一点有时在解题时十分有效。
§4．6  势能
4．6．1 势能
      若两质点间存在着相互作用的保守力作用，当两质点相对位置发生改变时，不管途径如何，只要相对位置的初态、终态确定，则保守力做功是确定的。存在于保守力相互作用质点之间的，由其相对位置所决定的能量称为质点的势能。规定保守力所做功等于势能变化的负值，即

W保=[image: image86.wmf]P
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（1）势能的相对性。
    通常选定某一状态为系统势能的零值状态，则任何状态至零势能状态保守力所做功大小等于该状态下系统的势能值。原则上零势能状态可以任意选取，因而势能具有相对性。
（2）势能是属于保守力相互作用系统的，而不是某个质点独有的。
（3）只有保守力才有相应的势能，而非保守力没有与之相应的势能。
4．6．2 常见的几种势能
（1）重力势能
  在地球表面附近小范围内，mg重力可视为恒力，取地面为零势能面，则h高处重物m的重力势能为       

   [image: image87.wmf]mgh
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（2）弹簧的弹性势能
  取弹簧处于原长时为弹性势能零点，当弹簧伸长（压缩）x时，弹力F=-kx，弹力做的功为                    

  [image: image88.wmf]2
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  由前面保守力所做功与势能变化关系可知
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（3）引力势能
  两个质点M、m相距无穷远处，规定[image: image91.wmf]0
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，设m从无穷远处移近M，引力做功W，由于F引=[image: image92.wmf]2
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，大小随r变化，可采用微元法分段求和方式。如图4-5-1，取质点n由A到B，位移为[image: image93.wmf]2
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由无穷远至距r处，引力功W为 
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  质点与均匀球体间引力势能，在球体外，可认为球体质量集中于球心，所以引力势能为  
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  质量M，半径为R的薄球壳，由于其内部引力合力为零，故任意两点间移动质点m，引力均不做功，引力势能为恒量，所以质量m质点在薄球壳附近引力势能为 
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§4．7 功能原理和机械能守恒定律
4．7．1 功能原理
根据质点系动能定理
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当质点系内有保守力作用和非保守力作用时，内力所做功又可分为
[image: image109.wmf]非保
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而由保守力做功特点知，保守力做功等于势能增量的负值，即 
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于是得到
[image: image111.wmf]1

2

2

1

K

K

P

P

E

E

E

E

W

W

-

=

-

+

+

非保

外


[image: image112.wmf])
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用E表示势能与动能之和，称为系统机械能，结果得到
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  外力的功和非保守力内力所做功之和等于系统机械能的增量，这就是质点系的功能原理。可以得到（外力做正功使物体系机械能增加，而内部的非保守力作负功会使物体系的机械能减少）。
  功能原理适用于分析既有外力做功，又有内部非保守力做功的物体系，请看下题：
[image: image410.bmp]  劲度系数为k的轻质弹簧水平放置，左端固定，右端连接一个质量为m的木块（图4-7-1）开始时木块静止平衡于某一位置，木块与水平面之间的动摩擦因数为[image: image114.wmf]m

。然后加一个水平向右的恒力作用于木块上。（1）要保证在任何情况下都能拉动木块，此恒力F不得小于多少？（2）用这个力F拉木块，当木块的速度再次为零时，弹簧可能的伸长量是多少？
    题目告知“开始时木块静止平衡于某一位置”，并未指明确切的位置，也就是说木块在该位置时所受的静摩擦力和弹簧的形变量都不清楚，因此要考虑各种情况。如果弹簧自然伸展时，木块在O点，那么当木块在O点右方时，所受的弹簧的作用力向右。因为木块初始状态是静止的，所以弹簧的拉力不能大于木块所受的最大静摩擦力[image: image115.wmf]m

mg

。要将木块向右拉动，还需要克服一个向左的静摩擦力[image: image116.wmf]m

mg

，所以只要F≥2[image: image117.wmf]m

mg

，即可保证在任何情况下都能拉动木块。
    设物体的初始位置为[image: image118.wmf]0

x

，在向右的恒力F作用下，物体到x处的速度再次为零，在此过程中，外部有力F做功，内部有非保守力f做功，木块的动能增量为零，所以根据物体系的功能原理有
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可得
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因为木块一开始静止，所以要求         

[image: image121.wmf]k
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可见，当木块再次静止时，弹簧可能的伸长是 

    [image: image124.wmf]k
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4．7．2 机械能守恒定律
    若外力的与非保守内力的功之和为零时，[image: image127.wmf]0
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则系统机械能守恒，这就是机械能守恒定律。
  注意：该定律只适用于惯性系，它同时必须是选择同一惯性参照系。在机械能守恒系统中，由于保守内力做功，动能和势能相互转化，而总的机械能则保持不变。
下面介绍一例由机械能守恒推出的重要定理：伯努利方程
理想流体  不可压缩的、没有粘滞性的流体，称为理想流体。
定常流动   观察一段河床比较平缓的河水的流动，你可以看到河水平静地流着，过一会儿再看，河水还是那样平静地流着，各处的流速没有什么变化。河水不断地流走，可是这段[image: image411.wmf]2

F

河水的流动状态没有改变。河水的这种流动就是定常流动。流体质点经过空间各点的流速虽然可以不同，但如果空间每一点的流速不随时间而改变，这样的流动就叫做定常流动。自来水管中的水流，石油管道中石油的流动，都可以看做定常流动。流体的流动可以用流线形象地表示。在定常流动中，流线表示流体质点的运动轨迹。图4-7-2是液体流过圆柱体时流线的分布。A、B处液体流过的横截面积大，CD处液体流过的横截面积小。液体在CD处流得急，流速大。AB处的流线疏，CD处的流线密，这样，从流线的分布可以知道流速的大小。流线疏的地方，流速小；流线密的地方，流速大。
伯努利方程   现在研究理想流体做定常流动时流体中压强和流速的关系。
图4-7-3表示一个细管，其中流体由左向右流动。在管的[image: image128.wmf]1

a

处和[image: image129.wmf]2

a

处用横截面截出一段流体，即[image: image130.wmf]1

a

处和[image: image131.wmf]2

a

处之间的流体，作为研究对象。
  [image: image132.wmf]1

a

处的横截面积为[image: image133.wmf]1

S

，流速为[image: image134.wmf]1

v

，高度为[image: image135.wmf]1

h

，[image: image136.wmf]1

a

处左边的流体对研究对象的压强为[image: image137.wmf]1

p

，方向垂直于[image: image138.wmf]1

S

向右。
   [image: image139.wmf]2

a

处的横截面积为[image: image140.wmf]2

S

，流速为[image: image141.wmf]2

v

，高度为[image: image142.wmf]2

h

，[image: image143.wmf]2

a

处左边的流体对研究对象的压强为[image: image144.wmf]2

p

，方向垂直于[image: image145.wmf]2

S

向左。
     经过很短的时间间隔[image: image146.wmf]t

D

，这段流体的左端[image: image147.wmf]1
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由[image: image148.wmf]1
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移到[image: image149.wmf]1
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。右端[image: image150.wmf]2
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由[image: image151.wmf]2
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移到[image: image152.wmf]2
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。[image: image412.wmf]1
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两端移动的距离分别为[image: image153.wmf]1
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和[image: image154.wmf]2
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。左端流入的流体体积为[image: image155.wmf]1
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，右端流出的流体体积为[image: image156.wmf]2
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，理想流体是不可压缩的，流入和流出的体积相等，[image: image157.wmf]2
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，记为[image: image158.wmf]V
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。
    现在考虑左右两端的力对这段流体所做的功。
作用在液体左端的力[image: image159.wmf]1
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，所做的功
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作用在右端的力[image: image161.wmf]2
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，所做的功
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外力所做的总功
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  外力做功使这段流体的机械能发生改变。初状态的机械能是[image: image164.wmf]1

a

到[image: image165.wmf]2

a

这段流体的机械能[image: image166.wmf]1

E

，末状态的机械能是[image: image167.wmf]1

b

到[image: image168.wmf]2

b

这段流体的机械能[image: image169.wmf]2
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。由[image: image170.wmf]1
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到[image: image171.wmf]2
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这一段，经过时间[image: image172.wmf]t

D

，虽然流体有所更换，但由于我们研究的是理想流体的定常流动，流体的密度[image: image173.wmf]r

和各点的流速[image: image174.wmf]v

没有改变，动能和重力势能都没有改变，所以这一段的机械能没有改变，这样机械能的改变[image: image175.wmf]1
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就等于流出的那部分流体的机械能减去流入的那部分流体的机械能。
  由于[image: image176.wmf]V
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，所以流入的那部分流体的动能为    
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重力势能为
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流出流体的动能为   
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重力势能为
[image: image180.wmf]V

gh

mgh

D

=

2

2

r


机械能的改变为 
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     （2）
  理想流体没有粘滞性，流体在流动中机械能不会转化为内能，所以这段流体两端受的力所做的总功W等于机械能的改变
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                    （3）
将（1）式和（2）式代入（3）式，得
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整理后得
[image: image413.wmf]1
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   （4）
[image: image186.wmf]1

a

和[image: image187.wmf]2

a

是在流体中任意取的，所以上式可表示为对管中流体的任意处：
 [image: image188.wmf]=
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（4）式和（5）式称为伯努利方程。
  流体水平流动时，或者高度差的影响不显著时（如气体的流动），伯努利方程可表达为 

[image: image189.wmf]=
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常量                   （6）
  从（6）式可知，在流动的流体中，压强跟流速有关，流速v大的地方要强p小，流速v小的地方压强p大。
知道压强和流速的关系，就可以解释本节开始所做的实验了。经过漏斗吹乒乓球时，乒乓球上方空气的流速大，[image: image414.wmf]2

s

压强小，下方空气的压强大，乒乓球受到向上的力，所以会贴在漏斗上不会掉下来。向两张纸中间吹气，两张纸中间空气的流速大，压强小，外边空气的压强大，所以两张纸将互相贴近。同样的道理，两艘并排的船同向行驶时（图4-7-4）如果速度较大，两船会互相靠近，有相撞的危险。历史上就曾经发生过这类事故。在航海中。对并排同向行驶的船舶，要限制航速和两船的距离。
伯努利方程的应用：
 球类比赛中的旋转球和不转球的飞行轨迹不同，是因为球周围空气流动情况不同造成的。图4-7-5甲表示不转球水平向左运动时周围空气的流线。球的上方和下方流线对称，流速相同，上下不产生压强差。现在考虑球的旋转，致使球的下方空气的流速增大，上方流速减小，周围空气流线如图乙所示。球的下方流速大，压强小，上方流速小，压强大。跟不转球相比，图4-1-6乙所示旋转球因为旋转而受到向下的力，飞行轨迹要向下弯曲。
  例：如图4-7-6所示，用一弹簧把两物块A和B连接起来后，置于水平地面上。已知A和B的质量分别为[image: image190.wmf]1

m

和[image: image191.wmf]2

m

。问应给物块A上加多大的压力F，才可能在撤去力F后，A向上跳起后会出[image: image415.wmf]m

现B对地无压力的情况？弹簧的质量略去不计。
设弹簧原长为[image: image192.wmf]0
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，建立如图4-7-7所示的坐标，以k表示弹簧的劲度系数，则有 [image: image193.wmf]0
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取图中O点处为重力势能零点，当A受力F由O点再被压缩了x时，系统的机械能为
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[image: image416.wmf]r
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撤去F当A上升到最高处即弹簧较其自然长度再伸长[image: image195.wmf]x
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时，系统的机械能为
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  ③  

A在x处时，其受力满足
 [image: image197.wmf]0
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代入上式，乃有
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当F撤去A上升到[image: image200.wmf]x
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处时，弹簧的弹力大小为[image: image201.wmf]x
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，设此时B受到地面的支持力为N，则对于B应有 
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要B对地无压力，即N=0，则上式变为 
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因为A由x处上升至[image: image204.wmf]x
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处的过程中，对此系统无外力和耗散力作功，则其机械能守恒，即 
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联立解②~⑥式，可得 
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  显然，要出现B对地无压力的情况，应为[image: image208.wmf]F
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时，刚好能出现B对地无压力的情况，但B不会离开地面；当F＞（[image: image211.wmf]g
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时，B将出现离开地面向上跳起的情况。
 

§4．8 碰撞
  质量[image: image212.wmf]1

m

和[image: image213.wmf]2

m

的两个物块，在直线上发生对心碰撞，碰撞前后速度分别为[image: image214.wmf]10

v

和[image: image215.wmf]20
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及[image: image216.wmf]1
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和[image: image217.wmf]2
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，碰撞前后速度在一条直线上，由动量守恒定律得到[image: image218.wmf]2
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根据两物块在碰撞过程中的恢复情况，碰撞又可分类为下列几种
（1）弹性碰撞
在碰撞过程中没有机械能损失的碰撞称为弹性碰撞，由动能守恒有
[image: image219.wmf]2

2

2

2

1

1

2

20

2

2

10

1

2

1

2

1

2

1

2

1

v

m

v

m

v

m

v

m

+

=

+


结合动量守恒解得
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[image: image221.wmf]20
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对上述结果可作如下讨论
①[image: image222.wmf]2
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，[image: image224.wmf]10
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，即[image: image225.wmf]2
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交换速度。
②若[image: image226.wmf]1

m

＞＞[image: image227.wmf]2
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即质量大物速度几乎不变，小物以二倍于大物速度运动。
③若[image: image231.wmf]1
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＜＜[image: image232.wmf]2
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，且[image: image233.wmf]20
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，[image: image235.wmf]0
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，则质量大物几乎不动，而质量小物原速率反弹。
（2） 完全非弹性碰撞
  两物相碰粘合在一起或具有相同速度，被称为完全非弹性碰撞，在完全非弹性碰撞中，系统动量守恒，损失机械能最大。
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碰撞过程中损失的机械能为
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[image: image417.wmf]B
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（3 ）一般非弹性碰撞，恢复系数
一般非弹性碰撞是指碰撞后两物分开，速度[image: image239.wmf]2
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，且碰撞过程中有机械损失，但比完全非弹性碰撞损失机械能要小。物理学中用恢复系数来表征碰撞性质。恢复系数e定义为 
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①弹性碰撞，           e=1。
②完全非弹性碰撞      [image: image241.wmf]1
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，e=0。
③一般非弹性碰撞       0＜e＜1。
（4） 斜碰
两物碰撞前后不在一条直线上，属于斜碰，如图4-9-1所示
设两物间的恢复系数为e，设碰撞前[image: image242.wmf]1
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，法向、切向速度分量[image: image252.wmf]n

v

1

、[image: image253.wmf]n

v

2

、[image: image254.wmf]t

v

1

、[image: image255.wmf]t

v

2

，则有
[image: image256.wmf]n

n

n

n

v

v

v

v

e

20

10

1

2

-

-

=


若两物接触处光滑，则应有[image: image257.wmf]1
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若两物接触处有切向摩擦，这一摩擦力大小正比于法向正碰力，也是很大的力，它提供的切向冲量便不可忽略。
§4．9   质心及质心运动
4．9．1 质心及质心位置
  任何一个质点系中都存在着一个称为质心的特殊点，它的运动与内力无关，只取决于外力。当需要将质点组处理成一个质点时，它的质量就是质点组的总质量。当需要确定质心的运动时，就设想把质点组所受的全部外力集中作用在质心上。
  注意：质心是一个假想的质点。 

设空间有N个质点，其质量、位置分别记作[image: image261.wmf]i
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、[image: image262.wmf]n
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，质量组质心记为C，则质量、位置。
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直角坐标系中，记录质心的坐标位置为
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4．9．2、质心的速度、加速度、动量

质心速度[image: image270.wmf]i
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，在空间直角坐标系中，质心速度可表达为
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质心的动量[image: image274.wmf]mc
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质心的动量等于质点组中各个质点动量的矢量和。

质心的加速度[image: image276.wmf]a
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由上式可见，当质点组所受合外力为零时，质心将保持静止状态或匀速直线运动状态。

同样，质点组的动量定理也可表述为
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外力的冲量的矢量和等于质心动量的增量。

4．9．3、质心的动能与质点组的动能

以二个质点为例，质量[image: image281.wmf]1

m

、[image: image282.wmf]2

m

两质点相对于静止参照系速度[image: image283.wmf]1
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、[image: image284.wmf]2
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，质心C的速度[image: image285.wmf]C

v

，二质点相对于质心速度是[image: image286.wmf]¢
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[image: image288.wmf]2

2

2

2

1

1

2

1

2

1

v

m

v

m

E

K

+

=


              [image: image289.wmf]2

2

2

2

1

1

2

2

1

2

1

2

1

¢

+

¢

+

=

v

m

v

m

v

m

C

C


[image: image290.wmf]¢
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即二个质点的总动能等于质心的动能与两质点相对质心动能之和。

 
§4．10天体的运动与能量
4．10．1、天体运动的机械能守恒

二体系统的机械能E为系统的万有引力势能与各天体的动能之和。仅有一个天体在运动时，则E为系统的万有引力势能与其动能之和。由于没有其他外力作用，系统内万有引力属于保守力，故有机械能守恒，E为一恒量，如图4-10-1所示，设M天体不动，m天体绕M天体转动，则由机械动能守恒，有
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当运动天体背离不动天体运动时，[image: image292.wmf]P
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不断增大，而[image: image293.wmf]K
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将不断减小，可达无穷远处，此时[image: image294.wmf]0
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≥0，则应满足E≥0，即
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例如从地球发射人造卫星要挣脱地球束缚必有
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[image: image419.wmf]A
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我们称[image: image299.wmf]v

=11.2km/s为第二宇宙速度，它恰为第一宇宙速度为[image: image300.wmf]2

倍。

另外在上面的二体系统中，由于万有引力属于有心力，所以对m而言，遵循角动量守恒
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方向的夹角。它实质可变换得到开普勒第二定律，即行星与恒星连线在相等时间内扫过面积等。

 

4．10．2、天体运动的轨道与能量

若M天体固定，m天体在万有引力作用下运动，其圆锥曲线可能是椭圆（包括圆）、抛物线或双曲线。

i）椭圆轨道

如图4-7-1所示，设椭圆轨道方程为
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则椭圆长，短半轴为a、b，焦距[image: image305.wmf]2
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，近地点速度[image: image306.wmf]1
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，则有
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或由开普勒第二定律：
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可解得
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代入E得
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ii)抛物线

设抛物线方程为

[image: image313.wmf]2
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太阳在其焦点（[image: image314.wmf]A
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）处，则m在抛物线顶点处能量为
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可以证明抛物线顶点处曲率半径[image: image316.wmf]A
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抛物线轨道能量
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  iii）双曲线

设双曲线方程为
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焦距[image: image321.wmf]2
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，太阳位于焦点（C，0），星体m在双曲线正半支上运动。如图4-10-3所示，其渐近线OE方程为y=bx/a，考虑m在D处与无穷远处关系，有
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考虑到当[image: image323.wmf]¥
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故有
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联解得
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双曲线轨道能量
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         双曲线轨道

以下举一个例子

质量为m的宇宙飞船绕地球中心0作圆周运动，已知地球半径为R，飞船轨道半径为2R。[image: image421.wmf]2

x

现要将飞船转移到另一个半径为4R的新轨道上，如图4-10-4所示，求

（1）转移所需的最少能量；

（2）如果转移是沿半椭圆双切轨道进行的，如图中的ACB所示，则飞船在两条轨道的交接处A和B的速度变化[image: image333.wmf]B
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各为多少？

解: （1）宇宙飞船在2R轨道上绕地球运动时，万有引力提供向心力，令其速度为[image: image334.wmf]1
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，乃有
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故得     
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此时飞船的动能和引力势能分别为
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所以飞船在2R轨道上的机械能为
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同理可得飞船在4R轨道上的机械能为

                  [image: image340]
以两轨道上飞船所具有的机械能比较，知其机械能的增量即为实现轨道转移所需的最少能量，即

                [image: image341.wmf]R
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（2）由（1）已得飞船在2R轨道上运行的速度为

                     [image: image342.wmf]R
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同样可得飞船4R轨道上运行的速度为

                     [image: image343.wmf]R
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设飞船沿图示半椭圆轨道ACB运行时，在A、B两点的速度分别为[image: image344.wmf]¢
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。则由开普勒第二定律可得
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又由于飞船沿此椭圆轨道的一半运行中机械能守恒，故应有
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联立以上两式解之可得
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故得飞船在A、B两轨道交接处的速度变化量分别为
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  例如：三个钢球A、B、C由轻质的长为[image: image351.wmf]l

的硬杆连接，竖立在水平面上，如图4-10-5所示。已知三球质量[image: image352.wmf]m
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，距离杆[image: image354.wmf]l
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处有一面竖直墙。因受微小扰动，两杆分别向两边滑动，使B球竖直位置下降。致使C球与墙面发生碰撞。设C球与墙面碰撞前后其速度大小不变，且所有摩擦不计，各球的直径都比[image: image355.wmf]l

小很多，求B球落地瞬间三球的速度大小。

  解：  

（1）球碰墙前三球的位置
  视A、B、C三者为一系统，A、C在水平面上滑动时，只要C不与墙面相碰，则此系[image: image423.wmf]o

统不受水平外力作用，此系统质心的水平坐标不发生变化。以图4-10-6表示C球刚好要碰墙前三球的位置，以[image: image356.wmf]a

表示此时BC杆与水平面间的夹角，则AB杆与水平面间的夹角也为[image: image357.wmf]a

，并令BA杆上的M点与系统质心的水平坐标相同，则应有
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(

a

故得     ①
由上述知M点的水平坐标应与原来三秋所在的位置的水平坐标相同，故知此刻M点与右侧墙面的距离即为[image: image359.wmf]a

，即M点与C球的水平距离为[image: image360.wmf]a
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          ②
（2）求三球碰墙前的速度
  由于碰墙前M点的水平坐标不变，则在A、C沿水平面滑动过程中的任何时刻，由于图中的几何约束，C点与M点的水平距离总等于A点与M点的水平距离的[image: image365.wmf]3

5

倍，可见任何时刻C点的水平速度大小总为A点水平速度大小的[image: image366.wmf]3

5

倍。以[image: image367.wmf]A
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、[image: image368.wmf]B
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分别表示图5-2-2中三球的速度，则有
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又设[image: image371.wmf]B
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沿BC方向的分量为[image: image372.wmf]BC
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，则由于[image: image373.wmf]B
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分别为杆BC两端的小球速度，则此两小球速度沿着杆方向的投影应该相等，即
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，同上道理可得
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注意到BA与BC两个方向刚好互相垂直，故得[image: image379.wmf]B
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以②③两式带入上式，乃得
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  由于系统与图5-2-1状态到图5-2-2状态的机械能守恒，乃有
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以①~④式代入上式。解方程知可得
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（3）求C球在刚碰墙后三球的速度
  如图4-10-8所示，由于C球与墙碰撞，导致C球的速度反向而大小不变，由于杆BC对碰撞作用力的传递，使B球的速度也随之变化，这一变化的结果是：B球速度沿CB方向的分量[image: image384.wmf]BC

v

¢

与C球速度沿CB方向的分量相等，即
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        ⑥
由于BC杆只能传递沿其杆身方向的力，故B球在垂直于杆身方向（即BA方向）的速度不因碰撞而发生变化，A球的速度也不因碰撞而发生变化，即其仍为[image: image386.wmf]A
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满足
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乃得刚碰撞后B球速度大小为
[image: image389.wmf]A

A

C

BA

BC

B

v

v

v

v

v

v

9

17

2

2

2

2

=

+

=

¢

+

¢

=

¢

      ⑧
（4）求B球落地时三球的速度大小
  碰撞后，三球速度都有水平向左的分量，可见此后系统质心速度在水平方向的分量[image: image390.wmf]Mx

v

应该方向向左，且由于此后系统不受水平外力，则[image: image391.wmf]Mx
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应维持不变。由上解得的三球速度，可得[image: image392.wmf]Mx
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以③、⑤、⑥、⑦诸式代入上式可解得
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             ⑨
  当B球落地时，A、B、C三小球均在同一水平线上，它们沿水平方向的速度相等，显然，这一速度也就是系统质心速度的水平分量[image: image395.wmf]Mx
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。而B小球刚要落地时，A、C两球的速度均沿水平方向（即只有水平分量），B球的速度则还有竖直分量，以[image: image396.wmf]B

v

落表示此刻B球速度的大小。则由图4-10-8所示的状态到B小球刚要落地时
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以⑨、⑧、⑤各式代入上式可解得
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  综合上述得本题答案为：当B小球刚落地时，A、B、C三球的速度大小分别为
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