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一．如图，△ABC中，O为外心，三条高AD、BE、CF交于点H，直线ED和AB交于点M，FD和AC交于点N．

求证：(1) OB⊥DF，OC⊥DE；

(2) OH⊥MN．

二． 设
[image: image92.emf]�

B'

�

O

�

2

�

O

�

1

�

F

�

E

�

P

�

D

�

A

�

B

�

C

（i=1，2，…，n）且
[image: image2.wmf]å

å

=

£

<

£

=

+

n

i

n

j

k

j

k

i

x

x

j

k

x

1

1

2

1

2

，求
[image: image3.wmf]å

=

n

i

i

x

1

的最大值与最小值．



三．（本题满分50分）

将边长为正整数m，n的矩形划分成若干边长均为正整数的正方形．每个正方形的边均平行于矩形的相应边．试求这些正方形边长之和的最小值．
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2001年全国高中数学联合竞赛加试参考答案及评分标准 

一．证明：(1)∵A、C、D、F四点共圆
    ∴∠BDF＝∠BAC
    又∠OBC＝
[image: image5.wmf]2

1

(180°－∠BOC)＝90°－∠BAC
    ∴OB⊥DF．
(2)∵CF⊥MA
      ∴MC 2－MH 2＝AC 2－AH 2       ①
      ∵BE⊥NA
      ∴NB 2－NH 2＝AB 2－AH 2        ②
      ∵DA⊥BC
      ∴BD 2－CD 2＝BA 2－AC 2        ③
      ∵OB⊥DF
      ∴BN 2－BD 2＝ON 2－OD 2        ④
      ∵OC⊥DE
      ∴CM 2－CD 2＝OM 2－OD 2       ⑤  ……………………………………  30分
    ①－②＋③＋④－⑤，得
    NH 2－MH 2＝ON 2－OM 2  MO 2－MH 2＝NO 2－NH 2
    ∴OH⊥MN  ……………………………………………………………………   50分

另证：以BC所在直线为x轴，D为原点建立直角坐标系，
    设A(0，a)，B(b，0)，C (c，0)，则 
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    ∴直线AC的方程为
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    同理可得F (
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    直线AC的垂直平分线方程为
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    直线BC的垂直平分线方程为
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在直线BE的方程
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    直线DF的方程为
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    同理可得M (
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    ∵kOH ·kMN ＝－1，∴OH⊥MN．

二．解：先求最小值，因为
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等号成立当且仅当存在i使得xi＝1，xj＝0，j＝i
    ∴
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再求最大值，令
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    则①  
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    令
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    由柯西不等式得：
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    等号成立 
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  (k=1，2，…，n)
    由于a1≥a2≥…≥an，从而
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    所求最大值为
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三．解：记所求最小值为f (m，n)，可义证明f (m，n)＝rn＋n－(m，n)  (*)
    其中(m，n) 表示m和n的最大公约数  ………………………………………  10分
    事实上，不妨没m≥n
    (1)关于m归纳，可以证明存在一种合乎题意的分法，使所得正方形边长之和恰为rn＋n－(m，n)
    当用m＝1时，命题显然成立．

[image: image87.jpg]


    假设当，m≤k时，结论成立(k≥1)．当m＝k＋1时，若n＝k＋1，则命题显然成立．若n＜k＋1，从矩形ABCD中切去正方形AA1D1D(如图)，由归纳假设矩形A1BCD1有一种分法使得所得正方形边长之和恰为m—n＋n—(m－n，n)＝m－(m，n)，于是原矩形ABCD有一种分法使得所得正方形边长之和为rn＋n－(m，n)  ……………………………………  20分
 (2)关于m归纳可以证明(*)成立．
  当m＝1时，由于n＝1，显然f (m，n)＝rn＋n－(m，n)
    假设当m≤k时，对任意1≤n≤m有f (m，n)＝rn＋n－(m，n)
  若m＝k＋1，当n＝k＋1时显然f (m，n)＝k＋1＝rn＋n－(m，n)．
  当1≤n≤k时，设矩形ABCD按要求分成了p个正方形，其边长分别为al，a2，…，ap  
    不妨a1≥a2≥…≥ap
    显然a1＝n或a1＜n．

若a1＜n，则在AD与BC之间的与AD平行的任一直线至少穿过二个分成的正方形    (或其边界)．于是a1＋a2＋…＋ap不小于AB与CD之和．
    所以a1＋a2＋…＋ap≥2m＞rn＋n－(m，n)
    若a1＝n，则一个边长分别为m－n和n的矩形可按题目要求分成边长分别为a2，…ap的正方形，由归纳假设
    a2＋…＋ap≥m－n＋n－(m－n，n))＝rn－(m，n)
    从而a1＋a2＋…＋ap≥rn＋n－(m，n)
    于是当rn＝k＋1时，f (m，n)≥rn＋n－(m，n)
    再由(1)可知f (m，n)＝rn＋n－(m，n)．  …………………………………………50分

2003无答案

一、（50分）过圆外一点P作圆的两条切线和一条割线，切点为A， B 。 所作割线交圆于C， D两点，C在P， D之间。 在弦CD上取一点Q，使 ∠DAQ = ∠PBC 。 求证： ∠DBQ = ∠PAC 。 

二、（50分）设三角形的三边长分别是整数 a,b,c 且 a > b > c 。已知：{3^a/104} = {3^b/104} = {3^c/104} 分别为a,b,c)其中 {x} = x - [x],而 [x] 表示不超过 x 的最大整数。求这种三角形周长的最小值。( 3^x 表示3的x次幂，^运算优先于/运算。)

三、（50分） 由n个点和这些点之间的 x 条连线段组成一个空间四边形,其中 n = q2 + q + 1 ,x≥q(q+1)2 + 1 ,q≥2 ,q∈N 。 已知此图中任四点不共面，每点至少有一条连线段，存在一点至少有 q + 2 条连线段. 证明：图中必存在一个空间四边形（即由四点A，B，C，D和四条连线段AB，BC，CD，DA组成的图形）。
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一、以B0和B1为焦点的椭圆与△AB0B1的边ABi交于Ci（i=0，1）。在AB0的延长线上任取点P0，以B0为圆心，B0P0为半径作圆弧P0Q0交C1B0的延长线于Q0；以C1为圆心，C1Q0为半径作圆弧Q0P1交B1A的延长线于P1；以B1为圆心，B1P1为半径作圆弧P1Q1交B1C0的延长线于Q1；以C0为圆心，C0Q1为半径作圆弧Q1P′0，交AB0的延长线于P′0。试证：
（1）点P′0与点P0重合，且圆弧P0Q0与P0Q1相内切于P0；

（2）四点P0、Q0、Q1、P1共圆。

二、已知无穷数列{an}满足a0=x，a1=y，
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（1）对于怎样的实数x与y，总存在正整数n0，使当n0≥n时an恒为常数？

（2）求数列{an}的通项公式。
三、解方程组
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答案
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一、（本题满分50分）以B0和B1为焦点的椭圆与△AB0B1的边ABi交于Ci（i=0，1）。在AB0的延长线上任取点P0，以B0为圆心，B0P0为半径作圆弧P0Q0交C1B0的延长线于Q0；以C1为圆心，C1Q0为半径作圆弧Q0P1交B1A的延长线于P1；以B1为圆心，B1P1为半径作圆弧P1Q1交B1C0的延长线于Q1；以C0为圆心，C0Q1为半径作圆弧Q1P′0，交AB0的延长线于P′0。试证：

（1）点P′0与点P0重合，且圆弧P0Q0与P0Q1相内切于P0；

（2）四点P0、Q0、Q1、P1共圆。

证明：（1）显然B0P0=B0Q0，并由圆弧P0Q0和Q0P1，Q0P1和P1Q1，P1Q1和Q1P′0分别相内切于点Q0、P1、Q1，得C1B0+B0Q0=C1P1，B1C1+C1P1=B1C0+C0Q1以及C0Q1=C0B0+B0P′0。四式相加，利用B1C1+C1B0=B1C0+C0B0以及P′0在B0P0或其延长线上，有B0P0=B0P′0。
从而可知点P′0与点P0重合。由于圆弧Q1P0的圆心C0、圆弧P0Q0的圆心B0以及P0在同一直线上，所以圆弧Q1P0和P0Q0相内切于点P0。
（2）现在分别过点P0和P1引上述相应相切圆弧的公切线P0T和P1T交于点T。又过点Q1引相应相切圆弧的公切线R1S1，分别交P0T和P1T于点R1和S1。连接P0Q1和P1Q1，得等腰三角形P0Q1R1和P1Q1S1。基于此，我们可由

∠P0Q1P1=π−∠P0Q1R1−∠P1Q1S1=π−(∠P1P0T−∠Q1P0P1)−(∠P0P1T−∠Q1P1P0)

而π−∠P0Q1P1=∠Q1P0P1+∠Q1P1P0，代入上式后，即得
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，同理可得
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。所以四点P0、Q0、Q1、P1共圆。
二、（本题满分50分）已知无穷数列{an}满足a0=x，a1=y，
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（1）对于怎样的实数x与y，总存在正整数n0，使当n0≥n时an恒为常数？

（2）求数列{an}的通项公式。
解：（1）我们有
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（2.1）

所以，如果对某个正整数n，有an+1=an，则必有(an)2=1，且an+an−1≠0。
如果该n=1，我们得|y|=1且x≠−y。
（2.2）
如果该n>1，我们有
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（2.3）

和
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（2.4）

将式（2.3）和（2.4）两端相乘，得
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（2.5）

由（2.5）递推，必有（2.2）或|x|=1且y≠−x。
（2.6）

反之，如果条件（2.2）或（2.6）满足，则当n≥2时，必有an=常数，且常数是1或－1。
（2）由（2.3）和（2.4），我们得到
[image: image55.wmf]1

1

1

1

1

1

2

2

1

1

+

-

×

+

-

=

+

-

-

-

-

-

n

n

n

n

n

n

a

a

a

a

a

a

，n≥2。
（2.7）

记
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由此递推，我们得到
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1

)

1

1

(

)

1

1

(

1

1

-

-

+

-

×

+

-

=

+

-

n

n

F

F

n

n

x

x

y

y

a

a

，n≥2，
（2.8）

这里Fn=Fn−1+Fn−2，n≥2，F0=F1=1。
（2.9）

由（2.9）解得
[image: image59.wmf]]

)

2

5

1

(

)

2

5

1

[(

5

1

1

1

+

+

-

-

+

=

n

n

n

F

。
（2.10）

上式中的n还可以向负向延伸，例如F−1=0，F−2=1。
这样一来，式（2.8）对所有的n≥0都成立。由（2.8）解得
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（2.11）

式（2.11）中的F−1、F−2由（2.10）确定。
三、（本题满分50分）解方程组
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。
解：令p=x+z、q=xz，我们有p2=x2+z2+2q，p3=x3+z3+3pq，p4=x4+z4+4p2q−2q2。同样，令s=y+w、t=yw，有s2=y2+w2+2t，s3=y3+w3+3st，s4=y4+w4+4s2t−2t2。

在此记号系统下，原方程组的第一个方程为p=s+2。
（3.1）

于是p2=s2+4s+4，p3=s3+6s2+12s+8，p4=s4+8s3+24s2+32s+16。现在将上面准备的p2、p3、p4和s2、s3、s4的表达式代入，得x2+z2+2q=y2+w2+2t+4s+4，x3+z3+3pq=y3+w3+3st+6s2+12s+8，x4+z4+4p2q−2q2=y4+w4+4s2t−2t2+8s3+24s2+32s+16。

利用原方程组的第二至四式化简，得q=t+2s−1，
（3.2）

pq=st+2s2+4s−4，
（3.3）

2p2q−q2=2s2t−t2+4s3+12s2+16s−25。
（3.4）
将（3.1）和（3.2）代入（3.3），得
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（3.5）

将（3.5）代入（3.2），得
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（3.6）
将（3.1）（3.5）（3.6）代入（3.4），得s=2。所以有t=0，p=4，q=3。
这样一来，x、z和y、w分别是方程
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。详言之，方程组有如下四组解：x=3，y=2，z=1，w=0；或x=3，y=0，z=1，w=2；或x=1，y=2，z=3，w=0；或x=1，y=0，z=3，w=2。
注：如果只得到一组解，或者不完整，最多得40分。
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一、（本题满分50分）如图，在锐角△ABC中，AB<AC，AD是边BC上的高，P是线段AD内一点。过P作PE⊥AC，垂足为E，做PF⊥AB，垂足为F。O1、O2分别是△BDF、△CDE的外心。求证：O1、O2、E、F四点共圆的充要条件为P是△ABC的垂心。
[image: image91.png]


二、（本题满分50分）如图，在7×8的长方形棋盘的每个小方格的中心点各放一个棋子。如果两个棋子所在的小方格共边或共顶点，那么称这两个棋子相连。现从这56个棋子中取出一些，使得棋盘上剩下的棋子，没有五个在一条直线（横、竖、斜方向）上依次相连。问最少取出多少个棋子才可能满足要求？并说明理由。

三、（本题满分50分）设集合P={1，2，3，4，5}，对任意k∈P和正整数m，记f(m，k)=
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，其中[a]表示不大于a的最大整数。求证：对任意正整数n，存在k∈P和正整数m，使得f(m，k)=n。

答案
一、（本题满分50分）如图，在锐角△ABC中，AB<AC，AD是边BC上的高，P是线段AD内一点。过P作PE⊥AC，垂足为E，作PF⊥AB，垂足为F。O1、O2分别是△BDF、△CDE的外心。求证：O1、O2、E、F四点共圆的充要条件为P是△ABC的垂心。
证明：连结BP、CP、O1O2、EO2、EF、FO1。因为PD⊥BC，PF⊥AB，故B、D、P、F四点共圆，且BP为该圆的直径。又因为O1是△BDF的外心，故O1在BP上且是BP的中点。同理可证C、D、P、E四点共圆，且O2是的CP中点。综合以上知O1O2∥BC，所以∠PO2O1=∠PCB。因为AF·AB=AP·AD=AE·AC，所以B、C、E、F四点共圆。

充分性：设P是△ABC的垂心，由于PE⊥AC，PF⊥AB，所以B、O1、P、E四点共线，C、O2、P、F四点共线，∠FO2O1=∠FCB=∠FEB=∠FEO1，故O1、O2、E、F四点共圆。

必要性：设O1、O2、E、F四点共圆，故∠O1O2E+∠EFO1=180°。

由于∠PO2O1=∠PCB=∠ACB−∠ACP，又因为O2是直角△CEP的斜边中点，也就是△CEP的外心，所以∠PO2E=2∠ACP。因为O1是直角△BFP的斜边中点，也就是△BFP的外心，从而∠PFO1=90°−∠BFO1=90°−∠ABP。因为B、C、E、F四点共圆，所以∠AFE=∠ACB，∠PFE=90°−∠ACB。于是，由∠O1O2E+∠EFO1=180°得

(∠ACB−∠ACP)+2∠ACP+(90°−∠ABP)+(90°−∠ACB)=180°，即∠ABP=∠ACP。又因为AB<AC，AD⊥BC，故BD<CD。设B'是点B关于直线AD的对称点，则B'在线段DC上且B'D=BD。连结AB'、PB'。由对称性，有∠AB'P=∠ABP，从而∠AB'P=∠ACP，所以A、P、B'、C四点共圆。由此可知∠PB'B=∠CAP=90°−∠ACB。因为∠PBC=∠PB'B，

故∠PBC+∠ACB=(90°−∠ACB)+∠ACB=90°，故直线BP和AC垂直。由题设P在边BC的高上，所以P是△ABC的垂心。

二、（本题满分50分）如图，在7×8的长方形棋盘的每个小方格的中心点各放一个棋子。如果两个棋子所在的小方格共边或共顶点，那么称这两个棋子相连。现从这56个棋子中取出一些，使得棋盘上剩下的棋子，没有五个在一条直线（横、竖、斜方向）上依次相连。问最少取出多少个棋子才可能满足要求？并说明理由。

解：最少要取出11个棋子，才可能满足要求。其原因如下：

如果一个方格在第i行第j列，则记这个方格为(i，j)。

第一步证明若任取10个棋子，则余下的棋子必有一个五子连珠，即五个棋子在一条直线（横、竖、斜方向）上依次相连。用反证法。假设可取出10个棋子，使余下的棋子没有一个五子连珠。如图1，在每一行的前五格中必须各取出一个棋子，后三列的前五格中也必须各取出一个棋子。这样，10个被取出的棋子不会分布在右下角的阴影部分。同理，由对称性，也不会分布在其他角上的阴影部分。第1、2行必在每行取出一个，且只能分布在(1，4)、(1，5)、(2，4)、(2，5)这些方格。同理(6，4)、(6，5)、(7，4)、(7，5)这些方格上至少要取出2个棋子。在第1、2、3列，每列至少要取出一个棋子，分布在(3，1)、(3，2)、(3，3)、(4，1)、(4，2)、(4，3)、(5，1)、(5，2)、(5，3)所在区域，同理(3，6)、(3，7)、(3，8)、(4，6)、(4，7)、(4，8)、(5，6)、(5，7)、(5，8)所在区域内至少取出3个棋子。这样，在这些区域内至少已取出了10个棋子。因此，在中心阴影区域内不能取出棋子。由于①、②、③、④这4个棋子至多被取出2个，从而，从斜的方向看必有五子连珠了。矛盾。
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图2

第二步构造一种取法，共取走11个棋子，余下的棋子没有五子连珠。如图2，只要取出有标号位置的棋子，则余下的棋子不可能五子连珠。

综上所述，最少要取走11个棋子，才可能使得余下的棋子没有五子连珠。

三、（本题满分50分）设集合P={1，2，3，4，5}，对任意k∈P和正整数m，记

f(m，k)=
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，其中[a]表示不大于a的最大整数。求证：对任意正整数n，存在k∈P和正整数m，使得f(m，k)=n。

证明：定义集合A={
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|m∈N*，k∈P}，其中N*为正整数集。由于对任意k、i∈P且k≠i，
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是无理数，则对任意的k1、k2∈P和正整数m1、m2，
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当且仅当m1=m2，k1=k2。由于A是一个无穷集，现将A中的元素按从小到大的顺序排成一个无穷数列。对于任意的正整数n，设此数列中第n项为
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。下面确定n与m、k的关系。若
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。由m1是正整数可知，对i=1，2，3，4，5，满足这个条件的m1的个数为
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。从而n=
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=f(m，k)。因此对任意n∈N*，存在m∈N*，k∈P，使得f(m，k)=n。
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