智浪教育—普惠英才文库

几何（1）：

设D是
[image: image306.emf]D

S'

M

N

S

Q

P

A'

O A

的边BC上的一点，点P在线段AD上，过点D作一直线分别与线段AB、PB交于点M、E，与线段AC、PC的延长线交于点F、N。如果DE=DF，求证：DM=DN
[image: image1.wmf]ABC

D


几何（2）

[image: image260.wmf]E

设点D为等腰
[image: image2.wmf]ABC

D

的底边BC上一点，F为过A、D、C三点的圆在
[image: image3.wmf]ABC

D

内的弧上一点，过B、D、F三点的圆与边AB交于点E。求证：

[image: image4.wmf]CDEFDFAEBDAF

×+×=×


几何（3）：

[image: image261.wmf]I

如图所示，在△ABC中，
[image: image5.wmf]90,,

ABCDG

Ð=°

是边CA上的两点，　　

连接BD，BG . 过点A，G分别作BD的垂线，垂足分别为E，

F，连接CF. 若BE＝EF，求证：
[image: image6.wmf]ABGDFC

Ð=Ð

.
[image: image262.wmf]G

几何（4）：

如图，在
[image: image7.wmf]ABC

D

中,
[image: image8.wmf]60

A

Ð=°

, 
[image: image9.wmf]ABC

D

的内切圆
[image: image10.wmf]I

分别切边


[image: image11.wmf],

ABAC

于点
[image: image12.wmf],

DE

,直线
[image: image13.wmf]DE

分别与直线
[image: image14.wmf]BICI

，

相交于点


[image: image15.wmf]FG

，

, 证明：
[image: image16.wmf]1

2

FGBC

=
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[image: image263.wmf]F

几何（5）：

在△ABC中，BC>AB，BD平分
[image: image17.wmf]ABC

Ð

交AC于D，如图，CP垂直BD，垂足为P，AQ垂直BP，Q为垂足。M是AC中点，E是BC中点。若△PQM的外接圆O与AC的另一个交点为H，求证: O、H、E、M四点共圆。
[image: image264.wmf]D

几何（6）：

如图，
[image: image18.wmf]ABC

D

的内切圆I分别切BC、AC于点M、N，点E、F分别为边AB、AC的中点，D是直线EF与BI的交点。证明：M、N、D三点共线。
几何（7）

[image: image265.wmf]C

已知
[image: image19.wmf]O

e

、
[image: image20.wmf]I

e

分别是
[image: image21.wmf]ABC

D

的外接圆和内切圆；证明：过
[image: image22.wmf]O

e

上的任意一点
[image: image23.wmf]D

，都可以作一个三角形
[image: image24.wmf]DEF

，使得
[image: image25.wmf]O

e

、
[image: image26.wmf]I

e

分别是
[image: image27.wmf]DEF

D

的外接圆和内切圆．

几何（8）

[image: image266.wmf]B

如图，过
[image: image28.wmf]ABC

D

的外心
[image: image29.wmf]O

任作一直线，分别交边
[image: image30.wmf],

ABAC

于
[image: image31.wmf],

MN

，
[image: image32.wmf]F

E

,

分别是
[image: image33.wmf],

BNCM

的中点.证明：
[image: image34.wmf]EOFA

Ð=Ð

.
几何（9）：

设
[image: image35.wmf]000

,,

AABBCC

是
[image: image36.wmf]ABC

D

的三条角平分线，自
[image: image37.wmf]0

A

作
[image: image38.wmf]01

AA

∥
[image: image39.wmf]0

BB

，

[image: image267.wmf]A


[image: image40.wmf]02

AA

∥
[image: image41.wmf]0

CC

，
[image: image42.wmf]12

,

AA

分别在
[image: image43.wmf],

ACAB

上，直线
[image: image44.wmf]123

AABCA

=

I

；类似得到点
[image: image45.wmf]33

,

BC

．

证明：
[image: image46.wmf]333

,,

ABC

三点共线．

几何（10）:

一张纸上画有一个半径为R的圆O和圆内一个定点A，且OA=a，折叠纸片，使圆周上某一点A(刚好与点A重合．这样的每一种折法，都留下一条折痕．当A(取遍圆周上所有点时，求所有折痕所在直线上点的集合．

几何（1）：

设D是
[image: image47.wmf]ABC

D

的边BC上的一点，点P在线段AD上，过点D作一直线分别与线段AB、PB交于点M、E，与线段AC、PC的延长线交于点F、N。如果DE=DF，求证：DM=DN
[image: image268.wmf]A

证明：
对
[image: image48.wmf]AMD

D

和直线BEP用梅涅劳斯定理得：
[image: image49.wmf]1(1)

APDEMB

PDEMBA

××=

L

，
对
[image: image50.wmf]AFD

D

和直线NCP用梅涅劳斯定理得：
[image: image51.wmf]1(2)

ACFNDP

CFNDPA

××=

L

，
对
[image: image52.wmf]AMF

D

和直线BDC用梅涅劳斯定理得：
[image: image53.wmf]1(3)

ABMDFC

BMDFCA

××=

L


（1）（2）（3）式相乘得：
[image: image54.wmf]1

DEFNMD

EMNDDF

××=

，又DE=DF，所以有
[image: image55.wmf]DMDN

DMDEDNDE

=

--

，所以DM=DN。
几何（2）

设点D为等腰
[image: image56.wmf]ABC

D

的底边BC上一点，F为过A、D、C三点的圆在
[image: image57.wmf]ABC

D

内的弧上一点，过B、D、F三点的圆与边AB交于点E。求证：

[image: image58.wmf]CDEFDFAEBDAF

×+×=×


[image: image269.wmf]B

设AF的延长线交
[image: image59.wmf]BDF

e

于K，

[image: image60.wmf]AEFAKB

AEFAKB
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因此
[image: image61.wmf],

EKBKAEAK

AFABAFAB

==

。于是要证（1），
只需证明：

[image: image62.wmf](2)

CDBKDFAKBDAB
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又注意到
[image: image63.wmf]KBDKFDC

Ð=Ð=Ð

。
我们有
[image: image64.wmf]1

sin

2

DCK

SCDBKC

D
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进一步有

[image: image65.wmf]1

sin

2
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SBDABC
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因此要证（2），只需证明
[image: image66.wmf](3)

ABDDCKADK

SSS
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而（3）
[image: image67.wmf]//(4)
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事实上由
[image: image68.wmf]BKAFDBKAC

Ð=Ð=Ð

知（4）成立，得证。
几何（3）：

[image: image270.wmf]C

如图所示，在△ABC中，
[image: image69.wmf]90,,

ABCDG

Ð=°

是边CA上的两点，　　

连接BD，BG . 过点A，G分别作BD的垂线，垂足分别为E，

F，连接CF. 若BE＝EF，求证：
[image: image70.wmf]ABGDFC

Ð=Ð

.
证：作
[image: image71.wmf]RtABC

V

的外接圆w，延长BD、AE分别交w于K、J. 

连接BJ、CJ、KJ、FJ. 易知
[image: image72.wmf]BAJKBC

Ð=Ð

，故BJ＝KC.
于是四边形BJCK是等腰梯形，又AJ垂直平分BF，故BJ＝FJ，

故四边形FJCK是平行四边形.
[image: image271.wmf]D

设AE与BG的交点为M，FC与JK的交点为N，则M、N分别是BG和FC的中点，

于是
[image: image73.wmf]sinsin

,

sinsin

ABMAGJKCFK
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又  
[image: image74.wmf]BAGFKC
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，

于是 
[image: image75.wmf]BAG

D

∽
[image: image76.wmf]FKC

D

，

所以 
[image: image77.wmf]ABGDFC
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.
[image: image272.wmf]F

几何（4）：

如图，在
[image: image78.wmf]ABC

D

中,
[image: image79.wmf]60

A

Ð=°

, 
[image: image80.wmf]ABC

D

的内切圆
[image: image81.wmf]I

分别切边


[image: image82.wmf],

ABAC

于点
[image: image83.wmf],

DE

,直线
[image: image84.wmf]DE

分别与直线
[image: image85.wmf]BICI

，

相交于点


[image: image86.wmf]FG

，

, 证明：
[image: image87.wmf]1

2

FGBC

=

．

证法一：分别连接
[image: image88.wmf]CFBGIDIEAI

，

，

，

，

,

则
[image: image89.wmf]ADIE

、

、

、

四点共圆.

[image: image273.wmf]G

所以
[image: image90.wmf]1

2

IDEA
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,

从而
[image: image91.wmf]1

90
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,

又
[image: image92.wmf]11
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22
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,

所以
[image: image93.wmf]BDFBIC

Ð=Ð

.

又 
[image: image94.wmf]DBFCBI

Ð=Ð

,得
[image: image95.wmf]FDB

D

∽
[image: image96.wmf]CIB

D

.所以


[image: image97.wmf]FBDB

CBIB
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.
又由 
[image: image98.wmf]DBIFBC

Ð=Ð

,得 
[image: image99.wmf]IDB

D

∽
[image: image100.wmf]CFB

D

,所以 
[image: image101.wmf]CFBF

^

, 从而
[image: image102.wmf]1
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.
同理
[image: image103.wmf]BGGC

^

，所以
[image: image104.wmf]BCFG

、

、

、

四点共圆，由此 
[image: image105.wmf]sin

FG

BC
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，所以


[image: image106.wmf]1
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.
证法二：因为
[image: image107.wmf]1

()
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BIGBC
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，又因为
[image: image108.wmf]1801
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，

所以
[image: image109.wmf]BDIG
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四点共圆，因此


[image: image110.wmf]90

BGCBDI
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.
同理
[image: image111.wmf]90

CFB
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，所以
[image: image112.wmf]BCFG

、

、

、

四点共圆. 

又 
[image: image113.wmf]1
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，所以


[image: image114.wmf]1
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.
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几何（5）：

在△ABC中，BC>AB，BD平分
[image: image115.wmf]ABC

Ð

交AC于D，如图，CP垂直BD，垂足为P，AQ垂直BP，Q为垂足。M是AC中点，E是BC中点。若△PQM的外接圆O与AC的另一个交点为H，求证: O、H、E、M四点共圆。
作AQ延长线交BC于N，则Q为AN中点，又M为AC中点，故QM//BC。所以

[image: image116.wmf]1
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PQMPBCABC
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。
同理，
[image: image117.wmf]1
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。
所以
QM= PM。
又因为Q、H、P、M共圆，所以
[image: image118.wmf]PHCPHMPQM
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，故
[image: image119.wmf]PHCPBC

Ð=Ð

。
所以P、H、B、C四点共圆，
[image: image120.wmf]90

BHCBPC
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o

，故
[image: image121.wmf]1
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HEBCEP
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。
结合OH=OM，知OE为HP中垂线，易知
[image: image122.wmf]EHOEPOOPM
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，所以O、H、E、M四点共圆。
[image: image275.wmf]E

几何（6）：

如图，
[image: image123.wmf]ABC

D

的内切圆I分别切BC、AC于点M、N，点E、F分别为边AB、AC的中点，D是直线EF与BI的交点。证明：M、N、D三点共线。
[image: image276.wmf]A

连接AD，则易知
[image: image124.wmf]90

ADB
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。连接AI、DM，DM与AC交于点G。因为
[image: image125.wmf]ABIDBM
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，所以
[image: image126.wmf]ABBI
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，故
[image: image127.wmf]ABIDBM
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，从而
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连接IG、IC、IM，则

[image: image129.wmf]1
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所以I、M、C、G四点共圆，从而
[image: image130.wmf]IGAC

^

，因此G与N重合，即M、N、D三点共线。
几何（7）

[image: image277.wmf]B

已知
[image: image131.wmf]O

e

、
[image: image132.wmf]I

e

分别是
[image: image133.wmf]ABC

D

的外接圆和内切圆；证明：过
[image: image134.wmf]O

e

上的任意一点
[image: image135.wmf]D

，都可以作一个三角形
[image: image136.wmf]DEF

，使得
[image: image137.wmf]O
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、
[image: image138.wmf]I

e

分别是
[image: image139.wmf]DEF

D

的外接圆和内切圆．

[image: image278.wmf]C

证：如图，设
[image: image140.wmf]OId
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，
[image: image141.wmf],

Rr

分别是
[image: image142.wmf]ABC

D

的外接圆和内切圆半径，延长
[image: image143.wmf]AI

交
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于
[image: image145.wmf]K

，则
[image: image146.wmf]2sin
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，
[image: image147.wmf]sin
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，延长
[image: image148.wmf]OI

交
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于
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；则
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，即
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过
[image: image153.wmf]D

分别作
[image: image154.wmf]I

e

的切线
[image: image155.wmf],

DEDF

，
[image: image156.wmf],

EF

在
[image: image157.wmf]O

e

上，连
[image: image158.wmf]EF

，则
[image: image159.wmf]DI

平分
[image: image160.wmf]EDF

Ð

，只要证，
[image: image161.wmf]EF

也与
[image: image162.wmf]I

e

相切；

设
[image: image163.wmf]DIOP
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Ie

，则
[image: image164.wmf]P

是
[image: image165.wmf]»

EF

的中点，连
[image: image166.wmf]PE

，则


[image: image167.wmf]2sin
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，
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，

所以
[image: image170.wmf]2222
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，

由于
[image: image171.wmf]I

在角
[image: image172.wmf]D

的平分线上，因此点
[image: image173.wmf]I

是
[image: image174.wmf]DEF

D

的内心，

（这是由于，
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[image: image176.wmf]2
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，所以
[image: image177.wmf]2
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，点
[image: image178.wmf]I

是
[image: image179.wmf]DEF

D

的内心）．

即弦
[image: image180.wmf]EF

与
[image: image181.wmf]I

e

相切．

几何（8）

如图，过
[image: image182.wmf]ABC

D

的外心
[image: image183.wmf]O

任作一直线，分别交边
[image: image184.wmf],

ABAC

于
[image: image185.wmf],

MN

，
[image: image186.wmf]F

E

,

分别是
[image: image187.wmf],

BNCM

的中点.证明：
[image: image188.wmf]EOFA
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.
先证引理：如图，过
[image: image189.wmf]O

e

的直径
[image: image190.wmf]KL

上的两点
[image: image191.wmf],
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分别作弦
[image: image192.wmf],

CDEF

，连
[image: image193.wmf],
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，分别交
[image: image194.wmf],
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于
[image: image195.wmf],
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，若
[image: image196.wmf]OAOB
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，则
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[image: image279.wmf]D

   引理证明：设
[image: image198.wmf]CDEFP
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，直线
[image: image199.wmf],

CEDF

分别截
[image: image200.wmf]PAB

D

，据梅涅劳斯定理，
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，
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BFPDAN

FPDANB

××=

；

则
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    ……①

而由相交弦，得
[image: image204.wmf]PCPDPEPF
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若
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的半径为
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，
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 …③，据①②③得，
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.因此
[image: image211.wmf]MANB
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.引理得证.

回到本题，如下图（两图都适用），延长
[image: image212.wmf]MN

得直径


[image: image213.wmf]1
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，在直径上取点
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，使
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于
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，由引理，
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，（右图中则是
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）因此，
[image: image222.wmf]O

是
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的中点，故
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分别是
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及
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的中位线，于是得
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几何（9）：

设
[image: image228.wmf]000
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AABBCC

是
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的三条角平分线，自
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∥
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∥
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，
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分别在
[image: image236.wmf],
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上，直线
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；类似得到点
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证明：
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证明：据梅尼劳斯逆定理，

只要证，
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由于直线
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截
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同理有
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据②、⑤、⑥得
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同理可得，
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由于
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的三条角平分线
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，即①成立，因此结论得证．

几何（10）:

一张纸上画有一个半径为R的圆O和圆内一个定点A，且OA=a，折叠纸片，使圆周上某一点A(刚好与点A重合．这样的每一种折法，都留下一条折痕．当A(取遍圆周上所有点时，求所有折痕所在直线上点的集合．

[image: image283.wmf]E

解：对于⊙O上任意一点A(，连AA(，作AA(的垂直平分线MN，连OA(．交MN于点P．显然OP+PA=OA(=R．由于点A在⊙O内，故OA=a<R．从而当点A(取遍圆周上所有点时，点P的轨迹是以O、A为焦点，OA=a为焦距，R(R>a)为长轴的椭圆C．

而MN上任一异于P的点Q，都有OQ+QA=OQ+QA(>OA(．故点Q在椭圆C外．即折痕上所有的点都在椭圆C上及C外．

反之，对于椭圆C上或外的一点S，以S为圆心，SA为半径作圆，交⊙O于A(，则S在AA(的垂直平分线上，从而S在某条折痕上．

最后证明所作⊙S与⊙O必相交．

1( 当S在⊙O外时，由于A在⊙O内，故⊙S与⊙O必相交；

2( 当S在⊙O内时(例如在⊙O内，但在椭圆C外或其上的点S()，取过S(的半径OD，则由点S(在椭圆C外，故OS(+S(A≥R(椭圆的长轴)．即S(A≥S(D．于是D在⊙S(内或上，即⊙S(与⊙O必有交点．

于是上述证明成立．

综上可知，折痕上的点的集合为椭圆C上及C外的所有点的集合．
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