智浪教育—普惠英才文库

初中数学竞赛专题选讲
两种对称

一、内容提要

1. 轴对称和中心对称定义　把一个图形沿着某一条直线折叠，如果它能够和另一个图形重合，那么这两个图形关于这条直线对称。这条直线叫做对称轴

把一个图形绕着某一点旋转180
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，如果它能够和另一个图形重合，那么这两个图形关于这点对称，这点叫做对称中心

2. 轴对称图形和中心对称图形的定义：如果一个图形沿着某一条直线折叠，直线两旁的部分能够互相重合，那么这个图形中叫做轴对称图形，这条直线就是它的对称轴

一个图形绕着某一点旋转180
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，如果旋转后的图形能够和原来的图形互相重合，那么这个图形叫做中心对称图形，这个点就是它的对称中心。

3. 性质：①成轴对称或中心对称的两个图形是全等形　

　　　　　②对称轴是对称点连线的中垂线；对称中心是对称点连线的中点

　　　　　③两个图形关于某条直线对称，如果它们的对应线段或延长线相交，那么交点在对称轴上

4. 常见的轴对称图形有：线段，角，等腰三角形，等腰梯形，矩形，菱形，正多边形，圆等；

中心对称图形有：线段，平行四边形，边数为偶数的正多边形，圆等

二、例题

例1. 求证：若等腰梯形的两条对角线互相垂直，则它的中位线与高相等

　证明：∵等腰梯形是轴对称图形，底边的中垂线MN是它的对称轴，对应线段AC和BD的交点O，在对称轴MN上

∵AC⊥BD　　　　　　　　　　　　　　　　D　　N　　C　　　　　　　　　　　　
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∴△AOB和△COD都是等腰直角三角形，　　　　　　　　　　　　　　　　　　

OM和ON是它们的斜边中线　　　　　　　　　　　　O　　　　　　　　　

∴OM＝
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AB，ON＝
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CD　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

∴MN＝
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（AB＋CD）　　　　　　　　　A　　　　M　　　　B　　　　

∴梯形中位线与高相等　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

例2. 已知矩形ABCD的边AB＝6，BC＝8，将矩形折叠，使点C和点A重合，求折痕EF的长

解：∵折痕EF是对称点连线AC的中垂线

连结AE，AE＝CE，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

设AE＝x,则BE＝8－x　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

在R△ABE中，x2=(8-x)2+62　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
 解得x=
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，即AE＝
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在Rt△AOE中，OE＝
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EF＝2OE＝7.5

例3. 已知：△ABC中，AB＝AC,过点A的直线MN∥BC，点P是MN上的任意点　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

求证：PB＋PC≥2AB　　　　　　　　　　　　　　　       　　　　　　　　　　　

证明：　当点P在MN上与点A重合时，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

PB＋PC＝AB＋AC，即PB＋PC＝2AB　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　当P不与A重合时　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

作点C关于直线MN的对称点C，　　　　　　　　　　　　　　　　
则PC，＝PC，AC，＝AC＝AB　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

∠PAC，＝∠PAC＝∠ACB　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

∴∠PAC，＋∠PAC＋∠BAC＝180
[image: image10.wmf]o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

∴B，A，C，三点在同一直线上　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

∵PB＋PC，＞BC，，即PB＋PC＞2AB　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

∴PB＋PC≥2AB

例4. 已知：平行四边形ABCD外一点P0，点P0关于点A的对称点P1，

P1关于点B的对称点P2，P2关于点C的对称点P3，P3关于点D的对称点P4
求证：P4与P0重合

证明：（用同一法）顺次连结P0，P1，P2，P3，P4，根据中心对称图形性质，点A，B，C，D分别为P0P1，P1P2，P2P3，P3P4的中点

AB∥P0P2∥CD

连结P0P3，取P0P3的中点D，，

连结D，C，则D，C∥P0P2　

∴CD，和CD　重合，

∴P4和P0重合　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

例5. 正方形ABCD的边长为a    求内接正三角形AEF的边长

解：∵正方形ABCD和等边三角形AEF都是轴对称图形，直线AC是它的　　　　　　　　　　　　

公共对称轴， 可知△ABE≌△ADF　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

∴BE＝DF，CE＝CF　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

设等边三角形AEF边长为x ，根据勾股定理得

CE2＋CF2＝x2,CE=
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,BE=a－
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在Rt△ABE中，x2=( a－
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　x2+2
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由根公式舍去负根，得x=(
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答：等边△AEF的边长是(
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三、练习

1. 下列图形属轴对称而不是中心对称图形的有＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿属中心对称而不是轴对称图形的有＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿既是轴对称又是中心对称的图形有＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿①线段　②角　③等腰三角形　④等腰梯形　⑤矩形　⑥菱形　

⑦平行四边形　⑧正三角形　　⑨正方形　　⑩圆

2. 坐标平面内，点A的坐标是（x＋a，y－b）那么

①点A关于横轴的对称点B的坐标是（　　　　）

②点A关于纵轴的对称点C的坐标是（　　　　）

③点A关于原点的对称点D的坐标是（　　　　）

3. 坐标平面内，点M（a,－b）与点N（－a,b）是关于＿＿＿的对称点

　　点P（m－3,n）与点Q（3－m,n）是关于＿＿＿的对称点

4. 已知：直线m的同一侧有两个点A和B　　　　　　　　

求作：在m上一点P，使PA＋PB为最小　　　　

5. 已知：等边△ABC　　　　　　　　　　　　　　　　　　

求作：点P，使△PAB，△PBC，△PAC都是等腰三角形　　　　　　　　　　　　　　

（本题有10个解，至少作出4个点P）              

6.求证：等腰梯形两腰的延长线的交点，对角线的交点，

两底中点，这四点在同一直线上　（用轴对称性质）

7.已知：△ABC中，BC＞AC，从点A作∠C平分线的垂线段AD，点E是AB的中点

求证：DE＝
[image: image17.wmf]2
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（BC－AC）　　（1991年德化县初中数学竞赛题）　
8.已知：△ABC中，AB＝AC，BD是角平分线，BC＝AB＋AD

求：∠C的度数　（90年泉州市双基赛题）

9.已知：正方形ABCD中，AB＝12，P在BC上，且BP＝5，把正方形折叠使点A和点P重合，

求：折痕EF的长

10　.平行四边形ABCD的周长是18cm,∠A和∠B的平分线相交于M，点O是对称中心，OM＝1cm，求各边长

11. △ABC中，∠B＝2∠C，AD是角平分线，E是BC的中点，EF⊥AD和AB的延长线交于点F　求证BD＝2BF

（创建轴对称图形，过点C作CG∥BC交AB延长线于G）　

12. 正方形ABCD的边长为a,形内一点P，P到AB两端及边BC的距离都相等，求这个距离。

13. 求证一组对角相等且这组对角顶点所连结的对角线平分另一条对角线的四边形是平行四边形　（1988年全国初中联赛题）

提示：用反证法，作△ABD关于点O（对角线交点）的对称三角形

14矩形ABCD中，边AB＝
[image: image18.wmf]3

，对角线AC=2，在矩形内⊙O1和BC、AC分别切于点E，F，⊙O2与AD，AC分别切于M，N

1 求：∠ACB与∠O2AN的度数

2 如果折叠 矩形后(折痕为AC)，点O2落在AB边上的点K处：

⑴在图上画出点K确切位置，并说明理由；

⑵设⊙O1，⊙O2的半径都等于R，试求折叠矩形后，两圆外离时的圆心距与R的取值范围。  (1996年泉州市中考题)

15.已知：AD是△ABC的外角平分线，点这P在射线AD上

  求证：PB+PC≥AB+AC

16.已知：坐标平面内，点A关于横轴的对称点为B，点A关于原点的对称点为C  求证： 点B和点C是关于纵轴的对称点

17.已知：AD是等腰直角三角形ABC斜边上的高，BM，BN三等分∠ABC并和AD顺次交于M，N，连结并延长CN交AB于E，

　求证：EM∥BN

练习题参考答案
1. ②③④⑧；⑦；①⑤⑥⑨⑩

2. ①（x+a,-y+b）②（-x-a,y-b）③（-x-a,-y+b）
3. 原点；纵轴。

4. 作点A关于直线m 的对称点

5. 作AB和BC的中垂线，其交点P1；以A为圆心，AC为半径作弧交BC的中垂线于P2，P3；以C为圆心，CA为半径作弧交BC的中垂线于P4，其余的6个点可用类似方法作出

6. 等腰梯形的对称轴是底边的中垂线，对应线段的交点在对称轴上

7. 延长AD交BC于F，DE是△ABF的中位线

8. 延长BA到E使AE＝AD，则△EBD和△CBD关于BD对称

9. EF是AP中垂线，作EG⊥CD于G，可证明△EFG≌△APB

10.　延长AM和BC相交于N，则BN＝AB……

11.　以AD为轴作△ADC的对称△ADG

12.　
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13. △ABD绕点O旋转180
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，点A落在射线OC上的某点A，，设点A，不是点C，则∠BA，D大于或小于∠BCD……

14. ①60
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，30
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②⑵　0＜R＜
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15. 以AD为轴作点C的对称点C1
16. （略）

17. ∵AD是△ABC的对称轴，∴CM，CN也三等分∠ACB，点N是△AEC的内心……

[文章来源：教师之家 http://www.teacher910.com/ 转载请保留出处]
[相关优质课视频请访问：教学视频网 http://www.sp910.com/]
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