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　　一、选择题 (每小题 6 分 ,共 36 分)

1. 等差数列{ an} 中 , S n 为 an 的前 n 项

和 , S4 = 1 , S8 = 4. 则

a2 002 + a2 003 + a2 004 + a2 005

的值为 ( 　　) .

(A) 2 003
2

(B) 2 005
2

(C) 2 007
2

(D) 2 001
2

2. 函数 f ( x) 是定义在 R上的奇函数 ,且

对任意 x ∈R都有

f ( x + 10) = f ( x) + f (5 - x) .

若 f (5) = 0 ,则 f (2 005) 的值为 ( 　　) .

(A) 2 000 (B) 2 005 (C) 2 008 (D) 0

3. 下面有 3 个命题 :

①三棱锥的四个面的面积分别为 S1、

S2、S3、S4 ,则 S1 + S2 + S3 > S4 ;

②任意四面体均有外接球 ;

③过两异面直线外一点有且只有一条直

线与两异面直线相交.

其中 ,真命题的个数为 ( 　　) .

(A) 0 (B) 1 (C) 2 (D) 3

4. 在正三棱柱 ABC - A1 B1 C1 中 , A1 B ⊥

B1 C. 则 A1 B 与平面 BB1 C1 C 所成的角等于

( 　　) .

(A) 45°　(B) 60°　(C) arctan 2 　(D) 90°

5. 下列各数是一次同时投掷三枚骰子时

可能出现正面朝上的数字之和中的 4 个. 在

一次投掷下 ,它们中 ( 　　)出现的概率最大.

(A) 7 (B) 8 (C) 9 (D) 10

6. 用 4 种不同的颜色将一个正四面体的

各个面染上颜色 ,每个面只能染一种颜色 ,不

允许不染 ,共有 ( 　　)种不同的染法.

(A) 48 (B) 36 (C) 42 (D) 47

二、填空题 (每小题 6 分 ,共 36 分)

7. 若方程 x2

| k| - 2
+

y2

5 - k
= 1 表示双曲

线 ,则 k 的取值范围为 .

8. 从集合 A 到集合 B 的一个映射 f 称作

一个满射 ,如果对于集合 B 的每一个元素 y ,

都至少有一个 x ∈A ,使 f ( x) = y 成立. 已知

五元集合 A = { 1 , 2 , 3 , 4 ,5}和三元集合 B =

{α,β,γ} . 则从集合 A 到集合 B 的满射有

个.

9. 若 x =
1 + 5 i

2
,则 2 x3 + ( x + 1) 2 的值

为 .

10. 设 S 是半径为 1 的圆内接三角形的

面积. 则 4 S +
9
S
的最小值为 .

11. 集合 M = { 1 ,2 , ⋯,2 005} ,若 X Α M ,

X ≠Á , aX 为 X 中最大数与最小数的和 (若

集合 X 中只有一个元素 ,则此元素既为最大

数 ,又为最小数) ,那么 ,对 M 的所有非空子

集 X ,全部 aX 的平均值为 .

12. A 、B 、C、D 是一个正四面体的 4 个

顶点 ,每条棱长为 1 m. 一只壁虎从点 A 出发

沿着各棱爬行 ,并遵循下列规则 :在每条棱的

中途不改变方向 ,当爬行到每个顶点处时 ,它

在相交于该顶点的三条棱中任选一条继续爬

行的可能性相同. 则该壁虎爬行 7 m ,回到顶

点 A 的概率为 .

三、解答题 (第 17 小题 18 分 ,其余每小

题各 15 分 ,共 78 分)

13. 已知 n、k 均为自然数 ,且满足不等

式 9
17

<
n

n + k
<

8
15

. 若对于确定的自然数 n ,

只有唯一的一个自然数 k 使得不等式成立 ,

求符合条件的自然数 n 的最大值和最小值.
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14. 已知过椭圆 C 上一点 P 与对称轴平

行的直线交椭圆 C 的两准线于点 T1、T2 ,它

们分别与同侧焦点 F1、F2 的连线交于点 Q.

求证 : P、F1、Q、F2 四点共圆.

15. 甲和乙轮流掷一枚均匀硬币 ,谁先掷

出正面谁获胜 ,此时本场结束 ,而且负方在下

一场先掷.

(1) 求任一场比赛中 ,先掷的人获胜的概

率 ;

(2) 设他们一共玩了 10 场 ,且甲第一场

先掷 ,记甲赢得第 k 场的概率为 Pk . 若 1 <

39 (2 Pk - 1) < 81 ,求 k 的值.

16. 集合 A = { a1 , a2 , a3 , a4} , 0 < ai <

ai + 1 ( i = 1 ,2 , 3) . 试问 :在集合 A 中 ,是否一

定存在两个元素 x、y ,使不等式

(2 + 3) | x - y| < ( x + 1) ( y + 1) + xy

成立 ? 若存在 ,请给出证明 ;若不存在 ,说明

理由.

17. 已知数列{ an}满足

a1 = 1 , an + 1 an - 1 = a2
n .

(1) 证明 : 2 n - 1 ≤an ≤ 3 n - 2 ;

(2) 求整数 m ,使得| a2 005 - m| 最小 .

参 考 答 案

一、1. A.

S8 - 2 S4

= ( a8 - a4) + ( a7 - a3) + ( a6 - a2) + ( a5 - a1)

= 16 d = 2.

而 a2 002 + a2 003 + a2 004 + a2 005 - S4

= 4 ×2 001 d =
2 001

2
.

所以 , a2 002 + a2 003 + a2 004 + a2 005 =
2 003

2
.

2. D.

由题意得 f ( (5 - x) + 10) = f (5 - x) + f ( x) .

所以 , f ( x + 10) = f (15 - x) = - f ( x - 15) .

从而 , f ( x) = - f ( x - 25) = f ( x - 50) .

故 f ( x) 是以 50 为周期的周期函数 .

因此 , f (2 005) = f (50 ×40 + 5) = f (5) = 0.

3. C.

①、②正确 , ③为假命题.

4. A.

图 1

如图 1 ,设 M 为AB 的中

点 , 联结 CM、B1 M. 显然 ,

CM ⊥面 AA1 B1 B .

由三垂线定理知 B1 M

⊥A1 B . 由此得

△B1 BM ∽ △A1 B1 B .

故 A1 B1∶BB1 = 2∶1.

设 N 为 B1 C1 的中点 ,则 A1 N ⊥面 BB1 C1 C. 所

以 , ∠A1 BN 即为 A1 B 与平面 BB1 C1 C 所成角 .

设 BB1 = a ,则 A1 B1 = 2 a.

所以 , A1 B = 3 a , A1 N =
6 a
2

.

因此 , sin ∠A1 BN =
A1 N
A1 B

=
2
2

.

5. D.

出现 7 点的概率为 15
63 ;出现 8 点的概率为 21

63 ;

出现 9 点的概率为25
63 ;出现 10 点的概率为27

63 .

6. B.

用一种颜色有 C1
4 = 4 种不同的染法 ;用两种颜

色有 C2
4 ×3 = 18 种不同的染法 ;用三种颜色有 C3

4·C1
3

= 12 种不同的染法 ;用四种颜色有 C4
4·C1

2 = 2 种不同

的染法. 共有 4 + 18 + 12 + 2 = 36 种.

二、7. - 2 < k < 2 或 k > 5.

8. 150.

从五元集合到三元集合的所有映射共有 35 个 ,

其中属于非满射的映射可以分成两类加以计算 :一

类是 B 中只有一个元素作为 A 中所有元素的像 ,这

样的映射有 C1
3 = 3 个. 另一类是 B 中只有两个元素

作为 A 中所有元素的像 ,这样的映射有 C2
3 (C1

5 + C2
5 +

C3
5 + C4

5) = 90 个. 两类合计 93 个. 因此 ,从 A 到 B 的

满射有 35 - 93 = 150 个.

9. 5 i -
5
2

.

1 + 5 i
2

是方程 x2 - x +
3
2

= 0 的一个根 ,则

2 x3 + ( x + 1) 2 = 2 x3 + x2 + 2 x + 1
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= (2 x + 3) x2 - x +
3
2

+ 2 x -
7
2

= 5 i -
5
2

.

10. 7 3 .

令 y = 4 S +
9
S

,易知它是 0 ,
3
2

上的单调递减

函数. 又因单位圆内接三角形中正三角形面积最大 ,

且等于3 3
4

,故 0 < S ≤3 3
4

<
3
2

.

所以 , ymin = 4 ×3 3
4

+
9

3 3
4

= 7 3 .

11. 2 006.

对任意非空子集 X Α M ,定义 X′= {2 006 - x| x

∈X} . 显然可知亦有 X′Α M. 于是 , f∶X →X′给出了

M 的所有非空子集组成的集族上的一个一一对应 .

注意到

max( X) + min ( X′) = 2 006 ,

min ( X) + max( X′) = 2 006.

可知 ,若 X = X′,则 aX = aX′= 2 006 ;

若 X ≠X′,则 aX + aX′= 2 ×2 006.

故对全部非空子集 X ,诸 aX 的平均值为 2 006.

12.
182
729

.

设壁虎爬行 n m 回到顶点 A 的爬法有 an 种 ,爬

行 7 m 回到顶点 A 的爬法为 a7 . 可以得到递归关系

式 an = 3 n - 1 - an - 1 , n ≥2 ,且易得 a1 = 0. 则

a7 = 36 - (35 - a5) = 36 - 35 + a5

= 36 - 35 + (34 - a4) = ⋯

= 36 - 35 + 34 - 33 + 32 - 3.

所以 , a7 =
- 3 (1 - 36)
1 - ( - 3)

=
3 ×728

4
= 3 ×182.

因此 , P( A) =
3 ×182

37 =
182
729

.

三、13. 由 9
17

<
n

n + k
<

8
15

,得15
8

<
n + k

n
<

17
9

. 则

7
8

<
k
n

<
8
9

, ①

7 n
8

< k <
8 n
9

. ②

因为 k 为自然数 ,且对于给定的 n 来说 , k 值只

有一个 ,故8 n
9

-
7 n
8

≤2. 解得 n ≤144.

当 n = 144 时 ,代入式 ②得 126 < k < 128.

所以 , k = 127.

故 n 最大值为 144.

又由式 ①对 n = 1 ,2 , ⋯,9 试验 ,均不符合题设

条件 ,得 n > 9.

当 n = 10 ,11 , ⋯,16 时 ,分别有

8
3
4

< k < 8
8
9

,9
5
8

< k < 9
7
9

,

10
1
2

< k < 10
2
3

,11
3
8

< k < 11
5
9

,

12
1
4

< k < 12
4
9

,13
1
8

< k < 13
1
3

,

14 < k < 14
2
9

,

均无符合条件的整数 k.

当 n = 17 时 ,得 14
7
8

< k < 15
1
9

. 故 k = 15.

可见 ,符合条件的自然数 n 的最大值为 144 ,最

小值为 17.

图 2

14. 如图 2 ,设

椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2

= 1 ( a > b > 0) 的

焦点为

F1 ( - c ,0) ,

F2 ( c ,0) .

令 P( acosα, bsinα) ,则 T2
a2

c
, bsinα .

由对称性知 ,点 Q 在 y 轴上. 设 Q (0 , - d) ,则

d
c

=
d + bsinα

a2

c

, d =
c2

b
sinα.

令 △F1 F2 Q 的外接圆圆心为 D ( 0 , f ) , 使得

| DF1| = | DF2| = | DQ| ,则 ( f + d) 2 = f 2 + c2 . 所以 ,

f =
b2 - c2sin2α

2 bsinα .

下面证明| DP| = | DF1| ,即证

( f - bsinα) 2 + a2cos2α= f 2 + c2 .

整理得 - 2 bf sinα+ b2sin2α+ a2cos2α= c2 .

将 f 代入得

c2sin2α- b2 + b2sin2α+ a2cos2α= c2 ,

即 　a2 - b2 = c2 .

故 P、F1 、F2 、Q 四点共圆 .

15. (1) 任一场比赛中 ,先掷的人获胜的概率为

1
2

+
1
2

3

+
1
2

5

+ ⋯=
2
3

.

(2) 由 (1) 知后掷的人获胜的概率为

1 -
2
3

=
1
3

.
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根据已知 P1 =
2
3

,对 2 ≤k ≤10 ,有

Pk =
1
3

Pk - 1 +
2
3

(1 - Pk - 1) =
2
3

-
1
3

Pk - 1 .

所以 , Pk -
1
2

= -
1
3

Pk - 1 -
1
2

.

故 Pk =
1
2

+
( - 1) k - 1

3k - 1 P1 -
1
2

=
1
2

+
( - 1) k - 1

2×3k .

因为 1 < 39 (2 Pk - 1) < 81 ,所以 ,

1
2

+
1

2 ×39 < Pk <
1
2

+
1

2 ×35 .

将 Pk 代入并化简得 1
39 <

( - 1) k - 1

3 k <
1
35 .

所以 , k 为奇数 ,且 5 < k < 9. 故 k = 7.

16. 这样的两个数存在 .

不妨设 x > y ,则原不等式变形为

x - y
( x + 1) ( y + 1) + xy

< 2 - 3

Ζ x ( y + 1) - y ( x + 1)
( x + 1) ( y + 1) + xy

< 2 - 3

Ζ
1 +

1
y

- 1 +
1
x

1 +
1
x

1 +
1
y

+ 1
< 2 - 3 .

令αi = arctan 1 +
1
ai

, i = 1 ,2 ,3 ,4.

由 ai > 0 ,知αi ∈
π
4

,
π
2

.

将
π
4

,
π
2

分成三等份 ,由抽屉原理可知 ,在

αi ( i = 1 ,2 ,3 ,4) 中至少有两个数之差的绝对值小于

π
12

. 不妨设 0 <αj - αi <
π
12

,则

tan (αj - αi) =
tanαj - tanαi

tanαj·tanαi + 1
< tan

π
12

= 2 - 3 .

取 y = ai , x = aj 即可.

17. (1) 由已知易得{ an} 为递增数列 ,且各项均

为正. 因为 an + 1 an - 1 = a2
n ,所以 ,当 k ≥2 时 ,

ak = ak - 1 +
1

ak - 1
.

由此得

a2
k = ak - 1 +

1
ak - 1

2

= a2
k - 1 +

1
a2

k - 1
+ 2 > a2

k - 1 +

2 ,

即 　a2
k - a2

k - 1 > 2.

则 a2
n - a2

1 = ∑
n

k = 2

( a2
k - a2

k - 1) > 2 ( n - 1) ,即

a2
n > a2

1 + 2 ( n - 1) = 2 n - 1.

故 an > 2 n - 1 ( n > 1) .

又 a2
n - a2

1 = ∑
n

k = 2

( a2
k - a2

k - 1)

= 2 ( n - 1) + ∑
n

k = 2

1
a2

k - 1

≤2 ( n - 1) + ( n - 1) ×1 = 3 n - 3 ,

即 　a2
n ≤3 n - 3 + a2

1 = 3 n - 2.

故 an ≤ 3 n - 2 .

综合得 2 n - 1 ≤an ≤ 3 n - 2 .

(2) 由 (1) 的结果知 4 009 ≤a2 005 ≤ 6 013 ,

即 　63 < a2 005 < 78.

为进一步估计 a2 005的值 ,引入数列{ bn} ,使得

a2
n = 2 n - 1 + bn .

由 (1) 知 ,当 n > 1 时 ,有 bn > 0.

于是 ,等式 a2
n + 1 = a2

n + 2 +
1
a2

n
可改写为

2 n + 1 + bn + 1 = 2 n - 1 + bn + 2 +
1

2 n - 1 + bn
.

由此得

bn + 1 = bn +
1

2 n - 1 + bn

≤bn +
1

2 n - 1
.

通过归纳推出

bn + 1 ≤b1 + 1 +
1
3

+ ⋯+
1

2 n - 3
+

1
2 n - 1

.

由于 b1 = 0 ,所以 ,

b2 005 ≤1 +
1
3

+ ⋯+
1

4 005
+

1
4 007

.

为了估计该式右端之值 ,将其分段如下 :

b2 005 ≤1+
1
3

+
1
5

+
1
7

+
1
9

+
1
11

+ ⋯+
1
25

+

⋯+
1

243
+ ⋯+

1
727

+
1

729
+ ⋯+

1
2 185

+

1
2 187

+ ⋯+
1

4 007
.

上式右端第一个括号中有 3 个加项 ,最大项为

1
3

;第二个括号中有 9 个加项 ,最大项为 1
9

; ⋯⋯;

第六个括号中有 729 个加项 ,最大项为 1
729

;最后 ,第

七个括号中有 911 个加项 , 最大项为 1
2 187

. 所以 ,

b2 005 < 8. 结合 a2
n = 2 n - 1 + bn ,得

a2
2 005 < 4 010 - 1 + 8 < 4 032125 = 63152 .

因此 ,63 < a2 005 < 6315. 故 m = 63.

(杨春宏 　提供)
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