智浪教育—普惠英才文库

简单的染色问题
在我们美丽的地球上，有60多亿人口，任何六个人聚在一起，或者有三个人彼此相识，或者有三个人彼此不相识。你相信吗？那就先让我们来作个游戏！规则：正六边形的六个顶点，两游戏者每次可随意选用红或蓝色的笔，轮流选择其中的两点连线，谁第一个被迫画成一个同色的三角形（红色或白色），他就是失败者．这个游戏是否一定能分出胜负呢？与先下后下是否有关？
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抽象数学问题：把六个点（任意三点不共线）的连线染两色，至少会出现一个同色三角形．
    证明：任取一点A，那么由点A引出的5条边中，由抽屉原理，至少有三条是同色的，不妨设AB、AC、AD是蓝色的，如图所示．考察BC、BD、CD三条边，若这三条边中有一条是蓝色的，则与A形成一个蓝色三角形；若这三条边都是红色的，则三角形BCD为一个红色三角形．
   “任何六个人聚在一起，或者有三个人彼此相识，或者有三个人彼此不相识”这样一个著名的实际问题也就迎刃而解．　　
    1928年，在英国伦敦数学会的一次学术会议上，年仅24岁的年轻数学家弗兰克·普拉东·拉姆赛（Frank  Plumpton  Ramsey）证明了一个定理：如果某一集合（如点集）中事物的数量足够多，且每对事物间都存在一定数量的关系（如各种颜色的边）中的一种，那么必定存在一个包含若干数目事物的子集（如三点集），其中每对事物间也存在同样的关系（如同色三角形）．这个定理称为拉姆赛定理，告诉我们：如果平面上的点数足够多，且每对点间的线（边）或染红色或染蓝色，那么必定存在一个包含3个点的子集，他们之间的边同色，即包含一个同色三角形．
如果我们将刚才的六点染色游戏继续下去，染完所有的线段，同色三角形最少出现了几个？这是偶然吗？恭喜你！答对了，2个！在六点（任意三点不共线）染色游戏中，必有两个同色三角形．
[image: image139]    证明：方法一：为方便叙述，我们把平面上有
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个点，每两点都有连线的图称为
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阶完全图，记作
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．由拉姆赛定理知把
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边染红、蓝两色，必出现一个同色三角形，不妨设这个三角形是红色的
[image: image5.wmf]ABC

V

．现考虑△ABC以外的点D、E、F，由D引出的五条边中，由抽屉原理，至少有三条边是同色的，除了D与A、B、C所连的边是蓝色的情形以外，其余情形均可仿照结前面的证明得到一个同色三角形；同理，E、F引出的边也有同样的结论．于是，只剩下如图情形，即D、E、F与△ABC的三顶点连线均是蓝色．这时，三角形DEF或者是红色三角形，或者与原来的蓝边形成一个蓝色三角形．
方法二（算两次）：考虑自同一点引出的两条边，如果他们颜色相同，就称他们组成一个“同色角”，设自点A引出r条红边，5－r条白边，则自A点引出的同色角共有（
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）个，易知当r＝2或3时
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最小，最小值为4，所以该六点图中至少有6×4＝24个同色角；另一方面，每个同色三角形中有3个同色角，每个边不全同色的三角形中只有1个同色角．设同色三角形有
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个，则不同色三角形有

（
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）个，因此，同色角共有
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个．综上，
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，从而，
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如果减少一点，做五点（任意三点不共线）染色游戏是否一定能分出胜负呢？如出现平局，平局的图形是什么样的呢？读者不妨动手一试，在五点染色游戏中，或者必出现一个同色三角形，或者必出现一个同色五边形（首尾顺次连接即可）．如将上述一类问题推广，可在哪几方面进行变化？请读者思考．
例1. 在2色完全图
[image: image13.wmf]9
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中，至少存在一个红色三角形或一个蓝色四边形．
证明：如果
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中有一个点
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引出至少
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条红边，不妨设
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为红边，这时
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四个点所成的
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中或者每条边都是蓝色，或者至少有一条边为红色．在后一种情况，设红边为
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，则
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为红色三角形．如果
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中每个点引出的红边少于4条，那么每点至少引出5条蓝边．由于蓝边的总数的2倍
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，所以，蓝边的总数的2倍
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，从而至少有一点
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引出6条蓝边．设
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为蓝边，这时
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所成的
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中必有一个同色三角形．如果是红色三角形，结论成立；如果是蓝色三角形，那么它的三个顶点与
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构成蓝色的
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[image: image140]例2. （2005西部）设
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个新生中，任意3个人中有2个人互相认识，任意4个人中有2个人互不认识，试求
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的最大值．
    解：当
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时，如图所示的例子满足要求，其中
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表示8个学生，红色表示认识．下设
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个学生满足题设要求，证明
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．为此先证明如下两种情况不可能出现．（1）若某人
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至少认识6个人，记为
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，由拉姆赛定理，这6个人中或者有3个人彼此不相识，与已知任意3个人中有2个人认识矛盾；或者有3个人彼此相识，这时与这3个人共4个人互相认识与已知任意4个人中有2个人互不认识矛盾！（2）若
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至多认识
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个人，则剩下至少4个人均与
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互不认识，从而与这4个人两两相识，矛盾！其次，当
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时，（1）与（2）必有一种情况出现，故此时不满足要求．当
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时，要使（1）与（2）均不出现，则此时每个人恰好认识其他5个人．于是，这9个人产生的朋友对的数目为
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，矛盾！综上，所求
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的最大值为8．
例2. （第六届IMO）17位学者，每一位都给其余的人写一封信，信的内容是讨论三个问题中的一个．而且两个人互相通信所讨论的是同一个问题。证明：至少有三位学者，他们之间通信所讨论的是同一个问题．
    证明：作完全图
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，它的17个点
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分别表示17位科学家.设他们讨论的题目为
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,两位科学家讨论
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连红线,讨论
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连蓝线,讨论
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连黄线.于是只须证明这个
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中有一同色三角形.任取一点
[image: image55.wmf]1

v

，自
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引出的边共16条，因而一定有
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条边同色，不妨设
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为红色. 
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构成的完全图
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中，如果有一条边
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也是红色，则
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为红色三角形；如果这个
[image: image64.wmf]6
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中没有红色边，只有蓝色和黄色，由拉姆赛定理知一定存同色三角形（蓝色或黄色）.

例3. 两个航空公司为十个城市通航，使得任意两个城市之间恰有一个公司开设直达航班的往返服务，证明：至少有一个公司能提供两个不相交的旅游圈，每圈可游览奇数个城市．
    证明：在完全图中10个顶点中取出6个点，由拉姆赛定理知，这6点组成的
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的边染两色至少有一个同色三角形，不妨记为
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．由余下的7个点组成的
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中也至少存在一个同色三角形，记为
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．当然，
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是没有公共点的，如果他们同色，则结论成立．因此仅需考虑不同色的情形．不妨设
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为红色三角形，而
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为蓝色三角形，这两个三角形之间还有9条边
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，这9条边染两色，至少有5条边是同色的，不妨设有5条蓝边．因此，在
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中，至少有一个点，它引出两条蓝边，不妨设
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是蓝边．于是我们得到红色
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和蓝色
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．于是除了这两个红、蓝三角形（
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）外，还剩5个点，我们把这5个点记作
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（其中有一个点曾经称为
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）．现在考虑由
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所成的
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，若这个
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中有同色三角形，则此三角形和
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都无公共点，且必与其中之一同色，结论成立；若这个
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中无同色三角形，由前面的5点染色游戏知，必有一个同色五边形，它与
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、
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无公共点．于是出现两个同色奇数圈．
    由于染色问题主要涉及集合元素的分类，与自然数
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密切相关，因此在处理手法上不能仅限于上面提到的，数学归纳法也就不乏用武之地了．
例4. （第29届俄罗斯数学奥林匹克）某国有
[image: image91.wmf]N

个城市，每两个城市之间或者有公路，或者有铁路相连．一个旅行者希望到达每个城市恰好一次，并且最终回到他所出发的城市．证明：该旅行者可以挑选一个城市作为出发点，不但能够实现他的愿望，而且途中至多变换一次交通工具的种类．
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    证明：问题可以转化为，给定一个完全图
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，对它的边染两种不同的颜色．证明，从中可以找到一个经过所有顶点的圈，该圈至多可以分为两个各自同色的部分．对N用数学归纳法．当
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时，命题显然成立；假设
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时命题成立，考虑
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的情形．先从所考察的图中去掉一个顶点M及所有从它出发的边．由归纳假设知，在剩下的完全图
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中存在一个经过所有顶点的圈．该圈之多可以分为两个各自同色的部分．下面分两种情形讨论：（1）该圈上的所有边全都同色．依次将圈上的顶点记为
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．从中去掉边
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分别与
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相连，所得的圈即符合要求．（2）该圈上的所有边不全同色．将顶点编号，使得对某个顶点
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，圈上由
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为一种颜色（红色），
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为另一种颜色（蓝色）．只要观察边
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的颜色：如果该边为红色，则圈
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为所求；如果该边为蓝色，则圈
[image: image110.wmf]1211

mmk

AAAMAAA

-

××××××

为所求．这就表明，对于命题
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也成立．
例5. （第30届俄罗斯数学奥林匹克）某国有若干个城市和
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个不同的航空公司．任意
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个城市之间，或者有
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条属于某个航空公司的双向的直飞航线连接，或者没有航线连接．已知任意
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条同一公司的航线都有公共的端点.证明：可将所有的城市分为
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个组，使任意
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个属于同一组的城市之间都没有航线相连．
    证明：对
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进行数学归纳．当
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时，没有航空公司，结论显然成立．作一个凸多边形，其中的顶点为该国的城市，边为航线。分别以
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表示各个航空公司的航线所对应的边的集合，由已知条件，易知对于每个集合
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或者为三角形，或者为“花”，即具有一个公共顶点的若干条边．如果存在一个集合
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是以顶点A为公共顶点的“花”，那么，就从图中去掉顶点A和所有由A所连出的边．于是在剩下的图中只有
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家航空公司的航线．根据归纳假设，可以把所有的顶点分成
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组，使得任意任意
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组即可．如果所有的
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都是三角形，此时图中恰好有
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条边，我们只需将图中的顶点分为尽可能少的组，使得任意
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个属于同一组的顶点之间都没有边相连即可．否则假设所分出的组为
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．注意到，此时在任何两个组
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之间，都一定有某条边联结
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中的某
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个顶点，若不然，就可以把两个组并成一组．从而，该图中至少有
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，矛盾．所以，原结论成立．
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