智浪教育—普惠英才文库

            数列求和在全国高中数学联赛中的应用

数列求和的过程中蕴含着丰富的数学思想方法，是高中数学竞赛的常见内容，同时也是研究数列性质的一个重要层面。常用的数列求和方法主要有：公式法、累加法、错位相减法、倒序相加法、通项展开分类求和法、裂项法、和利用数列周期性、递推关系求和法等。

1、 基础知识

1.常用的数列求和公式：
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2.累加法：给出数列｛an｝的递推式和初始值（等差数列和等比数列有时可以看成是特殊的递推式），求数列通项时常用累加法，也叫叠加法。
3.错位相减法：主要用于求形如{
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}数列前n项的和，其中｛an｝、｛bn｝分别成等差数列和等比数列。等比数列的求和公式，当
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就是通过错位相减法得到的。
4.倒序相加法：将数列的顺序倒过来排列，与原数列两式相加，若有公因式可提，并且剩余项的和易于求得，这样的数列可用倒序相加法求和。等差数列的求和公式：
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  就是用倒序相加法推导出来的。
5.通项展开分类求和法：把数列的每一项都写成通项的形式，然后根据不同数列的特点进行分类求和。

例1. 已知数列｛an｝的通项公式是：
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导析：很多学生会试图计算出
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以此找出规律，但这很难解决问题。因此需要对数列的通项展开进行分析。

把通项展开得：
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，故可把｛an｝分成三类分别求和。
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利用求和公式可得：
[image: image17.wmf]2

)

2

(

)

1

(

2

)

1

(

6

)

1

2

)(

1

(

3

2

)

1

(

2

2

2

+

+

=

+

+

+

+

´

+

ú

û

ù

ê

ë

é

+

´

=

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

S

n


6.裂项法：这是分解与组合思想在数列求和中的具体应用。裂项法实质是将数列中的某些项分解而后重新组合，使之能够消去一些项，最终达到求和的目的。

    7.利用数列周期性求和：有的数列是周期数列，把握了数列的周期则可顺利求和。关键之处是寻找周期。

例2. 已知数列
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 EMBED Equation.3  [image: image20.wmf]å

=

=

¹

1999

1

1999

,

1

n

n

a

S

则

=        。（1999年河南省高中数学竞赛）
导析：此题中给出的是数列递推式，不难想到｛an｝是周期数列。把
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2、 综合应用

例3. 设
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导析：题中的
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，故此题可用倒序相加法。
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由（1）+（2）可得2S=
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例4.对于每个自然数n，抛物线
[image: image42.wmf]1

)

1

2

(

)

(

2

2

+

+

-

+

=

x

n

x

n

n

y

与x轴交于


[image: image43.wmf]n

n

B

A

,

两点，以
[image: image44.wmf]|

|

n

n

B

A

表示两点间的距离，则
[image: image45.wmf]|

|

|

|

2

2

1

1

B

A

B

A

+



 EMBED Equation.3  [image: image46.wmf]+

+

L



[image: image47.wmf]|

|

1992

1992

B

A

的值是（    ）（1992年全国高中数学联赛）
A．
[image: image48.wmf]1992

1991

      B．
[image: image49.wmf]1993

1992

      C．
[image: image50.wmf]1993

1991

      D．
[image: image51.wmf]1992

1993


导析：设计此题目的是考察数列的通项知识和数列的裂项求和法。当y=0时可求得：
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需要指出的是：对于形如：
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形式，使中间的一些项能够消去，从而实现求和的目的。

例5.  
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其中每一行数成等差数列，每一列的数成等比数列，并且所有的公比都有相等，已知
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导析：设第一行数的公差为d,各列的公比为q，则第四行数列公差是dq3,于是，由题设得出方程组：
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①，

这类数列求和，我们通常考虑用错位相减法，在①两边同时乘以
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例6.设数列
[image: image80.wmf]}

{

n

a

前n项和
[image: image81.wmf])

,

2

,

1

(

1

2

L

=

-

=

n

a

S

n

n

，数列
[image: image82.wmf]}

{

n

b

满足：
[image: image83.wmf]3

1

=

b

，

[image: image84.wmf])

,

2

,

1

(

1

L

=

+

=

+

k

b

a

b

k

k

k

。求数列
[image: image85.wmf]}

{

n

b

的前n项和。（1996年全国高中数学联赛，第二试第一题）
导析：此题
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将上列等式两端相加，得：
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。值得说明的是：如上式的递推关系求数列通项时一般用累加法，即把n个等式右分别相加。从而消去一些项，以利于求和。
三、强化训练

1.设n为自然数，且
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3.设
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4.数列
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6.设正数列
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4.利用周期性可得：-4321；    5.-2；     6.利用累加法和递推关系可得：当n=0时
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            数列求和在全国高中数学联赛中的应用

数列求和的过程中蕴含着丰富的数学思想方法，是高中数学竞赛的常见内容，同时也是研究数列性质的一个重要层面。常用的数列求和方法主要有：公式法、累加法、错位相减法、倒序相加法、通项展开分类求和法、裂项法、和利用数列周期性、递推关系求和法等。

3、 基础知识

1.常用的数列求和公式：
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2.累加法：给出数列｛an｝的递推式和初始值（等差数列和等比数列有时可以看成是特殊的递推式），求数列通项时常用累加法，也叫叠加法。
3.错位相减法：主要用于求形如{
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4.倒序相加法：将数列的顺序倒过来排列，与原数列两式相加，若有公因式可提，并且剩余项的和易于求得，这样的数列可用倒序相加法求和。等差数列的求和公式：
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  就是用倒序相加法推导出来的。
5.通项展开分类求和法：把数列的每一项都写成通项的形式，然后根据不同数列的特点进行分类求和。

例3. 已知数列｛an｝的通项公式是：
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导析：很多学生会试图计算出
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，故可把｛an｝分成三类分别求和。
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6.裂项法：这是分解与组合思想在数列求和中的具体应用。裂项法实质是将数列中的某些项分解而后重新组合，使之能够消去一些项，最终达到求和的目的。

    7.利用数列周期性求和：有的数列是周期数列，把握了数列的周期则可顺利求和。关键之处是寻找周期。

例4. 已知数列
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导析：此题中给出的是数列递推式，不难想到｛an｝是周期数列。把
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4、 综合应用

例3. 设
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导析：题中的
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，故此题可用倒序相加法。
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由（1）+（2）可得2S=
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例4.对于每个自然数n，抛物线
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导析：设计此题目的是考察数列的通项知识和数列的裂项求和法。当y=0时可求得：
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需要指出的是：对于形如：
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形式，使中间的一些项能够消去，从而实现求和的目的。

例5.  
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其中每一行数成等差数列，每一列的数成等比数列，并且所有的公比都有相等，已知
[image: image195.wmf]16

3

,

8

1

,

1

43

42

24

=

=

=

a

a

a

，求
[image: image196.wmf]nn

a

a

a

a

S

+

+

+

+

=

L

33

22

11

。（1990年全国高中数学联赛）
导析：设第一行数的公差为d,各列的公比为q，则第四行数列公差是dq3,于是，由题设得出方程组：
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这类数列求和，我们通常考虑用错位相减法，在①两边同时乘以
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例6.设数列
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导析：此题
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将上列等式两端相加，得：
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。值得说明的是：如上式的递推关系求数列通项时一般用累加法，即把n个等式右分别相加。从而消去一些项，以利于求和。
三、强化训练

1.设n为自然数，且
[image: image230.wmf]3

2

3

2

3

2

1

2

1

1

2

+

-

+

-

+

+

+

=

n

n

n

n

n

a

n

则
[image: image231.wmf]5

3

1

1

1

1

a

a

a

+

+



 EMBED Equation.3  [image: image232.wmf]999

997

1

1

a

a

+

+

+

L

的值是（    ）（《中等数学》竞赛训练题）

 A.3         B.4           C.5           D.6

2.设
[image: image233.wmf]N

n

n

S

n

Î

+

+

+

+

=

,

3

2

1

L

。求
[image: image234.wmf]1

)

32

(

)

(

+

+

=

n

n

S

n

S

n

f

的最大值。（2000年全国高中数学联赛）

3.设
[image: image235.wmf]n

n

x

a

)

3

(

-

是

的展开式中x项的系数（n=1,2,3,…），则：


[image: image236.wmf]=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

¥

®

n

n

n

a

a

a

3

3

3

lim

3

3

2

2

L

    。（2000年全国高中数学联赛）

4.数列
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5.已知
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6.设正数列
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答案提示：1.
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4.利用周期性可得：-4321；    5.-2；     6.利用累加法和递推关系可得：当n=0时
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