初中数学联赛模拟试卷一
一、选择题（大题共6个试题，每小题有一个正确答案，选对得5分，选错、不选或多选均得0分）.

1．在40与50之间能整除724-1的数是(    ).

A．41、48


B. 45、47


C. 43、48


D. 41、47

2. 设N=88888888写成十进制数时,它的各位数字之和是A, 而A的各位数字之和是B, B的各位数字之和是C, 则C是(    ).

A. 11



B. 7



C. 9



D. 4

3. 为了给一本​​​​​​​书的各页标出页码,在计算机排版录入时,录入员需击打数字键3645次,这本书的页数是(    ).

A. 1187


B. 1188


C. 1189


D. 非上述答案

4. 设a1, a2,…, a8是8个互异的整数, 
[image: image1.wmf]a

是它们的算术平均数. 如果r是下面方程:

(x-a1)(x-a2)…(x-a8)+1980＝0

的整数解, 则r等于(    ).

A. 
[image: image2.wmf]a

+1


B. 
[image: image3.wmf]a

+2



C. 
[image: image4.wmf]a

+2或
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-2

5. 甲、乙二人同时解根式议程
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. 抄题时,甲错抄成
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, 结果解得一根是12; 乙错抄成
[image: image8.wmf]7
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, 结果解得一根是13. 乙知二人除抄错题之外, 解题过程无误, 则d的值有(    )个.

A. 2



B. 3



C. 4



D. 5

6. 已知x1,x2,x3,…,x10都是正整数, x1+x2+x3+…+x10=x1x2x3…x10, 且其中一个取得最大值, 则x1+x2+…+x10的值等于(    ).

A. 19



B. 20



C. 21



D. 22

二、填空题(本大题共6个小题, 每小题5分)

1. 已知将整数N的个位数字写在最高位得另一整数M,且M=5N. 则N最小是________.

2. 已知
[image: image9.wmf]1996
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是整数,则a等于________.

3. 已知a、b、c都是整数, m=a2+b2, n=c2+d2. 则mn也可表示为两个整数的平方和,且有m·n=________.

4. 已知3p+9q=51, 且p、q为素数,则
[image: image10.wmf]1
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5. 某城市在一次为残疾人募捐发行的彩票999999张. 每张彩票上印有一个六位数字的号码. 从000001到999999号. 如果号码的前三位数字之和等于后三位数字之和,则称这张彩票为“幸运票”. 例如112031, 因1+1+2=3+1, 所以号码为112031的彩票为幸运票. 已知幸运票总共有N张. 则该城市这次发行的彩票中,所有幸运票号码之和可表示为______.

6. 由七个数字0,1,2,3,4,5,6组成的,且能被55整除的最小的七位数是______.

三、解答题
1. (8分)能否将①19991999; ②1999! 表示成1999个连续的奇自然数之和?

2. (8分)证明

(1)若2n-1为素数(这样的素数称为梅森素数),则n也是素数.

(2)当n为奇素数时,2n-1、
[image: image11.wmf]1
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不能同时为素数.

3. (10分)求对于任何自然数n总能整除n4+2n3+11n2+10n的最大自然数m.

4. (14分)若自然数a、b、c满足a2+b2=c2, 就称a、b、c为一组勾股. 试证任何一组勾股数a、b、c的乘积abc总能被60整除.

参考答案
一、选择题
	题号
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	答案
	C
	B
	B
	D
	C
	B


1.解: 724-1


   =(712+1)(76+1)(73+1(73-1)

而   73+1=8×43

     73-1=6×57

     8×6=48

从而43、48是在40与50之间的能整除724-1的数. 故选C.

2. 分析与解  我们知道,一个十进制数被9除余几,它的各位数字之和被9除也余几; 又一个数被9除余1, 它的任意正整数次幂被9除也余1. 这样就有N、A、B、C被9除的余数相同.

N=88888888=88888·11118888
而88888=644444
64除以9余1, 644444除以9也余1, 88888除以9也余1.

11118888=(1107×9+4)8888=9k1+48888
48888=48886×16=642962×16

由前所述, 642962除以9余1,又1除以9余7.这样有48888除以9余7,进而有11118888除以9余7,从而有N=88888888除以9余7.

所以, N、A、B、C除以9均余7.

又N=88888888的位数小于4×8888=35552,因而,N的各位数字之和

A＜9×35552=319968.

而小于319968的多位数的各位数字之和最大是

2+5×9=47.

即 B≤47

而小于等于47的数各位数字之和最大是3+9=12, 从而C≤12.

又C除以9余7,故C=7.所以选B.

3. 解: 1～9页每页需要一个数字,共需要9个数字;

10～99页每页需要两个数字,共需要2×90=180个数字;

100～9999页每页需要3个数字,共需要3×900=2700个数字.

这样1～999页共需要数字9+180+2700=2889个数字.

3645～2889=756(个)

1000～9999页每页共需要4个数字,而

  756÷4=189(页)

因而,数码是4位数的共有189页,从而全书的页数是: 999+189=1188(页). 故选B.

4. 解:将r代入方程, 有

(r-a1)(r-a2)…(r-a8)=-1980

因为a1,a2,…,a8是互异整数,所以r-a1,r-a2,…,r-a8也是互异整数,而它们都是-1980的因数.又1980=22×32×5×11.从-1980的因数中选出8个互异的因数,且使乘积等于-1980,只有两种情况: ±1,±2,±3,5,11或±1,±2,±3, -5,-11.这八个数相加分别得:

 (r-a1)+(r-a2)+…+(r-a8)

=1+(-1)+2+(-2)+3+(-3)+5+11

=16

或   (r-a1)+(r-a2)+…+(r-a8)

=1+(-1)+2+(-2)+3+(-3)+(-5)+(-11)

=-16

即   8r-(a1+a2+…+a8)=16

或   8r-(a1+a2+…+a8)=-16

所以 r=
[image: image12.wmf]a

+2或r=
[image: image13.wmf]a

-2. 故选D.

5. 分析与解  因为乙在解方程
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时,得一根为13,因而
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[image: image17.wmf]7

13

13

=

+

+

+

b

d

,由此得d的值应为-13,-12, -9.-4,3,12,23,36; 相应的b的值为36,23,12,3,-4,-9,-12,-13.又甲在解方程
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=

+

+

+

b

x

a

x

时,得一根为12,因而
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应为整数,且不大于7.这样,上面得到的b值只能取12,3,-4,-13.从而d的可能取值为-9,-4,3,36.故选C.

6. 解: 因为x1,x2,…,x10都是正整数,由对称性,不妨设x1≤x2≤…≤x10.由已知


[image: image20.wmf]9

2

1

10

3

1

10

3

2

1

1

1

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

L

L

L

L

+

+

+

=


 ≤
[image: image21.wmf]9

10

10

9

10

9

1

1

1

1

x

x

x

x

x

x

+

+

+

+

L


 
[image: image22.wmf]10

9

10

9

8

x

x

x

x

+

+

=


(等号当且仅当x1=x2=…=x8=1时才成立)
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(1)若
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(2)若
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因而,当
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.故选B.

二、填空题
1.解:设数N是几位数,个位数字是x,且N=10y+x,M=10n-1x+y.由M=5N,因而
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显然49不能整除x,故7可以整除
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从而,当n-1=5,即n=6时,
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能被7整除.可以验证,n=6是最小的n.由此解出x=7,y=14285.故N=142857.

2.解:设
[image: image48.wmf]x
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从而       
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即

(a+x)(a-x)=499×22.

由此可知,a+x,a-x是1996的两个因数,且乘积等于1996.注意到a+x、a-x奇偶性相同,且a+x＞a-x.应有a+x=499×2,a-x=2或a+x=-2,a-x=-499×2,进而得到a=500或a=-500.

3.解:因为
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4.解:因为3p+9q=51,从而p+3q=17.由此可知p、q的奇偶性相反.我们知道,只有2是偶素数.当p=2时,q=5也是素数;当q=2时,p=11也是素数.也就是满足3p+9q=51的素数p、q有两对,p=2,q=5或p=11,q=2故得
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5.解:显然号码为999999的彩票是幸运票.除这张幸运票外,若某号码是
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的彩票是幸运票.这里应有
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 EMBED Equation.3  [image: image65.wmf]=
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.也就是号码为m=999999-n的彩票也是幸运票.由于999999为奇数,所以
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由于m+n=999999,相加时不发生进位.这就是说,除号码为999999这张幸运票之外,其余所有幸运票可两两配对,而每对号码之和为999999,这也得到所有幸运票的张数N应是奇数.除号码999999外,如上述规则配对的幸运票共有
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6.解:设要求的七位数四个奇数位上的数字之和为A,三个偶数位上数字之各为B,则A-B是11的倍数.

因为A+B=0+1+2+3+4+5+6=21,这样A和B都是小于21的正整数.所|A-B|＜21,又A+B是奇数,故
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.只能有|A-B|=11,所以A和B一个是
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又因为0,1,2,3,4,5,6中最小的四个数0,1,2,3的和是6(＞5),所以A=16,B=5.

这七个数中三个数之和等于5的只有0,1,4和0,2,3两种情况.因此A=2+3+5+6,B=0+1+4或A=1+4+5+6,B=0+2+3.

在上述两种情况中,0都在偶数位上,不可能在个位.因为要求的数是55的倍数,所以个位数字必须是5.

要求的数是最小的,第一位数字是1,因而应是A=1+4+5+6,B=0+2+3.所以要求的最小七位数是1042635.

三、解答题

1.解:(1)能.
设1999个连续的奇数为a,a±2,a±4,…,a±1998,其和为1999a.要使

  1999a=19991999
得   a=19991998
所得的a=19991998是奇数,这样连续的1999个连续的奇数19991998,19991998±2, 19991998+4,…, 19991998±1998,其和就是19991999.

(2)不能.

因为连续的1999个奇数这和应为奇数,而1999!是一个偶数,所以1999!不能表示成1999个连续奇数之和.

2.证明

(1)(用反证法)

若n为合数,n=pq,p＞1,q＞1.
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由q＞1,知
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＞1,从而证明得
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(2)由于n是奇素数,知n≥3,
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这三个数必有一个是3的倍数, 
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中定有一个是3的倍数,又它们都大于6,所以二者中有一个是合数.即当n是奇素数时, 
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不能同时为素数.

3.解:我们先分析特例:

	n
	1
	2
	3
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	264


而24=24×1,96=24×4,264=24×11,由此可以看出,对任何自然数N,总能整除
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当n=3k时, 
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           =3k(3k+1)[3k(3k+1)+10]

当n=3k+1时, 
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             =(3k+1)(3k+2)[(3k+1)(3k+2)+10]

             =3(3k+1)(3k+2)[3k2+3k+4]

当n=3k+2时, 
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             =(3k+2)(3k+3)[(3k+2)(3k+3)+10]

             =3(3k+2)(k+1)[(3k+2)(3k+3)+12]

于是,对任意自然数N,3总能整除
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当n=4k时, 
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           =4k(4k+1)[4k(4k+1)+10]

           =8k(4k+1)[2k(4k+1)+5]
当n=4k+1时, 
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             =(4k+1)(4k+2)[(4k+1)(4k+2)+10]

             =8(4k+1)(2k+1)[4k2+3k+3]

当n=4k+2时, 
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             =(4k+2)(4k+3)[(4k+2)(4k+3)+10]

             =8(2k+1)(4k+3)[4k2+5k+4]
当n=4k+3时, 
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             =(4k+3)(4k+4)[(4k+3)(4k+4)+10]

             =8(4k+3)(k+1)[(4k+3)(2k+2)+5]
于是对任意自然数,8总能整除
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因为(8,3)=1,因此对任意自然数n,24=3×8总能整除
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.由特例知,m=24也是总能整除
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4.分析与证明

因为60=22×3×5,要证abc能被60整除,只要证明a、b、c中有能被3、4、5整除者即可.

(1)证a、b、c中有被3整除者.

设a、b、c除3的余数分别是r1,r2,r3.若三个余数均不为零.则必有
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于是
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显然与
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相矛盾.即r1,r2,r3不可能全不为0.即r1,r2,r3至少有一个为0.因而a、b、c中有能被3整除者.

(2)证a、b、c中有能被4整除者.

设a、b、c的最大公约数是1.由于
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,可证a、b、c中有且仅有一个是偶数.c不能是偶数.事实上,若c为偶数,c2可被4整除,a、b为奇数，令a=2k+1, b=2t+1, k、t为整数则
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       =[4k(k+1)+1]+[4t(t+1)+1]

       =4[k(k+1)+t(t+1)]+2

不能被4整除.与
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c为奇数, a、b中有且仅有一个为偶数,不妨设b为偶数.设a=2k+1,c=2n+1, k,n为整数,则
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   =4(n+k+1)(n-k)

因为n+k+1与n-k奇偶性相反,故(n+k-1)(n-k)定能被2整除.从而b2可被8整除,进而b2可被16整除,即b可被4整被.

(3)证a、b、c中有能被5整除者.

设a、b、c除以5的余数分别为r4、r5、r6.若三个余数全不为0,则
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矛盾.故r4、r5、r6中必有一个为0.即a、b、c中有能被5整除者.

综上所述,注意到3、4、5两两互素,定有abc能被60=3×4×5整除.
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