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摘　要：对于一道高中物理竞赛练习题，在解题时无法通过常规方法求解．本文分析了原书中给出的答案，并
运用理论力学的思想和一些数学技巧，对题设的模型做了深入探究，求出了对象运动的轨迹方程．最后指出常
规方法无法解出轨迹方程的原因．
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图１

　　文献［１］中有这样一
道题目：［１］

两个小孩站在一个
开阔、倾斜的山坡上，山
坡可以看成一个平坦的
斜面．地面上结了足够的
冰，只要小孩受到一点点
的作用力就会以恒定的
速度滑向山下，如图１．一
个小孩与另外一个小孩玩，他背靠在一棵大树上
以ｖ０＝１ｍ／ｓ的速度水平推了对方一下．后者滑
下了山坡，此间其速度的大小和方向均发生了变
化．假定摩擦力与速度无关，被推的小孩最终的速
度为多大？
１　难点分析

当学生拿到这道题目时，常常很自然地假设
小孩下滑到任意一点的速度，并考虑重力沿斜面
的分力和摩擦力，将它们分解到沿斜面向下和与
之垂直的ｘ和ｙ 两个方向，试图求出小孩运动的
轨迹方程．在求解的过程中必然会引入时间ｔ，将
位置、速度和受力分别表示成时间的函数．然而在
计算时会发现，用这种方法不论怎样变换关系式，
总会遇到一个方程无法求出精确解，这也是这个
模型的难点所在．在文末将说明，小孩下滑的轨迹
方程确实无法用ｙ关于ｘ 的方程来描述，同时也
无法表示成ｘ和ｙ关于时间ｔ的参数方程．
２　原解题过程与点评

事实上，这道题目源自于Ｐｅｔｅｒ　Ｇｎａｄｉｇ等人

图２

编著的《２００道物理学难
题（２００ｐｕｚｚｌｉｎｇ　ｐｈｙｓｉｃｓ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ）》，书中给出了
这道题目的做法如下：［２］

如图２，由于只要小
孩受到一点点的作用力就
会以恒定的速度滑向山
下，所以重力沿斜面的分
力ｆ１ 和摩擦力ｆ２ 必定相
等，即ｆ１＝ｆ２．

速度方向与ｘ轴方向
的夹角是θ，则在速度方向和ｙ方向上，根据冲量
定理有
ｍΔｖ＝（－ｆ２＋ｆ１ｓｉｎθ）Δｔ，
ｍΔｖｙ＝（ｆ１－ｆ２ｓｉｎθ）Δｔ．

由于ｆ１＝ｆ２，可得
Δｖ＋Δｖｙ＝Δ（ｖ＋ｖｙ）＝０，

即　ｖ＋ｖｙ＝常数．
末速度ｖｍａｘ的方向将会沿着斜面向下，这时便有
ｖ＝ｖｙ＝ｖｍａｘ，所以

ｖｍａｘ＝
ｖ０
２＝０．５ｍ

／ｓ．

这种做法十分巧妙，也很简洁，通过计算速度
大小和沿斜面向下的分速度随时间的变化关系，
发现两者之和是一个定值，从而很方便地导出了
末速度的大小．
３　深入探究

下面分步骤对这个模型作深入的探究，并求

—５９—
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出小孩下滑的轨迹方程．
（１）分析．
设在轨迹上任意一点处的速度为 ，由于只要

小孩受到一点点的作用力就会以恒定的速度滑向
山下，所以在小孩匀速下滑时，受到的摩擦力与重
力沿冰面的分力抵消，即ｆ１＝ｆ２，记
ｆ＝ｆ１＝ｆ２＝ｍｇｓｉｎα． （１）

可以列出ｆ１ 和ｆ２ 的合力Ｆ与速度 的矢量式：
Ｆ＝－ｆｃｏｓθｉ＋ｆ（１－ｓｉｎθ）ｊ， （２）
＝ｖｃｏｓθｉ＋ｖｓｉｎθｊ， （３）

式中ｖ是 的模．
（２）运用牛顿第二定律进一步推导．
对（３）式中的ｖ求导：
ｄ
ｄｔ＝ －ｖωｓｉｎθ＋ｄｖｄｔｃｏｓ（ ）θｉ （＋ ｖωｃｏｓθ＋

ｄｖ
ｄｔｓｉｎ）θｊ， （４）

式中ω＝ｄθｄｔ．
注意到在ｖ方向上可以列牛顿第二

定律

ｆ２－ｆ１ｓｉｎθ＝－ｍｄｖｄｔ．

即
ｄｖ
ｄｔ＝－

ｆ
ｍ
（１－ｓｉｎθ）． （５）

把（５）式代入（４）式可得，并在等号两边同时乘以
ｍ，得

ｍｄｄｔ＝
［－ｍｖωｓｉｎθ－ｆ（１－ｓｉｎθ）ｃｏｓθ］ｉ＋

［ｍｖωｃｏｓθ－ｆ（１－ｓｉｎθ）ｓｉｎθ］ｊ． （６）
由牛顿第二定律，（２）式与（６）式的ｘ，ｙ分量

分别相等，则可以得到
ｍｖω＝ｆｃｏｓθ． （７）
（３）导出速度ｖ与角度θ的关系．
将（７）式写成

ｍｖｄθｄｔ＝ｍｖ
ｄθ
ｄｖ
ｄｖ
ｄｔ＝ｆｃｏｓθ．

把（５）式代入可得

－１－ｓｉｎθｃｏｓθ ｄθ＝
ｄｖ
ｖ．

将上式积分，并考虑初始条件θ＝０时ｖ＝ｖ０，得

ｖ（θ）＝
ｖ０

１＋ｓｉｎθ．
（８）

这就得到了速率ｖ关于θ的关系式．
将（８）式对时间ｔ求导
ｄｖ
ｄｔ＝－

ｖ０ｃｏｓθ
（１＋ｓｉｎθ）２

ｄθ
ｄｔ．

（９）

（５）、（９）两式相等可得
ｄｔ
ｄθ＝

ｍｖ０
ｆ

１
（１＋ｓｉｎθ）ｃｏｓθ．

（１０）

此时可以把ｖ的ｘ和ｙ分量表示为

ｖｘ＝ｄｘｄｔ＝ｖｃｏｓθ
， （１１）

ｖｙ＝
ｄｙ
ｄｔ＝ｖｓｉｎθ．

（１２）

（４）由速度与θ的关系对时间积分得到位置
与θ的关系．

（１１）式可以化为

ｄｘ＝ｖ０ ｃｏｓθ１＋ｓｉｎθｄｔ＝ｖ０
ｃｏｓθ
１＋ｓｉｎθ

ｄｔ
ｄθｄθ．

（１３）

把（１０）式代入（１３）式

ｄｘ＝ｍｖ０
２

ｆ
１

（１＋ｓｉｎθ）２
ｄθ． （１４）

根据（１１）（１２）式，ｄｙ＝ｄｘｔａｎθ，所以

ｄｙ＝
ｍｖ０２

ｆ
ｔａｎθ

（１＋ｓｉｎθ）２
ｄθ． （１５）

将（１４）、（１５）两式积分，考虑初始条件θ＝０时，ｘ
和ｙ均为０，并将（１）式代入，可得

ｘ（θ）＝
ｖ０２

３ｇｓｉｎα
１－

ｃｏｓ３θ２－３ｓｉｎ
θ
２

ｃｏｓθ２＋ｓｉｎ
θ（ ）２

熿

燀

燄

燅

３ ，（１６）

ｙ（θ）＝
ｖ０２

４ｇｓｉｎα
ｌｎ１＋ｓｉｎθｃｏｓθ － ｓｉｎθ

（１＋ｓｉｎθ）［ ］２ ． （１７）

这就是小孩在冰面上下滑的轨迹方程，它是
一个关于θ的参数方程，θ的取值范围为［０，π／２），
其图像如图３所示．

图３

—６９—
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（上接第９４页）
让学生去体验船的两个分运动．当学生以分析受
力的方法对速度进行正交分解时，就会出现船要
“飞天”的现象，这个时候学生思维出现矛盾，陷入
混沌状态，需要教师给一步台阶．师生继续探究：
那么船的速度到底是怎样分解呢？对绳子缩短的
效果学生是容易接受的，再对比两种状态，若绳子
不再收缩，就只能靠转动达到最终状态，即实际上
绳子实现的运动是：缩短与转动，两个分运动互不
干扰．在模拟实验中学生积极参与，教学效果非
常好．

案例６．如图１３所示，两竖直杆ＭＮ 与ＰＱ 相
距２ｍ，一根长２．４ｍ的绳子两端拴在这两杆上，
第一次令两拴点等高，第二次令两拴点不等高，用
一光滑的铁钩把一重Ｇ＝５０Ｎ的物体挂在绳子
上，问绳中拉力多大？

图１３
　　

图１４

本题的难点在于绳子两端不等高的时候铁钩
两侧绳子与水平方向的夹角始终相等，且保持不
变．通过理论探究的形式也可以得到答案，如图１４
受力分析可得．但是理论毕竟是理论，学生还是将
信将疑的，因此笔者在课上采用自制实验探究的

形式开展教学，取得不错的效果．
实验准备：铁架台（每组两个）、细线一根、钩

码、刻度尺和量角器．
实验方式：分组探究，每４人一组．把细线两

端拴在铁架台上，挂好钩码．先让两个端点 Ｍ、Ｐ
等高，改变Ｐ 点的高低，观察随着Ｐ 点的缓慢升
高，钩码所在位置的变化情况和测量随着Ｐ 点高
度变化夹角的变化情况．

通过实验探究学生发现，钩码两侧绳子与水
平方向的夹角始终相等，且保持不变，容易得到
两侧绳子的张力也相等．之后，教师可以引导学
生根据实验观察中得到的结论进行思考：为什么
绳子与水平方向的夹角始终相等，如何证明？由
于有实验探究的设置，加上教师的引导，学生更
明确了问题解决的方向，从而可以达到事半功倍
的效果．

笔者发现，当实验研究不仅仅局限于兴趣，而
与志趣结缘时，我们发现学生的潜力是无限的，他
们的热情也是巨大的．学生在不断探索的过程中，
我们在不知不觉中培养了他们的质疑能力、观察
能力、思考能力，以及严谨求实的科学精神，是一
个社会人在以后的发展中最需要的能力和精神．
当学生离开学校离开物理，在他们身上留下的这
些品质是最可贵的．

物理学是一门实验科学，也是一门生活科学，
养成科学的生活方式、生活思维、生活态度应是物
理教学的重要任务．因此，重视中学物理的实验教
学，也就是让教育回归生活世界．

（收稿日期：２０１６－０３－１３）

　　通过求极限ｌｉｍ
θ→π／２
ｘ（θ）可以得到轨迹在ｘ方向

上将收敛于 ２ｖ０
２

３ｇｓｉｎα．
将（８）式代入（３）式，并求极限

ｌｉｍ
θ→π／２
ｖ（θ）可以得到小孩最终的速度是

ｖ０
２ｊ
，因此小

孩最终以ｖ０／２的速度匀速下滑．
４　结论

以上的做法运用了大学阶段理论力学的思
想，使用了较多的数学技巧，但对于初步了解一些
微积分知识的学生来说，理解这种做法并不困难．
在这种做法中，在ｘ和ｙ 方向上分别根据牛顿第
二定律列出了等式．其中在速度方向上的牛顿第

二定律表达式，即（５）式，是一个关键的等式，这个
等式得到了速度大小对时间的导数，即加速度大
小的表达式．而在计算过程中设法消去了时间而
保留夹角θ，从最后的分析中看到这个思路是正确
的，若消去θ而保留时间将解不出轨迹方程．
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