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精解物理奥赛中的抛体问题（部分） 
求解抛体运动的一般方法：法一，把抛体运动分解为沿初速度方向的匀速直线运动和竖直向下的自由落体

运动来求解；法二，建立以水平方向为 x 轴，竖直方向为 y 轴的直角坐标系，利用抛体运动的轨迹方程求

解；法三，建立适当直角坐标系，把抛体运动在两坐标轴上分解后列方程求解；法四，使用运动的相关定

性知识点并结合前面三种方法求解。 
1.《新编高中物理奥赛题典》13 页 16 题：最大与地面成什么角度抛出石子，才能使石子在运动过程中始

终远离抛出点？（不计空气影响） 

解：(法一) 如图 1-1，设石子被抛出的初速度为 0v ，抛射角(初速度与水

平方向的夹角)为α ；如图 1-2 和 1-3，把速度 v 分解为垂直于位移和平

行于位移的两个分速度，其中， 

a.当位移 S 与速度 v 的夹角小于90°时，平行于位移的分速度与位

移同向，故位移大小将会进一步增大，如图 1-2； 

b.当位移 S 与速度 v 的夹角大于90°时，平行于位移的分速度与位

移反向，故位移大小将会进一步减小，如图 1-3； 

c.当位移 S 与速度 v 的夹角等于90°时，平行于位移的分速度为零，

这一时刻是位移由大变小的临界点. 

由以上 a、b 和 c 的讨论可知，当位移 S 与速度 v 的夹角 90svθ ≤ °时，

石子始终远离抛出点；在小球从抛出点o 运动到顶点 P 的过程中，显然，

90svθ ≤ °恒成立，即小球始终远离抛出点；在小球从顶点 P 开始以后

的运动过程中，要使 90svθ ≤ °成立，则要求 v sθ θ≥ （从图 1-1 可推知），

即有 tan tanv sθ θ≥ ，也即是 

2 2
00 0

0 0

2cos sin 2tan tan
sin cos

yx
v s

xy

v t gtv v v t gty
gt v x v t v tv

α αθ θ
α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟= = ≥ = = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠
， 

即

2
0 0

2 2 20 0
0 0

0 0 0 0

1 1sin sincos cos2 2 3 sin 2 0
sin cos sin cos

v t gt v gtv v g t gv t v
gt v v t gt v v

α αα α α
α α α α

− −
≥ ⇒ ≥ ⇒ − + ≥

− −
，(1) 

(1)式是关于 t 的一元二次不等式，其成立的条件是关于 t 的一元二次方程
2 2 2

0 03 sin 2 0g t gv t vα− + = 的判

别式 0Δ ≤ ，即
2 2 2 2 2 2

0 09 sin 8 0 sin 8 9g v g vα α− ≤ ⇒ ≤ ，又因α 为锐角，故 arcsin 8 9α ≤ . 

解：(法二)以抛出点为原点o ，水平方向为 x 轴，竖直向上为 y 轴建立笛卡尔坐标系（即直角坐标系）；因

石子在水平方向上不受外力作用，故石子在水平方向上做匀速直线运动，即在 x 上有 xx v t= ，即是 

                0 cosx v t α= ，                             (1) 
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因石子在竖直方向上只受重力作用，故石子在该方向做竖直上抛运动，即在 y 上有
2

0
1
2y yy v t a t= + ，即 

      2
0

1sin
2

y v t gtα= − (显然是以 y 轴正向为正方向)，       (2) 

联解(1)和(2)可得到石子斜抛的轨迹方程为 

      2
2 2
0

tan
2 cos

gy x x
v

α
α

= − ，                          (3) 

如图 1-1，“石子始终远离抛出点”这一条件等价于“轨迹上任意点 ( ),A x y 到原点 ( )0,0o 的距离 l 是关于

x 或 y 的增函数”，即是
2 2l x y= + 是关于 x 或 y 的增函数，考虑到(3)式可以得到 

2 2
2 2 2 2 3 4

2 2 2 2 3 4 4
0 0 0

1 sintan
2 cos cos cos 4 cos

g g gl x x x l x x x
v v v

αα
α α α α

⎛ ⎞
= + − ⇒ = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2 2 2 3 2 4

2 4
0 0

sin1 tan 1 tan 1 tan
cos 4

g gL x l x x x x
v v

αα α α
α

⇒ = = + − + + + ，    (4) 

在(4)式中，应用了
2 2

2
2 2

1 cos sin 1 tan
cos cos

α α α
α α

+
= = + ；在(4)式中， ( )L x 是增函数的条件是：函数 ( )L x

对 x 的一阶导数大于等于零（等于零是临界点），即是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2 2 2 3

2 4
0 0

3 sin2 1 tan 1 tan 1 tan 0
cos

d g gL x L x x x x
dx v v

αα α α
α

′ = = + − + + + ≥ , 

即有: ( ) ( )
2

2 2 2
2 4
0 0

3 sin1 tan 2 1 tan 0
cos

g gx x x
v v

αα α
α

⎡ ⎤
+ − + + ≥⎢ ⎥

⎣ ⎦
, 在该问题中， x 恒大于零，故有 

( )
2 2

2 2 2
4 2 4 2 2
0 0 0 0

3 sin 3 sin1 tan 2 0 2 0
cos cos cos

g g g gx x x x
v v v v

α αα
α α α

+ − + ≥ ⇒ − + ≥ ，          (5) 

(5)式成立的条件是关于 x 的一元二次方程
2

2
4 2 2
0 0

3 sin 2 0
cos cos
g gx x

v v
α

α α
− + = 的判别式小于等于零，即是 

2 2
2

2 4 2
0 0

3 sin 84 0
cos cos

g gb ac
v v

α
α α

⎛ ⎞
Δ = − = − ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
，即是

2sin 8 9α ≤ ，又因α 为锐角，故 arcsin 8 9α ≤ . 

解：(法三)如图 1-1，设石子被抛出的初速度为 0v ，抛射角为α ，把石子的运动

分解为沿初速度方向的匀速直线运动和竖直向下的自由落体运动，如图 1-4，因

1 0s v t= ，
2

2 2s gt= ，由余弦定理可得
2 2 2

1 2 1 22 coss s s s s β= + − ，即是 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 4 2
0 04 2 2 cos 90s v t g t v t gt α= + − ⋅ ° −  

即得 ( )2 2 4 3 2 2
0 04 cos 90s g t gv t v tα= − °− + ，“石子始终远离抛出点”这一条
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件等价于函数 ( ) ( )2 4 3 2 2
0 0

1 cos 90
4

L t g t gv t v tα= − °− + 是增函数，即是要求 ( ) 0L t′ ≥ ，即是 

( ) ( )( )2 3 2 2 2 2 2
0 0 0 03 cos 90 2 0 3 cos 90 2 0g t gv t v t t g t gv t vα α− °− + ≥ ⇒ − °− + ≥ ，因 0t > ，故有 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 03 cos 90 2 0 4 0 9 cos 90 8 0g t gv t v b ac g v g vα α− °− + ≥ ⇒ Δ = − ≤ ⇒ °− − ≤ ，即是 

( )2 2cos 90 8 9 sin 8 9α α°− ≤ ⇒ ≤ ，又因α 为锐角，故 arcsin 8 9α ≤ . 

2.《新编高中物理奥赛题典》15 页 19 题：一枪从同一地点发出两颗

子弹，发射的时间间隔为 tΔ ，若两子弹在同一平面内运动，证明两

子弹相遇的条件是  

( )
( )

1 2

01 2

sin 2
2cos 2
g t

v
α α
α α
−⎡ ⎤ Δ⎣ ⎦ =
+⎡ ⎤⎣ ⎦

， 

其中， 1α 、 2α 是两次发射子弹的仰角， 0v 是发射的初速度，如图 2-1。 

证：(法一)依题意，仰角为 1α 的子弹先发射，仰角为 2α 的子弹后发射，从以仰角 1α 发射子弹时开始计时，

当两子弹相遇时，两子弹在水平方向上和竖直方向上的位移分别相等，即是 

在 x 上： ( ) ( )( )1 2 0 1 0 2cos cosx x v t v t tα α= ⇔ = −Δ ， 

2

2 1

cos
cos cos

tt α
α α
Δ

⇒ =
−

； 1

2 1

cos
cos cos

tt t α
α α
Δ

−Δ =
−

                                     (1) 

在 y 上： ( ) ( )( ) ( )22
1 2 0 1 0 2

1 1sin sin
2 2

y y v t gt v t t g t tα α= ⇔ − = −Δ − −Δ ，                 (2) 

把(1)式代入(2)式计算得到 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 1 1
0 1 0 2

2 1 2 1 2 1 2 1

2 2 2 2
2 1

0 1 2 0 2 1
2 1 2 1

0 1

cos cos cos cossin sin ,
cos cos 2 cos cos cos cos 2 cos cos

cos cos1 1sin cos sin cos ,
2 cos cos 2 cos cos

sin cos

t t t tg gv v

t tv t g v t g

v t

α α α αα α
α α α α α α α α

α αα α α α
α α α α

α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ Δ Δ
− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Δ Δ
⇒ Δ − = Δ −

− −

⇒ Δ ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

2 2
2 2 1

2 2 1
2 1

1 2
1 2 1 2

0 1 2 0

1 2 1 2 1 2

0 01 2 1 2 1 2

cos cos1sin cos ,
2 cos cos

sin
sin cos cos ,

2 cos cos 2

2sin 2 cos 2 sin 2
,

2 22cos 2 cos 2 cos 2

g t

g t g t
v v

g t g t
v v

α αα α α
α α

α α
α α α α

α α

α α α α α α
α α α α α α

−
− = Δ

−

−Δ Δ
⇒ − = + ⇒ =

+

− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δ Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⇒ = ⇒ =
+ − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

证毕.

 

证：(法二)依题意，仰角为 1α 的子弹先发射，仰角为 2α 的子弹后 

发射，从以仰角 1α 发射子弹时开始计时，当两子弹相遇时，两子 

弹在水平方向上和竖直方向上的位移分别相等，即是 

i0v0v
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o
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在 x 上: ( ) ( )( )1 2 0 1 0 2cos cosx x v t v t tα α= ⇒ = −Δ 2

2 1

cos
cos cos

tt α
α α
Δ

⇒ =
−

, 1

2 1

cos
cos cos

tt t α
α α
Δ

−Δ =
−

. (1) 

斜抛运动可以被分解为沿初速度方向的匀速直线运动和沿竖直向下方向的自由落体运动，如图 2-2，当第

一颗子弹到达相遇点 ( ),M x y 时，它的实际位移（合位移） O M O A AMs s s= + ，显然， 0O As v t= ，

21
2AMs gt= ；当第二颗子弹到达相遇点 ( ),M x y 时，它的实际位移（合位移） O M O B B Ms s s= + ，显然，

( )0O Bs v t t= −Δ ， ( )21
2B Ms g t t= −Δ . 

如图 2-2，在三角形OAB 中，由余弦定理有 ( )2 2 2
1 22 cosAB OA OB OA OB α α= + − ⋅ ⋅ ⋅ − ，因为 

( )221 1
2 2AM B MAB s s gt g t t= − = − −Δ ； 0O AOA s v t= = ； ( )0O BOB s v t t= = −Δ ，所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

22 22
0 0 0 0 1 2

1 1 2 cos
2 2

gt g t t v t v t t v t v t t α α⎡ ⎤− −Δ = + −Δ − −Δ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
，       (2) 

把(1)式代入(2)式整理得到 

( )

22 2

2 1

2 1 2 1

2 2

0 2 0 1 0 2 0 1
1 2

2 1 2 1 2 1 2 1

2

2

cos cos1 1
2 cos cos 2 cos cos

cos cos cos cos2 cos
cos cos cos cos cos cos cos cos

1
4 cos cos

t tg g

v t v t v t v t

tg

α α
α α α α

α α α α α α
α α α α α α α α

α

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ
⎢ ⎥−⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞Δ Δ Δ Δ
= + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

Δ
⇒

−
( )

( )

( ) ( )

4
22 2

2 1
1

2 2

0 2 0 1 0 2 0 1
1 2

2 1 2 1 2 1 2 1

42 2
2 2

2 1 2 12
0 2 1

2

cos cos

cos cos cos cos2 cos
cos cos cos cos cos cos cos cos

1 cos cos cos cos
4 cos cos

cos

v t v t v t v t

g t
v

α α
α

α α α α α α
α α α α α α α α

α α α α
α α

α

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞Δ Δ Δ Δ
= + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞Δ
⇒ + −⎜ ⎟−⎝ ⎠

= ( )

( )( )
( )

( ) ( ) ( )

2 2

1 2 1
1 2

2 1 2 1 2 1 2 1

22 2 2
0 2 1

2 2
2 1 1 2 1 2

2 2
2 1 1 2 1 2 1 2

cos cos cos2 cos
cos cos cos cos cos cos cos cos

4 cos cos

cos cos 2cos cos cos

cos cos cos cos cos

cos

g t v

α α α α α
α α α α α α α α

α α

α α α α α α

α α α α α α α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
+ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⇒ Δ +

= + − −

= + − + + − −⎡ ⎤⎣ ⎦
= ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( )

2 2 2
2 1 1 2 1 2 1 2

2 2 2
2 1 1 2 1 2

2 2 2 2 2
2 1 1 2 1 2

2
1 2

22 2 2 2
0 2 1 1 2

cos cos cos cos

cos cos cos 2 cos 2 2 cos

cos cos 2cos 1 2cos 1 2 cos

1 cos

4 cos cos sing t v

α α α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

α α

α α α α

+ − + − − −

= + − + − −

⎡ ⎤= + − − + − − −⎣ ⎦
= − −

⇒ Δ + = −
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θ

Bv
B 45° C

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0 2 1 1 2 0 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2

0 01 2 1 2 1 2

2 cos cos sin 2 sin cos cos

2sin 2 cos 2 sin 2
,

2 22cos 2 cos 2 cos 2

g t v g t v

g t g t
v v

α α α α α α α α

α α α α α α
α α α α α α

⇒ Δ + = − ⇒ Δ = − +

− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δ Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⇒ = ⇒ =
+ − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

证毕。
 

3.《新编高中物理奥赛题典》14 页 18 题：如图 3-1 所示，一仓库高25 m ，宽40 m ，今在仓库前 ml 、

高5 m的 A 处抛一石子，使石子抛过屋顶。问 l 多大时，初速度 0v 的值最小？（不计空气影响，
210g m s= ） 

解：（法一）用到结论：在水平地面上以初速度 0v 抛出物体，当抛射角为 45°时物体被抛出的水平距离最

远。或表述为：要把物体从地面上抛出一定的水平距离，当以 45°的抛射角抛出时初速度 0v 最小。 

如图 3-2，石子经过 B 点时的速度方向与水平方向成 45°时，石子能以最小的速度 Bv 越过宽为 40m的仓库

顶 BC，则 

( )cos 45Bs v t= ° ， ( )0 sin 45 sin 45t B Bv v at v v g t= + ⇒ − ° = °+ −  

代入数据可得到 20m sBv = . 

对石子从抛出点运动到 B 点的过程，有 

在竖直方向上： ( ) ( ) ( )( )2 2
0sin 45 sin 2Bv v g H hθ° − = − − ，  (1) 

在水平方向上： ( ) ( ) ( )0cos 45 sin 45 sinB Bl v v v gθ= ° °− −⎡ ⎤⎣ ⎦ ，(2) 

代入数据联解(1)和(2)的可得 ( ) ( )20 3 1 14.64 ml = −  

解法一中用到结论的证明：令物体被抛出的初速度为 0v ，抛射角为α ，水平位移为 x ，如插图 3-1 有 

在竖直方向上: ( )0 0 0sin sintv v at v v g tα α= + ⇒ − = + − ,   (1)  

在水平方向上: ( )0 0 cosx v t x v tα= ⇒ = ,                  (2) 

联解(1)和(2)可得
2
0 sin 2x v gα= ，显然，当 45α = °时， x 取最大值

2
max 0x v g= ,证毕. 

解：（法二）以抛出点 A 为原点建立如图 3-3 所示的坐标系，则石子运动的轨迹方程为(参考第 1 题解法二) 

2
2 2
0

tan
2 cos

gy x x
v

θ
θ

= − ，      (1) 

如图 3-3，点 B ( ), 20l 和点 C ( )40,20l + 在物体的轨迹方程上，  

(这种方法是不考虑这两点的特殊性，是一般的处理方法,法三考虑了这两点的特殊性,要简单一些），即有 

( ) ( )

2
2 2
0

2
2 2
0

20 tan , (2)
2 cos

20 40 tan 40 , (3)
2 cos

gl l
v

gl l
v

θ
θ

θ
θ

⎧ = −⎪⎪
⎨
⎪ = + − +
⎪⎩

  

5m
i

0v

l

40m 25m

图 3-3 

CB 

A

y

xθ

α
0v

x

y

o x• •
0v插图 3-1 



                              

 6

由(2)和(3)可得 ( ) ( ) ( )22
2 2 2 2 2
0 0 0

2 40
tan 40 tan 40 sin 2

2 cos 2 cos
g lg gl l l l

v v v
θ θ θ

θ θ
+

− = + − + ⇒ = . 

因为
( )

( )
( )

2 22 4 2
0 0

2 40sin 2 sin 2tan 0 90
1 cos 2 1 1 sin 2 2 40

g l

v v g l

θ θθ θ
θ θ

+
= = = < < °

+ + − + − +
,       (4) 

( )
( )

2
0

2 2 22 4 2
0 0

21 2 2 0 90
cos 1 cos 2 1 1 sin 2 2 40

v

v v g l
θ

θ θ θ
= = = < < °

+ + − + − +
，    (5) 

把(4)式和(5)式代入(2)式可得 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
20

22 22 4 2 2 4 200 0 0 0

22 2 2
2 24 2 2 4 2 4 2

0 0 0 0 0

22
22 2

0 02 2

2 40 220
22 40 2 40

40 40 402 40 2 40
20 20 10

40 40 2040 10 102 40
20 40 40 40 40

g l vgl l
vv v g l v v g l

gl gl gl gl gl glv g l v v g l v v

l gl g ll gl gv l v
l l l l

+
= −

+ − + + − +

⎛ ⎞+ + +
⇒ − + = − ⇒ − + = + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

+ ++⎛ ⎞⇒ = + + ⇒ = +⎜ ⎟ + + +⎝ ⎠

( ) ( ) ( ) ( )
( )

22 2 2 2
2 2
0 02 2

2 2 2 2
2
0 02 2

40 2 800 40 80040 400 20
4 40 4 40

40 400 40 400400 2 400 20 2
4 40 4 40

l

l l l ll l l
v v

l l l l

l l l lv v
l l l l

+ + × + ++ +
⇒ = + ⇒ =

+ +

+ +
⇒ = + + ≥ + ⇒ ≥

+ +

 

(以上用到不等式 ( ) ( )2 2 2 2 20 2 0 2 2 0, 0a b a b ab a b ab c d cd c d− ≥ ⇒ + − ≥ ⇒ + ≥ ⇒ + ≥ > > ，当

c d= 时，不等式取等号。) 

当
2 2

2

40 400
4 40

l l
l l

+
=

+
时，不等式

( )
( )

( )
( )

2 22 2
2
0 2 2

40 40400 400400 2 400
4 440 40

l l l l
v

l l l l

+ +
= + + ≥ +

+ +
取等

号，这时 0v 取最小值 ( )0min 20 2 mv s= 。此时，由方程
2 2

2

40 400
4 40

l l
l l

+
=

+
可得 ( )( )20 3 1 ml = − 。 

解：（法三）以抛出点 A 为原点建立如图 3-3 所示的坐标系，则石子运动的轨迹方程为(参考第 1 题解法二) 

( )2 2 2
0tan 2 cosy x g v xθ θ= − ，            (1) 

如图 3-3，点 B ( ), 20l 和点 C ( )40, 20l + 在物体的轨迹方程上，因这两点的纵坐标相同，故可知 1x l= 和

2 40x l= + 是关于 x 的一元二次方程 ( )2 2 2
020 tan 2 cosx g v xθ θ= − 的两个根，所以，由韦达定理可得 

( )

( )

2
0

1 2 2 2
0

2 2
0

1 2

sin costan2 40 20 , (2)
2 cos

40 cos40 , (3)

vbx x l l
a gg v

vcx x l l
a g

θ θθ
θ

θ

⎧ −
+ = − ⇒ + = − ⇒ + =⎪

⎪
⎨
⎪ = ⇒ + =⎪⎩
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由(3)÷ (2)可得
( )
( )

40 20
tan

40
l

l l
θ

+
=

+
；由 tanθ 的关系式可推出

( ) ( )
( )

2 22 2

22 2

40 40 201
cos 40

l l l
l lθ

+ + +
=

+
. 

把点 B ( ), 20l 代入(1)可得
2

2 2
0

20 tan
2 cos

gl l
v

θ
θ

= − ，再把 tanθ 和 2

1
cos θ

的关系式代入后可得 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 2 22 2 2 2

2 22 2
0 0

22 2 2 2 22 2
2
0 2

2 2 2 2
2
0 02 2

40 20 40 40 20 4 20 40 40 20
20 2

40 402 40 2 40

40 2 800 40 80040 40 20
4 40 4 40

40 400 40 400400 2 400 20 2
4 40 4 40

l gl l g l l l l l
l lv l v l

l l l ll l l
v

l l l l

l l l lv v
l l l l

+ + + + + + + +
= − ⇒ = −

+ ++ +

+ + × + ++ + +
⇒ = =

+ +

+ +
⇒ = + + ≥ + ⇒ ≥

+ +

 

当
2 2

2

40 400
4 40

l l
l l

+
=

+
时，不等式

( )
( )

( )
( )

2 22 2
2
0 2 2

40 40400 400400 2 400
4 440 40

l l l l
v

l l l l

+ +
= + + ≥ +

+ +
取等

号，这时 0v 取最小值 ( )0min 20 2 mv s= 。此时，由方程
2 2

2

40 400
4 40

l l
l l

+
=

+
可得 ( )( )20 3 1 ml = − 。 

4.《新编高中物理奥赛题典》13 页 17 题：如图 4-1 所示，一个斜面体

的倾角分别为θ 和ϕ ，一个小球从倾角为θ 的斜面底角处做斜上抛运

动，为了使小球能够从斜面体的顶端切过并落在倾角为ϕ 的斜面底角

处，则物体的抛射角α 与倾角θ 和ϕ应满足什么关系？ 

解：建立如图 4-2 所示的o xy− 坐标系，显然，点 ( )cot ,A h hθ 和点

( )cot cot ,0B h hθ ϕ+ 在抛物线上，即点 A与点 B 满足该抛物线的轨 

迹方程，而抛物线的轨迹方程写为 (参考第 1 题解法二) 

( )2 2 2
0tan 2 cosy x g v xα α= − ，         (1) 

故把点 ( )cot ,A h hθ 和点 ( )cot cot ,0B h hθ ϕ+ 代入 (1) 式可得 

( )( )

( ) ( )( )

22 2
0

22 2
0

cot tan 2 cos cot , (2)

0 cot cot tan 2 cos cot cot . (3)

h h g v h

h h g v h h

θ α α θ

θ ϕ α α θ ϕ

⎧ = −⎪
⎨

= + − +⎪⎩
 

由 (2) (3)− 可得 2 2 2
0

1 tan cot
2 cos cot 2 cot cot

g
v h h

α ϕ
α ϕ θ ϕ

+
=

+
，                        (4) 

把(4)式代入(2)式可得 

h

ϕα θ
o B

A

图 4-1 

0v

h

ϕα θ
o

B

A

图 4-2 

y

x

0v
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( )

( )

( )

2
2

2

2

2 2 2

2

2 2 2 2

1 tan cotcot tan cot ,
cot 2 cot cot

1 tan cot cot
1 tan cot ,

cot 2cot cot

cot 2cot cot cot tan cot cot
tan cot ,

cot 2cot cot

cot 2cot cot cot tan cot cot tan cot cot

h h h
h h

α ϕθ α θ
ϕ θ ϕ

α ϕ θ
α θ

ϕ θ ϕ

ϕ θ ϕ θ α θ ϕ
α θ

ϕ θ ϕ

ϕ θ ϕ θ α θ ϕ α θ ϕ

+
= −

+

+
⇒ + =

+

+ + +
⇒ =

+

⇒ + + + = ( )
( )

( )
( )

2

2 2 2 2

22 2

2 2

2cot cot ,

cot 2cot cot cot tan cot cot cot cot ,

cot cotcot 2cot cot cot tan tan ,
cot cot cot cot cot cot cot cot

cot cot tan tan tan tan .
cot cot

θ ϕ

ϕ θ ϕ θ α θ ϕ θ ϕ

ϕ θϕ θ ϕ θ α α
θ ϕ θ ϕ θ ϕ ϕ θ

ϕ θ α θ ϕ α
θ ϕ

+

⇒ + + = +

++ +
⇒ = ⇒ =

+ +

+
⇒ = ⇒ + =

 

5.在投掷铅球时，若铅球离开手时的高度为 h ，速度为 0v ，则铅球的最远射程是多少？对应的抛射角θ 是

多少？ 
解：（法一）把铅球的运动分解为沿初速度方向的匀速直线运动和竖直向下的自由落体运动来求解。设抛

射角为θ ，依题意，如图 5-1 可得 

( )
2

22 2
0

1
2oos v t gt h′

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

，即 ( )2 2 4 2 2 2
0

1
4oos g t v gh t h′ = − + + − . 

显然，当
( )2

02
2

2
2

v ghbt
a g

+
= − = 时，

2
oos ′ 取最大值，即得 

2
max 0 0 2oos v v gh g′ = + . 

oos ′ 取最大时，如图 5-1 可得 

( )
2 2

0 0 0max
22

0 00 0

2 2
cos

2 22
oo v v gh g v ghs
v t v ghv v gh g

θ ′ + +
= = =

++
，故

2
0

2
0

2
cos

2 2

v gh
arc

v gh
θ

+
=

+
. 

解：（法二）用抛体的轨迹方程求解。以抛出点为原点，建立如图 5-2 所示的直角坐标系，显然，铅球运动

的轨迹方程写为 

2
2 2
0

tan
2 cos

gy x x
v

θ
θ

= − ，显然，落地点 ( ),P x h− 在铅球的轨迹方程上，

故有 

( )2
2

2
0

1 tan
tan 0

2
g

x x h
v

θ
θ

+
− − = ，                 (1) 

即是   ( )2 2 2 2 2
0 0tan 2 tan 2 0 tan 0gx v x gx v hθ θ θ− + − = > ,   (2) 

方程(2)成立的条件是关于 tanθ 的一元二次方程的判别式
2 4 0b acΔ = − ≥ ，即得 

0v

o

h

θ

1 0s v t=

2
2

1
2

s gt=

A

B

o′

图 5-1 

0v
y

o x

h

θ

图 5-2 
i ( ),P x h−
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( ) ( )4 2 2 4 2 2 2 2 4 2 2 4 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 04 4 8 0 2 2 2v x g x gx v h g x v gv h x v gv h g x v v gh g− + ≥ ⇒ ≤ + ⇒ ≤ + ⇒ ≤ + ， 

所以，铅球的最远射程为 ( )2
max 0 0 2x v v gh g= + ； 

当铅球水平射程最远时，把 maxx 的值代入方程(1)计算后可以得到 

( )2 2 2 2
0 0 0 02 tan 2 2 tan 0v gh v v gh vθ θ+ − + + = ，即 ( ) ( )2

2 2 2
0 0 0 02 tan 2 2 tan 0v gh v v gh vθ θ+ − + + = ，

也即 ( )22
0 02 tan 0v gh vθ+ − = ，所以 0

2
0

tan
2

v
v gh

θ =
+

，即有 0
2
0

tan
2

varc
v gh

θ =
+

. 

（法三）把铅球的运动分解为水平方向的匀速直线运动和竖直上抛运动来求解。如图 5-2 所示，水平方向

的位移为 ( )0 cosx v tθ= ，竖直方向的位移为 ( ) 2
0 sin 2h v t gtθ− = − ，联立两方程化简后可得 

2 2 2 2 2
0 0tan 2 tan 2 0gx v x gx v hθ θ− + − = ，这个方程与解法二中方程(2)相同，往下同解法二，这里省略。 

6.如图 6-1 所示，大炮向倾角为θ 的山坡上发射炮弹，炮弹离开炮口的速度为 0v ，要使炮弹尽可能打到更

高的地方，则大炮的瞄准角（炮筒与水平方向的夹角）α 应为多少？最大射程为多少？（忽略空气的影响） 

解：（法一）把炮弹的运动分解为沿初速度方向的匀速直线运动和竖直向下的自由落体运动来求解。设炮

弹的瞄准角为α ，依题意，如图 6-2 可得 

( ) ( )
2

2 22
0

1 sin cos
2

v t gt l lθ θ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

，     (1) 

把方程(1)化简后可得 

( )2 4 2 2 2
04 sin 4 0g t gl v t lθ+ − + = ，       (2) 

把方程(2)看成是关于
2t 的一元二次方程，显然，因为方程(2)有解，所以它关于

2t 的一元二次方程的判别

式一定满足 

( )22 2 2 2
04 4 sin 4 16 0b ac gl v g lθΔ = − = − − ≥ ，     (3) 

由方程(3)可得 

( )( )2 2
0 0sin sin 0gl gl v gl gl vθ θ+ − − + − ≥ ， 

即是        ( ) ( )2 2
0 01 sin 1 sin 0gl v gl vθ θ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − − + ≤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ，    (4) 

从方程(4)可得
( ) ( )

2 2
0 0

1 sin 1 sin
v vl

g gθ θ
−

≤ ≤
− +

，所以，炮弹的最大射程为 ( )2
max 0 sinl v g g θ= + . 

从方程(2)可得          
22 2

2 2 2 20 02 2
1 sin 1 sin

v vt g l g
θ θ

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥= ± −⎜ ⎟⎢ ⎥+ +⎝ ⎠⎣ ⎦
，                       (5) 

当 l 取最大值时，把 maxl 代入方程(5)可得 ( )2 2 2 2
02 sint v g g θ= + ；如图 6-2 可得 

( ) ( ) ( )
2 2 2
0 0 0

2

1 sin2 sin cos1tan tan
2 1 sin 1 sin 1 sin cos 4 2

v v vg
g g g

θ π θθ θα
θ θ θ θ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ + ⎛ ⎞= + = = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎜ ⎟+ + + ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
，所以，当 l 取最

大值时，炮弹的瞄准角应为 4 2α π θ= + . 

θ
图 6-1 

0v

α
l

0v

o
α

1 0s v t=

A

图 6-2 

θ

l

2
2

1
2

s gt=


