智浪教育—普惠英才文库

力学

1 直线运动
题型讲解：
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例1：如图1所示，地面上有一固定的球面，球面的斜上方P处有一质点.现要确定一条从P到球面光滑斜面轨道，使质点从静止开始沿轨道滑行到球面上所经时间最短.

解析：此题求解关键是：根据点从竖直圆的顶点开始，沿圆内任一弦下滑，经历的时间都相等这一结论，找到一个顶点是P且与固定球面相切的球面M，这样质点从P点与两球切点连线的弦上下滑所经历的时间就最短.(质点沿其他弦下滑时，经历的时间除沿弦下滑的时间外，还要再加上从球面M到固定球面的一段时间). 

先证明这样一个问题：设地面附近有一空心球，顶点P上有众多的光滑斜直轨道与球面上其他点相连，试证明质点从P点自静止出发经任一轨道再到达球面所需时间相同.

证明：如图2所示，取任一与水平线夹角为φ的轨道PQ，其长为

             l=2Rsinφ
	[image: image574.jpg]777
@

e





	图2


此处R为球半径.质点沿PQ轨道下滑的加速度为gsinφ，因此从P到Q所需时间为

       t=[image: image2.png]J2ligsing



=2[image: image3.png]
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该t与轨道参量φ无关，故任一轨道对应时间相同.           

根据上述结论，本题只要以P点为顶点作一球面，使其与题中固定球面相切，从P点到切点Q的光滑斜直轨道为所求.下面给出的是过P且与固定球面相切的球面的作法：
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	图3


图3：所示，原球面球心记为O，半径记为R.设O、P所在竖直平面即为图示的纸平面，在该竖直面上过P点作一条竖直线AB，且使PA长等于R.连结O、A两点，作直线段OA的中垂线，此中垂线与AB的交点O′即为待作新球面的球心，O′到P点的距离取为新球面的半径R′.这样作出的新球面O′与原球面O相切于Q点，P到Q的光滑斜直线轨道即为所求.      






                                  

例2：老鼠离开洞穴沿直线前进，它的速度与到洞穴的距离成反比，当它行进到离洞穴距离为d1的甲处时速度是v1则它行进到离洞穴距离为d2的乙处时的速度是            .从甲到乙用去的时间是            .

解析：由于老鼠的运动速度与到洞穴的距离成反比，故可通过画[image: image5.png]< |-



-d图象，把反比例图象转化成线性图象，进而求出时间.本题也可以直接应用数学积分知识进行求解.

设老鼠离开洞穴的距离为d，运动的速度为v，则v=[image: image6.png]| A



，k为反比例常数.根据题意d=d1时，v=v1，则k=d1v1.故d=d2时，v=v2满足v2=[image: image7.png]L
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	图4


为求老鼠从甲到乙用用时间，根据分析提出的求解思路如下：

(1)图象法.建立图4，所示的[image: image10.png]< |-



-d图象，则图象上任意小的面积(图中阴影部分)其物理意义就是老鼠在经历任意短的距离△d时用去的时间，因为这任意短的距离中，老鼠的速成度可视为不变，则△t=[image: image11.png]
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·△d，这正是图象阴影面积中的长和宽的乘积.这样图象与d轴包围象与d轴包围的面积可视为由无数个图中阴影面积所组成，也就是说，图在从d1至d2图象与d轴包围的梯形面积就是所求的老鼠用去的时间。    
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)(d2－d1)=[image: image16.png]


(d1+d2)(d2-d1)=[image: image17.png]4 -df
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(2)积分法.在老鼠前进中，任意短的时间间隔T至T+dt内的路程为dx，速度为v，则从甲至乙的时间
t =[image: image18.png]
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例3：有两把齿能不同的梳子，其中一把每厘米有4个齿，另一把每厘米有5个齿.今将其重叠起来，再透过其齿间的缝隙去看亮光，则可以看到亮段和暗段交替出现.如果把其中的一把梳子以1cm/s的速度移动，问亮光部位将以多大的速度移动？
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	图5


解析：如图5，我们以黑白两色的梳子表示题述的两梳子.它们重叠在一起，其中白色梳子每厘米有5个齿.图中A处两梳子的齿刚好重叠在一起.显然，两梳子的齿重叠后，在A处附近透光的间隙较多，透过它去看亮光，这里就是一个“亮段”的中心.而图中B处两梳子的齿相互错开的距离最大，这里能透光的间隙就是最少，故此处是一个“暗段”的中心.当两梳了间有相对运动时，这些亮段和暗段会随之移动.明显可以看到，当发生移动时，亮段和暗段的移动速度是相同的。以下我们仅讨论亮段的移动速度.          

(1)当白色梳子不动，黑色梳子以速度v=lcm/s向右移动.设原来黑、白色梳子的对应两齿刚好在A处重叠，则由于黑色梳子的移动，接着发生的便是紧邻A处右侧的那个黑色梳齿和白色梳齿重叠，这相当于上述的亮段的中心由A处移至A右侧第一个白色梳齿处.由此，这段移动的距离为白色梳子的齿距，即△s1=[image: image27.png]N



cm.

这一过程中黑色梳子移动的距离为黑白两梳子的齿距之差，即

         △s=[image: image28.png]N
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(cm)

以v1表示此时亮段移动工速度，乃有[image: image31.png]
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，所以

          v1=[image: image33.png]
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×5(cm/s)

由上叙述中还可以看到，此时亮段移动速度主向是向右的，即亮段移动速度方向与移动的梳子(黑梳子)的移动速度方向是相同的.

(2)当黑色梳子不动而白色梳子以速度v=lcm/s向右运动时，同样设原来黑白梳子对应的两齿刚好在A处重叠，则由于白梳子的移动，接着发生的便是紧邻A处左侧的那个黑色梳齿和白色梳齿和白色梳齿相生叠.这相当于上述的亮段的中心由A处移至A左侧第一个黑色梳齿处，这一过程中亮段移动的距离为黑色梳子的齿距，即△s2=[image: image35.png]


cm.

这一过中的色梳子移动的距离为黑、白两梳子的齿距之差，即△s=[image: image36.png]


cm.

以v2表示此时亮段移动的速度，乃有[image: image37.png]
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.所以

      v2=[image: image39.png]
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×1=4(cm/s)

由上叙述还可以看到，此时亮段移动的速度方向是向左的，即亮段移动速度方向与移动梳子(白梳子)的移动速度方向是相反的.

	


例4：如图6所示，AA1和BB1是两根光滑的细直杆，并固定于天花板上，绳的一端拴在B点，另一端拴在套于AA1杆中的珠子D上，另有一珠子C穿过强及杆BB1以速度v1匀速下落，而珠子D以一定速度沿杆上升.当图中角度为α时，珠子D上升的速度v2多大？

解析：珠子D作变速直线运动，但在极短时间内却可视为匀速运动，适当进行小量处理即可求解.

用微元法取，极短时间△t进行分析如图7所示珠子C下落的距离[image: image41.png]co,



=v1△t，上升的距离[image: image42.png]DD,



=v2△t，[image: image43.png]


与[image: image44.png]


之间的夹角应为无穷小量△θ.过C点作[image: image45.png]


平行于[image: image46.png]


，在[image: image47.png]


中取F点，使[image: image48.png]
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，而[image: image50.png]
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，绳总长不变，故有[image: image52.png]co,
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.又因为△θ很小，所以等腰△CEF的底角可近似看作90°，于是有

         (v1△t+v2△t)cosα=[image: image54.png]
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=v1△t，

                 v2=[image: image56.png]1-cosa
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	图6 
	图7


 

点评：这种解法具有典型性，此题不可以将珠子C假想为一个滑轮，然后将重心移至滑轮来进行研究.这上一种不常见的解法，但有时常可以使难题得以简化.
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	图8


例5：顶杆AB可在竖直滑槽K内滑动，其下端由凸轮绕O轴以匀解速ω转动，如图8所示，在图示的瞬时，OA=r，凸轮轮缘与A接触处法线n与OA之间的夹角为α，试求此瞬时顶杆AB的速度.  

解析：速度求解通常有两条基本思路：一是根据定义；二是应用速度合成原理.前者求解关键是质点的空间位置关系要弄清，后者是描述速度的参照物要明确.

方法1.根据定义求解.

t时刻顶杆与凸轮的接触点为A，经△t时间，即t+△t时刻，接触点为凸轮上的A′点(在△t时间内凸轮转过△θ解)，如图9所示，                   

     △r=r(t+△t)-r(t)=r△θ·tanα.
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	图9


因此，有

     vA=[image: image60.png]0
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=r [image: image62.png]0
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tanα=rωtanα.

方法2.应用速度合成原理求解.

	[image: image64.jpg]




	图10


    取动坐标系固连在凸连在滑槽K上，动点A(也就是顶杆AB)相对定坐标系的运动是竖直的直线运动，动点A相对动坐标系的轨迹就是凸轮的轮廓线.因此，动点A对定坐标系的速度vA、动占对动坐标系的速度vr和动坐标系上与动点A重合点的速度ve三者，根据相对运动的速度关系应组成三角形，见图10，因此有   

          vA=vc·tanα=rωtanα.

	


例6：如图11所示，两条位于同一竖直平面内的水平轨道，相距为h..轨道上有两个物体A和B，它们通过一根绕过定滑轮O的不可伸长的轻绳相连接.物体A在下面的轨道上以匀速率v运动.在轨道间的绳子与轨道成30°角的瞬间，绳子BO段的中点处有一与绳相对静止的小水滴P与绳子分离.设绳长BO远大于滑轮直径.求：
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	图11


(1)小水滴P脱离绳子时速度的大小和方向；

(2)小水滴P离开绳子落到下面轨道所需要的时间.                  

解析：水滴P脱离绳子时的速度可以驼过水滴P在垂直绳上的分速度求解.这个分速度与物块B在垂直绳方向的分速度有联系，因为这两个分速度都是绕滑轮O转动的线速度，它们有相同的角速度.

(1)物体B在上轨道的运动可以看成是沿绳子的运动和垂直于绳子的运动(即绳子绕O点的转动)的合成.

B沿绳子运动的分速度vB//=v，因而垂直于绳子的分速度vB⊥=vtanθ(θ为BO与轨道夹角，这里θ=30°)，如图12所示. 
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	图12


    绳子中点小水滴P的速度也可分解成沿着绳子的分速度和垂直绳子的分速度，即

                  vp//v，vp⊥=vtanα.

小水滴P垂直绳子的分度可看做绳子绕O点转动，设该时刻绳子转动的角速度为ω，则有

                ω=vp⊥/([image: image67.png]


/2)=vB⊥/[image: image68.png]


.                   ①
从而有            vp⊥=vB⊥/2=(vtanθ)/2.                  ②
于是有            tanα=(tanθ)/2=[image: image69.png]


/6.                  ③
则                    α=arctan([image: image70.png]


/6).                   ④
α角是vp与[image: image71.png]


的夹角，vp与水平方向的夹角为30°-α.

水滴离开绳子的速度大小为

                   vp=[image: image72.png]N




                     =[image: image73.png]/v’ +(vtan 8/ 2]




                     =v[image: image74.png]N+[tan? 8]/ 4




                     =v[image: image75.png]J1312



.                       ⑤
(2)由α<30°可知，水滴P做斜向下抛运动，P在竖直方向的分运动是初速度为vPyO、加速度为g的匀加速直线运动，则有

           vPyO=vsinθ-vP⊥cosθ=v(sinθ-tanθcosθ/2)=v/4.

因而               [image: image76.png]


h=[image: image77.png]N



vt+[image: image78.png]


gt2.

由此方程可解出t，取t为正值的解，得

             t=[image: image79.png]e
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知识方法：
一、参考系、质点
为了描述物体的位置，必须选定一些物体作参考，这些被选作参考的物体称为参考系。世界上一切物体都处于不停的运动之中，绝对不动的物体是没有的，这就是运动的绝对性。但由于参考系的选择是任意的，而运动描述又必须在选定了参考系之后才有意义，因此运动的描述是相对的，这就是描述运动的相对性的含意。

为了定量地描述物体的位置，就要在参考系上选定坐标系，即将参考系抽象成坐标系，最常用的是直角坐标系。

任何实际的物体都有一定的形状和大小。但是在具体的问题中，有时可以忽略物体的形状和大小，而把它们看作是具有一定质量的几何点，称为质点。质点是实标物体的理想化模型。在物理学中常用理想模型代替实际研究以象，以突出其主要性质而忽略其次要因素。同一个物体有时能视为质点有时又不能，决定于所研究的问题。

二、位置、位移和路程
位置是运动质点在某一时刻的空间处所.在直角坐标系中，可用质点在坐标轴上的投影坐标(x，y，z)来表示.在定量计算时，为了使位置的确定和位移的计算一致，人们还常引入位置矢量(简称位矢)的概念.在直角坐标系中，位矢r定义为自坐标原点到质点位置P(x，y，z)所引的有向线段，其大小为[image: image81.png]


，其方向自原点指向质点P.
位移指质点运动过程中，在一段时间△t内位置的变化，即位矢的增量△s=r(t+△t)-r(t)，它的方向自始位置指向末位置.在直角坐标系，在计算位移时，通常先求x轴、y轴、z轴三个方向上的三个分量后，再按矢量合成法则求合位移.

路程是指质点在△t时间内通过的实际轨迹的长度，它是标量，只有在单方向的直线运动中，路程才与位移的大小相等.

三、速度与速率
速度和速率是描述质点运动快慢的物理量.

1．平均速度和平均速率

平均速度是质点在一段时间内通过的位移与所用时间之比，即[image: image82.png]
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.

平均速度是矢量，方向与位移△s的方向相同.

平均速率是质点在一段时间内通过的路程和所用的时间的比值，是标量.

2．即时速度和即时速率

即时速度是质点在某一时刻或某一位置时的速度，它定义为△t→0时平均速度的极限，简称速度，即v=[image: image84.png]0
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.

即时速度是矢量，它的方向就职平均速度极限的方向，即时速度的大小称即时速率，简称速率.

四、加速度
加速度是描述运动变化快慢的物理量，它等于速度对时间的变化率，即a=[image: image86.png]


.

从上式求得的实际上是质点运动的平均加速度，依平均速度瞬时速度知识可得即时加速度为a=[image: image87.png]0
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五、匀变速直线运动
加速度恒定不变的直线运动称匀变速直线运动.设x轴沿v0
方向，则

v=v0+at，

x=x0+v0t+[image: image89.png]


at2，

v2=v[image: image90.png]


+2a(x-x0)

六、运动的合成法则
运动的合成包括位移、速度和加速度的合成，遵从矢量合成法则。我们一般把质点对地或对地面上静止物体的运动称为绝对运动称为牵连运动。以速度为例，这三种速度分别称为绝对速度、相对速度，由：v甲对乙=v甲对丙+v丙对乙
的矢量关系，可得：

              v绝对=v相对+v牵连。

位移、加速度之间也存在类似关系。但要注意具体运算是按平行四边形法则或三角形法则进行的。只有在一条直线上，矢量式才可化为代数式。另外，研究复杂运动时，常把它分解为两个或几个简单的分运动来研究，任何一个方向上的分运动，都按其本身的规律进行，不会因为其它方向的分运动是否存在而受到影响，这叫做运动的独立性原理，如平抛运动就可看作互不影响的水平方向的匀速直线运动和竖直方向的自由落体运动的合成。

七、物系相关速度
正确分析物体(质点)的运动，除可以用运动的合成知识外，还可充分利用物系相关速度之间的关系简捷求解。以下三个结论在实际解题中十分有用：

1．刚性杆、绳上各点在同一时刻具有相同的沿杆、绳的分速度；

2．接触物第在接触面法线方向的分速度相同，切向分速度在无相对滑动时亦相同；

3．线状交叉物系交叉点的速度是相交物系双方沿双方切向运动分速度的矢量和。

具体解题时如能充分利用这三类相关速度的特征，并合理运用速度问题中普遍适用的合成法则、相对运动法则，解题便有章可循了。

题型讲解：
例1：如图1所示，地面上有一固定的球面，球面的斜上方P处有一质点.现要确定一条从P到球面光滑斜面轨道，使质点从静止开始沿轨道滑行到球面上所经时间最短.

解析：此题求解关键是：根据点从竖直圆的顶点开始，沿圆内任一弦下滑，经历的时间都相等这一结论，找到一个顶点是P且与固定球面相切的球面M，这样质点从P点与两球切点连线的弦上下滑所经历的时间就最短.(质点沿其他弦下滑时，经历的时间除沿弦下滑的时间外，还要再加上从球面M到固定球面的一段时间). 

先证明这样一个问题：设地面附近有一空心球，顶点P上有众多的光滑斜直轨道与球面上其他点相连，试证明质点从P点自静止出发经任一轨道再到达球面所需时间相同.

证明：如图2所示，取任一与水平线夹角为φ的轨道PQ，其长为

             l=2Rsinφ
	[image: image91.jpg]




	图2


此处R为球半径.质点沿PQ轨道下滑的加速度为gsinφ，因此从P到Q所需时间为

       t=[image: image92.png]J2ligsing



=2[image: image93.png]


.

该t与轨道参量φ无关，故任一轨道对应时间相同.           

根据上述结论，本题只要以P点为顶点作一球面，使其与题中固定球面相切，从P点到切点Q的光滑斜直轨道为所求.下面给出的是过P且与固定球面相切的球面的作法：

	[image: image94.jpg]




	图3


图3：所示，原球面球心记为O，半径记为R.设O、P所在竖直平面即为图示的纸平面，在该竖直面上过P点作一条竖直线AB，且使PA长等于R.连结O、A两点，作直线段OA的中垂线，此中垂线与AB的交点O′即为待作新球面的球心，O′到P点的距离取为新球面的半径R′.这样作出的新球面O′与原球面O相切于Q点，P到Q的光滑斜直线轨道即为所求.      

例2：老鼠离开洞穴沿直线前进，它的速度与到洞穴的距离成反比，当它行进到离洞穴距离为d1的甲处时速度是v1则它行进到离洞穴距离为d2的乙处时的速度是            .从甲到乙用去的时间是            .

解析：由于老鼠的运动速度与到洞穴的距离成反比，故可通过画[image: image95.png]< |-



-d图象，把反比例图象转化成线性图象，进而求出时间.本题也可以直接应用数学积分知识进行求解.

设老鼠离开洞穴的距离为d，运动的速度为v，则v=[image: image96.png]| A



，k为反比例常数.根据题意d=d1时，v=v1，则k=d1v1.故d=d2时，v=v2满足v2=[image: image97.png]L



=[image: image98.png]


v1.
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	图4


为求老鼠从甲到乙用用时间，根据分析提出的求解思路如下：

(1)图象法.建立图4，所示的[image: image100.png]< |-



-d图象，则图象上任意小的面积(图中阴影部分)其物理意义就是老鼠在经历任意短的距离△d时用去的时间，因为这任意短的距离中，老鼠的速成度可视为不变，则△t=[image: image101.png]


=[image: image102.png]< |-



·△d，这正是图象阴影面积中的长和宽的乘积.这样图象与d轴包围象与d轴包围的面积可视为由无数个图中阴影面积所组成，也就是说，图在从d1至d2图象与d轴包围的梯形面积就是所求的老鼠用去的时间。    

t=[image: image103.png]


([image: image104.png]


+[image: image105.png]


)(d2－d1)=[image: image106.png]


(d1+d2)(d2-d1)=[image: image107.png]4 -df
2vid,



.

(2)积分法.在老鼠前进中，任意短的时间间隔T至T+dt内的路程为dx，速度为v，则从甲至乙的时间
t =[image: image108.png]
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=[image: image110.png]
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dx=[image: image112.png]


(d[image: image113.png]


-d[image: image114.png]


)=[image: image115.png]4 -df
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例3：有两把齿能不同的梳子，其中一把每厘米有4个齿，另一把每厘米有5个齿.今将其重叠起来，再透过其齿间的缝隙去看亮光，则可以看到亮段和暗段交替出现.如果把其中的一把梳子以1cm/s的速度移动，问亮光部位将以多大的速度移动？

	[image: image116.jpg]




	图5


解析：如图5，我们以黑白两色的梳子表示题述的两梳子.它们重叠在一起，其中白色梳子每厘米有5个齿.图中A处两梳子的齿刚好重叠在一起.显然，两梳子的齿重叠后，在A处附近透光的间隙较多，透过它去看亮光，这里就是一个“亮段”的中心.而图中B处两梳子的齿相互错开的距离最大，这里能透光的间隙就是最少，故此处是一个“暗段”的中心.当两梳了间有相对运动时，这些亮段和暗段会随之移动.明显可以看到，当发生移动时，亮段和暗段的移动速度是相同的。以下我们仅讨论亮段的移动速度.          

(1)当白色梳子不动，黑色梳子以速度v=lcm/s向右移动.设原来黑、白色梳子的对应两齿刚好在A处重叠，则由于黑色梳子的移动，接着发生的便是紧邻A处右侧的那个黑色梳齿和白色梳齿重叠，这相当于上述的亮段的中心由A处移至A右侧第一个白色梳齿处.由此，这段移动的距离为白色梳子的齿距，即△s1=[image: image117.png]N



cm.

这一过程中黑色梳子移动的距离为黑白两梳子的齿距之差，即

         △s=[image: image118.png]N



-[image: image119.png]


=[image: image120.png]


(cm)

以v1表示此时亮段移动工速度，乃有[image: image121.png]


=[image: image122.png]


，所以

          v1=[image: image123.png]


v=[image: image124.png]1/4
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×5(cm/s)

由上叙述中还可以看到，此时亮段移动速度主向是向右的，即亮段移动速度方向与移动的梳子(黑梳子)的移动速度方向是相同的.

(2)当黑色梳子不动而白色梳子以速度v=lcm/s向右运动时，同样设原来黑白梳子对应的两齿刚好在A处重叠，则由于白梳子的移动，接着发生的便是紧邻A处左侧的那个黑色梳齿和白色梳齿和白色梳齿相生叠.这相当于上述的亮段的中心由A处移至A左侧第一个黑色梳齿处，这一过程中亮段移动的距离为黑色梳子的齿距，即△s2=[image: image125.png]


cm.

这一过中的色梳子移动的距离为黑、白两梳子的齿距之差，即△s=[image: image126.png]


cm.

以v2表示此时亮段移动的速度，乃有[image: image127.png]


=[image: image128.png]


.所以

      v2=[image: image129.png]


v=[image: image130.png]15
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×1=4(cm/s)

由上叙述还可以看到，此时亮段移动的速度方向是向左的，即亮段移动速度方向与移动梳子(白梳子)的移动速度方向是相反的.

例4：如图6所示，AA1和BB1是两根光滑的细直杆，并固定于天花板上，绳的一端拴在B点，另一端拴在套于AA1杆中的珠子D上，另有一珠子C穿过强及杆BB1以速度v1匀速下落，而珠子D以一定速度沿杆上升.当图中角度为α时，珠子D上升的速度v2多大？

解析：珠子D作变速直线运动，但在极短时间内却可视为匀速运动，适当进行小量处理即可求解.

用微元法取，极短时间△t进行分析如图7所示珠子C下落的距离[image: image131.png]co,



=v1△t，上升的距离[image: image132.png]DD,



=v2△t，[image: image133.png]


与[image: image134.png]


之间的夹角应为无穷小量△θ.过C点作[image: image135.png]


平行于[image: image136.png]


，在[image: image137.png]


中取F点，使[image: image138.png]


=[image: image139.png]


，而[image: image140.png]


=[image: image141.png]


，绳总长不变，故有[image: image142.png]co,



=[image: image143.png]


.又因为△θ很小，所以等腰△CEF的底角可近似看作90°，于是有

         (v1△t+v2△t)cosα=[image: image144.png]


=[image: image145.png]co,



=v1△t，

                 v2=[image: image146.png]1-cosa
cosa



v1.

	[image: image147.jpg]B

C
&

)





	图6 
	图7


 

点评：这种解法具有典型性，此题不可以将珠子C假想为一个滑轮，然后将重心移至滑轮来进行研究.这上一种不常见的解法，但有时常可以使难题得以简化.

	[image: image148.jpg]




	图8


例5：顶杆AB可在竖直滑槽K内滑动，其下端由凸轮绕O轴以匀解速ω转动，如图8所示，在图示的瞬时，OA=r，凸轮轮缘与A接触处法线n与OA之间的夹角为α，试求此瞬时顶杆AB的速度.  

解析：速度求解通常有两条基本思路：一是根据定义；二是应用速度合成原理.前者求解关键是质点的空间位置关系要弄清，后者是描述速度的参照物要明确.

方法1.根据定义求解.

t时刻顶杆与凸轮的接触点为A，经△t时间，即t+△t时刻，接触点为凸轮上的A′点(在△t时间内凸轮转过△θ解)，如图9所示，                   

     △r=r(t+△t)-r(t)=r△θ·tanα.

	[image: image149.jpg]




	图9


因此，有

     vA=[image: image150.png]0
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=r [image: image152.png]0
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tanα=rωtanα.

方法2.应用速度合成原理求解.

	[image: image154.jpg]




	图10


    取动坐标系固连在凸连在滑槽K上，动点A(也就是顶杆AB)相对定坐标系的运动是竖直的直线运动，动点A相对动坐标系的轨迹就是凸轮的轮廓线.因此，动点A对定坐标系的速度vA、动占对动坐标系的速度vr和动坐标系上与动点A重合点的速度ve三者，根据相对运动的速度关系应组成三角形，见图10，因此有   

          vA=vc·tanα=rωtanα.

例6：如图11所示，两条位于同一竖直平面内的水平轨道，相距为h..轨道上有两个物体A和B，它们通过一根绕过定滑轮O的不可伸长的轻绳相连接.物体A在下面的轨道上以匀速率v运动.在轨道间的绳子与轨道成30°角的瞬间，绳子BO段的中点处有一与绳相对静止的小水滴P与绳子分离.设绳长BO远大于滑轮直径.求：

	[image: image155.jpg]




	图11


(1)小水滴P脱离绳子时速度的大小和方向；

(2)小水滴P离开绳子落到下面轨道所需要的时间.                  

解析：水滴P脱离绳子时的速度可以驼过水滴P在垂直绳上的分速度求解.这个分速度与物块B在垂直绳方向的分速度有联系，因为这两个分速度都是绕滑轮O转动的线速度，它们有相同的角速度.

(1)物体B在上轨道的运动可以看成是沿绳子的运动和垂直于绳子的运动(即绳子绕O点的转动)的合成.

B沿绳子运动的分速度vB//=v，因而垂直于绳子的分速度vB⊥=vtanθ(θ为BO与轨道夹角，这里θ=30°)，如图12所示. 

	[image: image156.jpg]




	图12


    绳子中点小水滴P的速度也可分解成沿着绳子的分速度和垂直绳子的分速度，即

                  vp//v，vp⊥=vtanα.

小水滴P垂直绳子的分度可看做绳子绕O点转动，设该时刻绳子转动的角速度为ω，则有

                ω=vp⊥/([image: image157.png]


/2)=vB⊥/[image: image158.png]


.                   ①
从而有            vp⊥=vB⊥/2=(vtanθ)/2.                  ②
于是有            tanα=(tanθ)/2=[image: image159.png]


/6.                  ③
则                    α=arctan([image: image160.png]


/6).                   ④
α角是vp与[image: image161.png]


的夹角，vp与水平方向的夹角为30°-α.

水滴离开绳子的速度大小为

                   vp=[image: image162.png]N




                     =[image: image163.png]/v’ +(vtan 8/ 2]




                     =v[image: image164.png]N+[tan? 8]/ 4




                     =v[image: image165.png]J1312



.                       ⑤
(2)由α<30°可知，水滴P做斜向下抛运动，P在竖直方向的分运动是初速度为vPyO、加速度为g的匀加速直线运动，则有

           vPyO=vsinθ-vP⊥cosθ=v(sinθ-tanθcosθ/2)=v/4.

因而               [image: image166.png]


h=[image: image167.png]N



vt+[image: image168.png]


gt2.

由此方程可解出t，取t为正值的解，得

             t=[image: image169.png]e
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2 抛体运动
例1：从高H处的一点O先后平抛两个小球1和2，球1恰好直接过竖直挡板A落到水平地面上的B点，球2则与地面碰撞一次后也恰好越过竖直挡板，尔后也落B点.如图1所示.设球2与地面的碰撞类似光的反射，且反弹前后的速度大小相同.求竖直挡板的高度h.若球2与地碰n次后恰好越过档板也落于B点，则h的高度又如何？ 

	[image: image171.jpg]




	图1 


   解析：这是一个典型的抛体问题.在抛体中恰当地运用对称性，可得巧解.

球1的落地时间t1=[image: image172.png]


，而球2应为3t1，故球1的初速度应为球2的3倍.若球1达C点的时间为t，则球2达C点的时间应为3t.当球1达C点时，球2达与C点等高的C1点，而C1点至A与A至C点 由对称性可知应相等.设所需时间为t′，则t+t′+t′=3t，得t′=t.于是可以看出C1应为球1在第一次落地前的中点时刻，故竖直高度应被C1分成1：3两部分，所以挡板高                                          
   h=[image: image173.png]
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	图2


                    

若球2与地碰n次后越过档板，落于B点，则球1落的地时间仍为t1，球2的落地时间应为(2n+1)t1.故若球1达C点的时间为t，则球2达C点的时间应为(2n+1)t.球1达C时，球2到达与之等高的C1点.设由C1至地的时间为t′，则由对称性可画出图2.

2nt′+(2n-1)t=(2n+1)t→t′=[image: image175.png]E R



.

对球2在竖直方向的分运动列式，有
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例2：有5条边长为lm的正方形薄板做成一个小屋，如图3(a)所示.已知水滴沿屋顶从A点流到B点所需的时间为从B点流到C点所需的时间的2倍.假定水滴从A点以初速为零开始流下，试求水滴从A点流到C点所需的时间.

解析：水滴从A→B做匀加速直线运动，B→C做斜下抛运动，竖直方向的分运动是竖直下抛运动.
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	图3


由图3(b)中的阴影三角形BDE可得

  x=BE=ED=[image: image179.png]


=[image: image180.png]“2z-1
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l                      ①
  h=l-x=[image: image181.png]G-
2



                               ②
设水滴从B到C的时间为t，水滴沿AB的加速度为a，则水滴经过AB距离的时间为2t=[image: image182.png]


，a=[image: image183.png]-5



，

h=vt+[image: image184.png]


gt2                                      ③
上式v为B点末速度，v=cos45°vB=[image: image185.png]


.

经整理，可求得水滴经h所需时间

      t=[image: image186.png]



加在一起，水滴经AC距离所需时间为3t.

例3：在掷铅球时，铅球出手时距地面的高度为h，若出手时的速度为v0，求以何角度掷球时，水平射程最远？最远射程为多少？

解析：本题既可通过建立直角从标系，列出轨迹方程后求得极值，也可用位移矢量关系或速度矢量关系求，这里选择位移矢量图解法，其它方法同学可自行处理。

将铅球的运动分解为沿初速v0方向的匀速直线运动和竖直向下的自由落体运动，其位移分别为v0t和[image: image187.png]


gt2，由图4可得：  
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	图4


  x2=(v0t)2-([image: image189.png]


gt2-h)2
   =-[image: image190.png]|,



t4+(v[image: image191.png]


+gh)t2-h2.

  当t2=-[image: image192.png]


=[image: image193.png]np+2gh



时，

x2有极值，即x有极值：

xmax=(v0cosat)max=[image: image194.png]


。

再将t的数值代入，

－h=v0sina·t-[image: image195.png]


gt2，

a=sin-1[image: image196.png]


。

注：上式表示，最佳投掷角不仅与v0有关，还与h有关，且总是小于45°，一般a=38°～42°。读者还可想一想，在什么条件下，当a=45°时，斜上抛运动的水平射程最大。而若h=0时，则当a=45°，物体的水平射程最大。

例4：一仓库高20m、宽40m，在仓库前某处A点抛一石块过屋顶，试问A距仓库前多远时，所需初速度v0最小？为多少？(g=10m/s2)

解析：此题是初速与射程问题，但要求过一平顶障碍物，如图.5所示建立坐标系.要使v0最小，则要求石块擦B，C两点而过；而过BC段，可用通常的有关射程问题的方法解决.

如图，以BC两点之间作射程，有sBC=[image: image197.png]2
vsinla



。  
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	图5


          

所以                v[image: image199.png]
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可见当a=45°时，vB有最小值，为

      vB=vBmin=[image: image201.png]


=[image: image202.png]Jaox10



=20(m/s)

设此斜下抛的时间为t，由位移公式h=vByt+gt2/2有20=10[image: image203.png]


t+[image: image204.png]


×10t2，整理得

        t2+2[image: image205.png]


t-4=0

求得有效根为                t=([image: image206.png]


-[image: image207.png]


)s

由此得到l值为

        l=v′Bxt=10[image: image208.png]


×([image: image209.png]


-[image: image210.png]


)=14.6(m)

再求v0：

        v0x=vBx=10[image: image211.png]


m/s，v0y=vBy+gt=10[image: image212.png]


(m/s)

        v0=[image: image213.png]NEN



=28.2m/s

        tanθ=[image: image214.png]


=[image: image215.png]


，θ=60°，即v0与水平线夹角.

例5：一个喷水池的喷头以相同的速率喷出大量水射流，这些水射流以与地面成0～90°的所有角喷出，如图6所示.竖直射流可高达2.0m，取g=10m·s-2，计算射流在水池中落点所覆盖的圆的半径.

解析：题中所求实际上是水射流在0～90°范围内喷出中，以多大角度喷出的水射流的射程最远. 
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	图6


                                    

先求射流的出口速率u.考虑竖直射流，它在加速度为 -g的情况下升高2.0m.则

                           u2=v2+2gs=2gs.

若一射流的初速度为(ux，uy)，则所经过的竖直位移的大小为

                  0=uyt-gt2/2.

射流飞行时间为

              t=2uy/g.

飞行的水平距离为

              r=uxt=2uxuy/g=2u2sinθcosθ/g.
上式可知，与45°角对应的射流落地处，喷流最远，其最大半径为

            r=2u2(1/[image: image217.png]


)(1/[image: image218.png]


)/g=u2/g=4.0m.

即射流落点所覆盖的圆的半径是4.0m.

例6：在仰角α=π/6的雪坡上举行跳台滑雪比赛(如图7).运动员从坡上方A点开始下滑.到起跳点O时借助设备和技巧，保持在该点的速率而以与水平成θ角的方向起跳，最后落在坡上B点，坡上OB两点距离L为此项运动的记录.已知A点高于O点h=50m.忽略各种阻力和摩擦，求最远可跳多少米？此时起跳角为多少？

解析：运动员起跳后落到坡上前做抛体运动，据此找到坡上OB两点虎离L与起跳角θ的函数关系，进而求出其极值来. 
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	图7


建立坐标系如图8.运动员在t=0时，从O点以速度v起跳，v的大小可由机械能守恒定律求得

                     [image: image220.png]


mv2=mgh.
起跳后做斜返回运动，设t时刻落到坡面B处，则此时坐标为

                 x=vtcosθ
              y=vtsinθ-[image: image221.png]


gt2.

它们须满足坡面方程                             

	[image: image222.jpg]




	图8


          y=-tanα·x.

由以上三方程解得

    gt[t-2v(t anαcosθ+sinθ)/g]/2=0.

t=0不合题意故知落地时刻为

t=2v(tanαcosθ+sinθ)/g=2vsin(α+θ)/(gcosα).

而着地点B的x坐标为

             x=2v2cosθsin(α+θ)/(gcosα).

坡面OB距离与起跳角θ的关系为

            L(θ)=x/cosα=2v2cosθsin(θ+α)/(gcos2α)

                 =v2[sin(2θ+α)+sinα]/(gcos2α).

由上可知，当2θ+α=π/2，即θ=([image: image223.png]LEIEC)



-α)/2=x/6时，

L有最大值，Lmax=v2(1+sinα)/(gcos2α)=2h(1+sinα)/cos2α
              =2×50(1+[image: image224.png]


)/(3/4)=200(m).

即最佳起跳角为θ=π/6，最高记录可达200m.

3牛顿运动定律
题型讲解：
	[image: image225.jpg]




	图1


例1：光滑水平桌面上静置三只小球，m1=1kg、m2=2kg、m3=3kg，两球间有不可伸长的轻绳相连，且组成直角三角形，α=37°.若在m1上突然施加一垂直于m2、m3连线的力F=10N，求此瞬时m1受到的合力，如图1所示.  

解析：要求m1在此瞬时受到的合力，应算出m1在此瞬时的加速度a.由于在F作用的瞬时，m2、m3间的绳将松驰，于是可将F沿m1、m2及m1、m3两绳的方向进行分解，然后列式即可求解.

由于m2、m3间的绳将松驰，可将F沿两绳方向分解，有F1=Fcosα，F2=Fsinα.于是

[image: image226.png]Fi=Feosa=(myts)as
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所以a=[image: image227.png]KN
@+t



=2.33m/s2.由此可得m1在此瞬时受到的合力

            F′=m1a=2.33N.

点评：本题的关键是判定m2、m3间绳的张力为零，并将F沿另外两强的方向分解.

例2：如图2所示，质量为m的物体C用两根绳子系住，两绳分别跨过同一高度的滑轮O1和O2后与滑块A、B相连.滑块A的质量为[image: image228.png]


m，滑块B的质量为2m，分别放在倾角为60°和30°的固定光滑斜面上.当系统平衡时，在物体C上无初速地放上另一质量也为m的物体D，并且C、D立刻粘在一起.试求刚放上D的瞬时物体A和B的加速度.

解析：先由力的平衡条件求出平衡时C的位置，然后分析失去平衡瞬时的情况.由于各力的方向显而易见，但物体C的加速度方向不清，所幸的是A、B、C三者的初速度均为零，故C、A、B三者沿向不清，所幸的是A、B、C三者的初速度均为零，故C、A、B三者沿绳方向的加速度分量相等，于是可由牛顿第二定律解之.
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	图2
	 
	图3 


先求初始平衡态的情况.

[image: image231.png]7 A T—magsing0°=0

=> Tu=Temg.





而Tc=mg，故三者互成120°角.

放上D的瞬时，各绳的张力必发生变化.对C的加速度进行分解，如图3所示.由于该瞬时A、B、C的速度均为零，故三者沿绳方向的加速度分量相等，有

                  [image: image232.png]a,
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由牛顿第二定律对A、B、C分别列式，得

对A有：FA—mAg sin60°=mAaA，且mA=[image: image233.png]


m.
对B有：FB=mBg sin30°=mBaB，mB=2m.


[image: image234.png]ﬁ(g Sin30°+ Fasind0*—Fy—rnedtss
g3+ Fipsin30°—Fyorncaa,




对C 有：

联解以上四式可得

     aA=[image: image235.png]15
43+14.3



g，aB=[image: image236.png]


g，

        ac=[image: image237.png]3(2+43)
43+1443




g=0.155g.
点评：连接体的速度关系是：沿绳或杆方向的速度分量相等，但加速度却不一定相等.只有初速度为零时加速度之间才保持这种关系，在解题时应引起注意.
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	图4


例3：图4所示。为斜面重合的两楔块ABC及ADC，质量均为M，AD、BC两面成水平，E为质量等于m的小滑块，楔块的倾角为a，各面均光滑，系统放在水平平台角上从静止开始释放，求两斜面未分离前E的加速度。 

解析：系统由静止释放后，ABC沿水平面向左加速，ADC相对ABC沿AC方向加速，E相对ADC沿AD方向加速，本题求解的关键是找到各物体加速度之间的关系。

设两斜面之间的弹力为N1，方向与AC面垂直，E与ADC间有弹力N2方向与AD面垂直，设ABC楔块、E物的加速度分别为aB、aE，由于受桌面限制，aB必水平向左。另外由于在水平方向不受力，aE必竖直向下。再设楔块ADC相对于楔块ABC的加速度为aD，方向必沿AC向下。

由于系统在水平方向不受力作用，故有：

                 aB=aDcosα-aB。

E物紧贴ACD面，所以：

                   aE=aDsinα。

对ABC楔块，在水平方向上有：

                 N1sinα=MaB。

对E物根据牛顿第二定律有：

                  mg-N2=maE。

对ADC楔块在竖直方向上有：

            N2+Mg-N1cosα=MaDsinα。

解这几个联立方程得：

               aE=[image: image239.png]Mim

M+m+%ctg1m



g。
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	图5


例4：定滑轮一方挂有m1=5kg的物体，另一方挂有轻滑轮B，滑轮B两方挂着m2=3kg与m3=2kg的物体(图5)，求每个物体的加速度。

解析：取地面为参考系。

隔离物体，进行受力分析(图6)。物体m1所受的力计有：重力m1g竖直向下，绳中张力T1指向上。物体m2受的力为重力m2g与绳中张力也不同，分别以T1与T2表示。物体m3所受的力为重力m3g和绳中张力T3，m2和m3是系在同一根轻绳的两端，又略去绳重及滑轮与绳之间的摩擦，设它们是光滑的，所以m2与m3所受的绳中张力相同，T2=T3，均设为T2。

因三个物体均在竖直方向运动，所以只选一个坐标即可，选x轴向下为正。

现假定m1向下运动，m2相对滑轮B也向下运动。在这假定下设m1的加速度为a1，滑轮B也以a1向上运动。m2相对地面的加速度为a2，m3的为a3，即有
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以上三个方程中有五个未知量，所以我们必须另外再列出两个方程。
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	图6 
	 
	图7


隔离滑轮B，因为是轻滑轮，所以它的质量可以略去不计，即有(图7)

                       2T2-T1=0                         (4)
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	图8


又物体m2和m3均是随着滑轮B向上以加速度a1上升，又相对滑轮B以加速度a′运动。所以m2和m3相对地面的加速度应为这二者的代数和(图8)，即     

                       a2=a′=a1                        (5)

                     a3=-(a1+a′)                       (6)

以(4)、(5)及(6)式代入(1)、(2)、(3)中可行

                     m1g-T1=m1a1                         (7)

                m2g-T1/2=m2(a′-a1)                      (8)

                m3g-t1/2=m3(-a′-a1)                     (9)

现在三个方程中有三个待求量T1、a1、a′，可以完全解出它们的值。为简便起见将m1=5kg，m2=3kg，m3=2kg的值代入(7)、(8)、(9)中得

                    5g-T1=5a1                           (10)

                 3g-T1/2=3(a′-a1)                      (11)

                2g-T1/2=2(-a1-a′)                      (12)

解出

                           a1=[image: image245.png]



                           a′=[image: image246.png]10



g

                 T1=5×[image: image247.png]


g=[image: image248.png]240
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g=4[image: image249.png]


g

再回到我们要求的a2及a3，由(5)式与(6)式可得

[image: image250.png]



上式中的负号表示a3的方向与我们的假定相反，它相对地面以[image: image251.png]11



g的大小向上加速运动。 
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	图9


例5：如图9所示，两个木块A和B间的接触面垂直于图中纸面且与小平成θ角.A、B间的接触面是光滑的，但它们与水平桌面间有摩擦，静摩擦因数和动摩擦因数均为μ.开始时A、B都静止，现施一水平推力F于A，要使A、B向右加速运动且A、B之间不发生相对滑动，则：

(1)μ的数值应满足什么条件？

(2)推力F的最大值不能超过多少？(只考虑平动，不考虑转动问题)

解析：弄清A、B共同向右加速，且相互之间又不发生相对滑动的力学条件是求解本题的基本出发点.

(1)令N表示A、B之间的相互作用力(垂直于接触面如图10所示)，若A相对于B发生滑动，则A在竖直方向必有加速度，现要使A相对于B不滑动，则A受的力N在竖直方向的分力必须小于或等于A的重力.所以要使B向右加速运动而同时A相对于B不滑动，必须同时满足下列两式

            Nsinθ-μ(mBg+Ncosθ)=mBa>0，                         ①
                     Ncosθ≤mAg.                                 ②
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	图10


由①②两式可解得

                μ<[image: image254.png]TN



tanθ.                                  ③
(2)在已满足③式时，又由于A的水平方向的加速度和B相同，即

           [image: image255.png]F-pmyg— Ncos)- Nsin®
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.    ④
由②④两式可解得

              F≤[image: image257.png]


(mA+mB)g(tanθ-μ).                           ⑤
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	图11


例6：如图11所示，C为一放在固定的粗糙水平桌面上的双斜面，其质量mc=6.5kg，顶端有一定滑轮，滑轮的质量及轴处的摩擦皆可不计.A和B是两个滑块，质量分别为mA=3.0kg，mB=0.50kg，由跨过定滑轮的不可伸长的轻绳相连.开始时，设法抓住A、B和C，使它们都处于静止状态，且滑轮两边的轻绳恰好伸直.今用一大小等于26.5N的水平推力F作用于C，并同时释放A、B和C.沿桌面向左滑行，其加速度a=3.0m/s2，B相对于桌面无水平方向的位移(绳子一直是绷紧的).试求C与桌面间的动摩擦因数μ.(图中α=37°，β=53°，已知sin37°=0.6，重力加速度g=10m/s2)

解析：1.本题若分别取A、B、C为研究对象，则将大大增加未知量的个数，从而使求解陷入繁杂的运算中.下面的解法提供了一个各物体虽无共同加速度，但仍可用整体法求解的很好的例子.

2．通过C的加速度和B在水平方向上没有位移寻找到A、B的绝对加速度和相对加速度是求解的能力前提.

设aA、aB与aA′aB′分别为A、B相对于桌面的加速度的大小和相对于C的加速度的大小，设水平向右为x轴的正方向，竖直向上为y轴的正方向.因为B开始时相对于桌面静止，以后相对于桌面无水平方向的位移，可知aB沿水平方向的分量为0，即

                   aBx=aBx′-a=0

由此得

                   aBx′=a=3m/s2.

因为绳不可伸长，又是绷紧的，故有
        aA′=aB′.
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	图12


它们的方向分别沿所在的斜面，方向如图12所示.各分量的大小为

     aBx′=aB′cos53°，

     aBy′=aB′sin53°，

     aAx′=aA′cos37°，

     aAy′=-aA′sin37°.

由此得    

aB′=aA′=5m/s2，aBy′=4m/s2，

aAx′=4m/s2，aAy′=-3m/s2.

相对于地面各加速度的分量的大小为

                      aAx=aAx′-a=1m/s2，

                      aAy=aAy′=-3m/s2，

                        aBy=aBy′=4m/s2.

对于由A、B和C组成的系统，在水平方向受到的外力是桌面对C的摩擦力-f，方向向右；推力F，方向向左.根据动量定理

           (f-F)△t=mA△vAx+mB△vBx-mC△v，

或               f-F=mA[image: image260.png]


+mB[image: image261.png]Ly



-mC[image: image262.png]=3



.

即            f-F=mAaAx+mBaBx-mCa.

将有关数值代入得

                    f=10N.

系统在竖直方向上受到的外力是：桌面作用于C的弹力N，方向竖直向上，各物体的重力，方向竖直向下.因此有

     [N-(mA+mB+mC)g]△t=mC△vCy+mA△vAy+mB△vBy.

代入有关数值，得

                          N=93N.

故动摩擦因数

                     μ=[image: image263.png]N
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≈0.11.

4 非惯性参照系
三、牛顿运动定律的适用范围和适用条件
对于宏观低速的运动(运动速度远小于光速的运动)，牛顿运动定律是成立的，但对于物体的高速运动(运动速度接近光速)和微观粒子的运动，牛顿运动定律就不适用了，要用相对论观点、量子力学理论处理.

牛顿运动定律的适用条件：(1)质点，(2)惯性系.

题型讲解
	[image: image265.jpg]




	图1


例1：在火车车厢内有一长l，倾角为θ的斜面，当车厢以恒定加速度a0从静止开始运动时，物体自倾角为θ的斜面顶部A点由静止开始下滑，已知斜面的静摩擦因数为μ.求物体滑至斜面底部B点时，物体相对于车厢的速度，并讨论当a0与μ一定时，倾角θ为多少时，物体可静止于A点？                                          

解析：此题若以地面为参照系计算比较复杂，现以车厢为参照系，在非惯性系中解题，则物体受到的惯性力f惯=-ma0，取如图所示的坐标系，设物体相对于斜面的加速度为a′，根据牛顿第二定律
          mgsinθ-μN-ma0cosθ=ma′

          N-mgcosθ-ma0sinθ=0

由以上两式解得
a′=(g-μa0)sinθ-(a0+μg)cosθ
由运动学公式v2=2a′l可得物体相对车厢的速度
v=[image: image266.png]



方向沿着斜面向下.

讨论：物体静止于A点的条件，先假设物体有下滑趋势，则摩擦力方向向上，由a′≤0，有tanθ≤[image: image267.png]HE+G
g- Hay



.再假设物体有上滑趋势，则摩擦力方向向下，有
          ma0cosθ-mgsinθ-μ(mgcosθ+ma0sinθ)≤0

          tanθ≥[image: image268.png]



因此，当a0与μ一定时，要命名物体静止于斜面，θ应满足的关系式
[image: image269.png]
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	图2


例2：如图2所示，在一根没有重力的长度l的棒的中点与端点上分别固定了两个质量分别为m和M的小球，棒沿竖直轴用铰链连接，棒以角速度ω匀速转动，试求棒与竖直轴线间的夹角θ。                                                

解析：如果以杆为参照系——以ω角速度转动的参照系，引入惯性离心力后，本题即可化简为静力学问题了。不过这里可看成两个物体分别在所在处受到惯性力的作用。
以杆为参照系，引入惯性离心力后，杆子受力相当于图3所示(轴处作用力未画出)，其中：
	[image: image272.jpg]A
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	图3


                             F1=[image: image273.png]


lsinθ，
                             F2=Mω2lsinθ。
以O为轴，根据固定转动轴物体平衡条件有：
mg·[image: image274.png]


sinθ+Mglsinθ=F1·[image: image275.png]


cosθ+F2lcosθ。
解得：
          θ=arccos[image: image276.png]2mg+4Mg.
moil+ aMiotl



。
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	图4


例3：长分别为l1和l2的不可伸长的轻绳悬挂质量都是m的两个小球，如图4所示，它们处于平衡状态。突然连接两绳的中间小球受水平向右的冲击(如另一球的碰撞)，瞬间内获得水平向右的速度v0，求这瞬间连接m2的绳的拉力为多少？
解析：冲击使m1具有速度v0，由于它受上端固定在O点的绳l1的牵制，因而作圆周运动，此刻的加速度竖直向上，指向O点，大小为a1=v02/l1。下面的小球m2此刻相对于地面速度为零，但相对于m1以向左的大小为v0速度运动，它相对于m1也作圆周运动，相对于m1来说，它的加速度a21亦竖直向上，大小为a21= v02/l2。
     对m2，根据牛顿第二定律有：
                  T2-m2g=m2a2。
其中m2相对于地(惯性系的加速度)，
a2=a21+a1=[image: image278.png]|

s



。
这样得：
                T2=m2(g+[image: image279.png]


+[image: image280.png]


)。
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	图5


例4：一个质量为m的小物体，放在半径为R的半球顶上，设半球面光滑，初始时它们之间相对静止.求在下列情况中物体m离开球面时，它距半球底面的距离，如图所示.

(1)半球以10m/s的速度匀速上升；
(2)半球以a=g/4的加速度匀加速向右运动.

解析：物体脱离球面的临界条件是支持力为零，取半球为参照系，则(1)属惯性系；(2)属非惯性系，需加惯性力.

(1)取半球为参照系，属惯性系.脱离时，物体与球的相互作用力为零，有
      mgcosα=m[image: image282.png]|



.

由支能定理得                                                   

          mg(R-h)=[image: image283.png]


mv2，
且cosα=[image: image284.png]1k



，联解方程可得
          h=[image: image285.png]


R.

	[image: image286.jpg]




	图6


(2)当半球面匀加速向右运动时，取半球为参照系.此参照系为一非惯性参照系，小球除受重力外还受一惯性力F=ma的作用，方向如图所示.根据动能定理，有
mgcosθ-F惯sinθ=m[image: image287.png]=%,



，
         mg(R-h)+F惯Rsinθ=[image: image288.png]


mv2，
           cosθ=[image: image289.png]B



，sinθ=[image: image290.png]


.

联立求解以上四个方程可得
                h1=0.81R，h2=0.44R.

由物理不定期程可知，当m位于h=0.44R时，物体早已脱离半球面，故此答案应舍去.所以h=0.81R,
点评：读者还可思考，若物体在竖直方向以加速度a运动时，物体离开球面的高度仍为[image: image291.png]


R，其原因何在？
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例5：长为2b的轻绳，两端正各系一个质量为m的小球，中央系一个质量为M的小球，三球均静止于光滑的水平桌面上，绳处于拉直状态，三球在一直线上(图7).今给小球M以一个冲击，使它获得水平速度v，v 的方向与绳垂直.求
(1)M 刚受冲击时绳上的张力；
(2)在两端的小球发生碰撞前的瞬间绳中的张力.

解析：(1)M刚受冲击时，m在M参照系中做圆周运动，而M此瞬间的加速度为零所以对m不需加惯性力，因此此时绳上的张力 

                        T1=m[image: image293.png]o] <,




(2)由于桌面是水平光滑的，所以由三个球组成的系统动量和能量都守恒.设两个m球在碰前的瞬间M和m相对桌面的加速度分别为aM和am，其中aM与原来的v反向；am与原来的v同向，绳的张力为T2，那么
                      2T2=MaM，   aM=[image: image294.png]€4
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	图8


相对于M，m做圆周运动，在碰撞前的瞬间，m相对M的向心加速度为v[image: image296.png]


/b，其中vx为m在垂直于绳方向上的速度(图8).因为M 是一个非惯性系，所以在分析m时要加惯性力maM，方向与aM相反，
T2+maM=m[image: image297.png]o |Fs




将aM=[image: image298.png]€4



代入：T2+m[image: image299.png]€4



=m[image: image300.png]o |Fs




可解得T2=[image: image301.png]Miim



·m[image: image302.png]o |Fs




因为绳子不可伸长，所以可以设M和m在沿绳子方向上的速度都是vy由机械能守恒定律和动量守恒定律可有
           [image: image303.png]


Mv2=[image: image304.png]


Mv[image: image305.png]


+2·[image: image306.png]


m(v[image: image307.png]


+v[image: image308.png]


)

           Mv=(M+2m)vx
由以上二式可解得v[image: image309.png]


=Mv2/(M+2m)

将v[image: image310.png]


代入T2的表达式，即得
T2=[image: image311.png]My
[
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	图9


例6：一光滑细杆绕竖直轴以匀角速度ω转动，细棒与竖直轴夹角θ保持不变(图9).一个相对细棒静止的小环自离地面高h处沿细棒下滑，求小环滑到细棒下端时的速度.

解析：由于小环所需的向心力在不断减小，因此小环不是做匀变速运动，在中学阶段无法用牛顿运动定律来解.用动能定理来解时.计算细棒对小环做的功又比较困.为了避开细棒对小环做功这个难点，我们选择细棒作参照系，但在这个非惯性系中，分析小环的受力时必须加上一个惯性离心力.小环在旋转参考系中虽然有径向运动，受到科里奥利力的作用，但小环在切向方向上无位移，所以科里奥利力不做功.

惯性离心力f=mω2r，随半径r的减小而均匀地减小，方向沿半径向外，所以小环由半径为r0处移到细棒下端r=0处，惯性离心力做功
              W1=-[image: image313.png]


mω2r[image: image314.png]


=-[image: image315.png]


mω2h2tan2θ
重力做功                    W2=mgh
由动能定理可有
          mgh+(-[image: image316.png]


mω2h2tan2θ)=[image: image317.png]


mv2
                   v=[image: image318.png]



因为细棒底端相对地面静止，所以v就是小环相对地的速度.

这里需要注意的是：当θ一定时，若ω<[image: image319.png]gtme



，小环可以下滑；若ω=[image: image320.png]gtme



，小环相对细棒静止；如果ω>[image: image321.png]gtme



，小环将沿细棒上升. 
5 功和功率
例1：一辆汽车的质量是105kg，该车从静止开始出发，以恒定的功率行驶，经过40s，前进400m，速度达到最大值.如果车受的阻力始终是车重的0.05倍，问车的最大速度是多少？

解析：汽车在运动过程中，功率恒定，速度增加，所以牵引力不断减小，当减小到与阻力相等时，速度达到最大值.汽车所受阻力是恒力，牵引力是变力，牵引力做功不能直接用公式W=Fs来解决，但可用公式W=Pt来求解.因为汽车达到最大速度时牵引力等于阻力，故有P=Fvm=fvm
 牵引力做的功为  WF=Pt=fvmt
设阻力f做的功为Wf，由动能定理可知WF-Wf=[image: image322.png]


mv[image: image323.png]


，因为

         WF=fvmt，Wf=fs，f=kmg
         fvmt-fs=[image: image324.png]


mv[image: image325.png]



         kmgvmt-kmgs=[image: image326.png]


mv[image: image327.png]



         kgvmt-kgs=[image: image328.png]


v[image: image329.png]



将k=0.05，g=10m/s2，t=40s，s=400m代入上式中，得v[image: image330.png]


-40vm+400=0，所以vm=20m/s.

例2：澳大利亚的堪培拉市，有一喷泉，喷水高度可达150m，任何时刻都有6m3的水在空中，计算所需最小泵浦功率.

解析：本题涉及连续性流体能量的计算.由水柱的体积算出泵浦喷出的水流质量，再结合功率公式即可求解.

设水在喷泉底部的速率为v0，可写出泵浦功率为

                P=[image: image331.png]


ρ[image: image332.png]~| N



v[image: image333.png]


.

其中V=3m3，t为水从喷泉到空中高度所需时间.很明显，t=v0/g.从能量守恒，有

                   v0=[image: image334.png]Jign



.

故可得

                P=[image: image335.png]


ρg[image: image336.png]Jign



=0.8MW.

例3：长为a、高为h、重为G的均匀长方体放在水平桌面上，开始时长方体右侧面与桌面边缘相齐，如图2所示.现从左侧中心加水平力推长方体，使其沿桌面匀速滑动.设长方体跟桌面间的摩擦因数为μ，那么从开始至长方体下翻，水平力做的功为多少？

解析：物体在推力F作用下，向前移动一段位移后将下翻.下翻时，长方体的平衡被破坏，将不满足力矩平衡条件.另外在前移时，弹力的作用点也将从重心处向前移动.

	[image: image337.jpg]




	图2


本题给出了长方形的尺寸，故不能把它视为质点.根据力矩平衡条件可以发现，弹力N的作用点将从重心O向前移动.设前移量为x，如图2所示，由[image: image338.png]>F



=0，得N=G.又由[image: image339.png]>F



=0，得f=G=μN.又由于MO=0，得Nx=f·[image: image340.png]|



，所以   

        x=[image: image341.png]N



·[image: image342.png]|



=[image: image343.png]


.

当弹力作用点移到长方体边缘A点时，长方体处于平衡的临界状态，以后长方体将翻倒.可见长方体移动的距离s=[image: image344.png]ra | R



-x=[image: image345.png]ra | R



-[image: image346.png]


.所以推力F做功

               WF=Fs=μG[[image: image347.png]ra | R



-[image: image348.png]


].

点评：不少同学可能会得出WF=μG·[image: image349.png]ra | R



的错误答案.这是由于未考虑弹力作用点向前移所造成的.
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例4：如图3所示，有一拉力T拉着木箱沿平直路面作匀速直线运动，T的大小保持不变，但始终指向O点.设O点离开地面的高度为h.求当T与木箱运动方向的夹角从α增加到β的过程中，T所做的功为多少？ 

解析：由于仅知木箱受T作用，而运动过程的始、末状态均未知，所以不能用动能定理来计算功.由于T的方向不断变化，属变力做功，用平均力及图线法均行不通，故可用微元法求解.

如图4所示，取一微小位移元△s，设T与物体位移△s的夹角为θ，由A状态到B状态，T的方向变化为一无穷小量△θ，则

              △W=T△scosθ.

	[image: image351.jpg]




	图4


若取OK=ON，则△ONK为等腰三角形，底角为[image: image352.png]


(180°-△θ)=90°-[image: image353.png]


，接近于90°，故有△scosθ=MK.而MK为在拉力T作用下使绳子的长度沿T方向的收缩量为△l，故△W=T△l.所以           

              W=[image: image354.png]P4



=T[image: image355.png]Y



=Tl.

其中l为从初态到末态时绳的收缩量，且

          l=([image: image356.png]sing



-[image: image357.png]


).

      所以W=Th[[image: image358.png]sing



-[image: image359.png]


].

点评：若本题这样解，是否正确，为什么？由于木箱作匀速运动，所以v1=v2，根据动能定理有WT=0.

例5：足球运动员在L=11m远处罚球，准确地从横梁下踢进一球.横梁下沿的高度为h=2.5m，足球的质量为m=0.5kg，不计空气阻力，必须传给这个足球的最小能量Emin是多少？

	[image: image360.jpg]




	图5


解析：依题意，足球的运动满足斜抛运动规律，建立直角坐标系，如图5所示，并设足球到球门的距离为s，则有

              s=v0cosat                            ①
              h=v0sinat-[image: image361.png]


gt2                       ②
由①，②两式消去t，得

          v[image: image362.png]


=-gs2/2cos2α(s h-tanα)=gs2/[ssin2α-h(cos2α+1)]

            =gs2/[image: image363.png]sinZa-

LI
s+ i



          ③
令[image: image364.png]CEE



=tanθ，则有

          cosθ=[image: image365.png]


，sinθ=[image: image366.png]



故③式可以写为

          v[image: image367.png]


=gs2/{[image: image368.png]


[sin2αcosθ-cos2αsinθ]-h}

            =gs2/[[image: image369.png]


sin(2α-θ)-h]

当sin(2α-θ)=1时，④式分母有极大值，故v[image: image370.png]


有极小值，且

           v[image: image371.png]


min=gs2/([image: image372.png]


-h)

               =gs2([image: image373.png]


+h)/([image: image374.png]


-h)([image: image375.png]


+h)

               =g([image: image376.png]


+h)

所以  Emin=[image: image377.png]


mv[image: image378.png]


min=[image: image379.png]


mg([image: image380.png]


+h)

         =[image: image381.png]


×0.5×10×([image: image382.png]25011



+2.5)=34.45(J)
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	图6


例6：有一台倾角α=18°的皮带运输机，如图6所示，皮带始疑义以恒定速度v=1m/s前进，煤斗中的煤以Q=50kg/s的流量缓慢地落在皮带上，并随之前进.设皮带上始终有M=400kg的煤，皮带质量不计.问电动机输送给皮带的功率多大？(sin18°≈0.31，cos18°≈0.95，g=10m/s2) 

解析：刚落到皮带的煤在△t时间内要匀加速至速度v后才随皮带一起匀速上行.加速过程中的煤相对于皮带要滑动，这部分煤所受的摩擦力为滑动摩擦力，其余在皮带上的煤只受静摩擦力作用，且与重力沿斜面方向的分量等大.

设在△t时间内，煤斗中有△m=Q△t的煤无初速地落到皮带上，在这段时间内△m加速速运动的距离为l，皮带前进的距离为v△t.皮带在这段时间内做的总功为

     W=(M-△m)gsinav△t+△mgsinαl+[image: image384.png]


△mv2+μ△mgcosα(v△t-l).

式中μ为动摩擦因数，(v△t-l)为煤与皮带相对运动的距离.根据动量定理和动能定理有

              (μ△mgcosα-△mgsinα)△t=△mv，

              (μ△mgcosα-△mgsinα)l=[image: image385.png]


△mv2.

根据功率的定义P=[image: image386.png]


，并将△t和l代入，可得

P=Mgsinαv-[image: image387.png]Ovising

Wcosa-sina



+[image: image388.png]O sina

2ucosa —sina)



+[image: image389.png]


Qv2+[image: image390.png]Oucosa
2ucosa —sina)




 =Mgsinαv-[image: image391.png]O sina

2ucosa —sina)



+[image: image392.png]Oucosa
2ucosa —sina)



+[image: image393.png]


Qv2
 =Mgsinαv+[image: image394.png]


Qv2+[image: image395.png]


Qv2
 =Mgsinαv+Qv2
 =(400×10×0.31+50×1)W

 =1290W.

此题也可速解：匀速运动的煤和加速运动的煤所受阻力的合力等于皮带的牵引力，故

           P=[M-△m]gsinα+μ△mgcosα]v.

又因为[μ△mgcosα-△mgsinα]△t=△mv，所以

           P=Mgvsinα-△mgsinαv+μ△mgcosαv
            =mgvsinα+△mgv[μcosα-sinα]

            =mgvsinα+Qv2
            =1290W.

点评：此题最容易忽视质量为△m的煤有加速过程，皮带上单位质量的煤所受的摩擦力并不一样.

5 碰撞和质心运动
题型讲解
例1：如图1，有四个大小可以不计的小木块1、2、3、4等距地依次排列在倾角θ=30°的斜面上，他们的质量分别为m1=m，m2=2m，m3=3m，m4=4m，斜面在木块2以上部分是光滑的，以下部分是粗糙的，四个木块与斜面粗糙部分之间的静摩擦因数和动摩擦因数均是μ，开始时用手扶住1，其余木块都静止在斜面上，放开手后，使1块自然下落并与2块相碰，接着与3块相碰，设各木块间的碰撞都是完全非弹性的，当1，2，3木块联合体下滑时，恰好停在第4块前面，并不发生碰撞，求动摩擦因数μ的值.

解析：本题主要考察碰撞的每个过程环节，因循环不多，一般逐个推导.
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设木块间距为d，则1与2碰撞前的速度v1=[image: image397.png]J2gsin od



=[image: image398.png]


相撞后1，2共同速度为v20=[image: image399.png]my
mam,



=[image: image400.png]
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与3相撞之前的速度v2=[image: image402.png]M+ 2g(sin6- ucos€)d




=[image: image403.png]



与3相撞之后的速度v30=[image: image404.png]Gy + my)vy
mmyem,



=[image: image405.png]


v2=[image: image406.png]



与4相撞之前的速度v3=[image: image407.png]4 2g(in6-ucosO)d




=[image: image408.png][E* f«ﬁu]gd

B4



=0

即            [image: image409.png]IR



-[image: image410.png]


μ=0=>μ=[image: image411.png]4643

135




例2：台球桌长a，宽b，要使台球在E点与AD边碰撞又经过与AB、BC、CD边碰撞后落入A处球袋中(如图2)，不计摩擦阻力，求台球与AD边碰撞前的速度方向和AD边的夹角α，设碰撞为完全弹性碰撞，AE=e.

	[image: image412.jpg]



	 
	[image: image413.jpg]




	图2 
	 
	图3


解析：力学中的弹性碰撞，碰撞前后的速度方向与光的反射情景相似，即小球碰撞前后的入射角等于反射角，故本题有两种解法.

方法1：解析法.

	[image: image414.jpg]A—
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	图4


因反射角等于入射角(碰撞为完全弹性碰撞)，故碰撞前后速率不变.设入射E点的速率为v，入射角为α，如图3所示.

将反射速度正交分解，有

         v(cosα)t=2b+e，

          v(sinα)t=2a.

         tanα=2a/(2b+e)，

       α=arctan[2a/(2b+e)].

                                

方法2：几何法.

设AB、BC、CD、DA为4个反射镜面.如图4所示，则A1、A2、A3、A4为4个像点，小球与AD边碰撞时只要瞄准A4，最终都能进入A处袋中.

由图可知                 tanα=[image: image415.png]2a
ET




.

              ∴         α=arctan([image: image416.png]2a
ET




).
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	图5


例3：在光滑的水平面上，放置一个质量为M、截面是[image: image418.png]


圆(半径为R)的柱体A(如图5).住面光滑顶端放一质量为m的小滑块B.初始时刻A、B都处于静止状态，在固定坐标系xOy中的位置如图中所示，设小滑块从圆柱顶端沿圆弧滑下，试求小滑块脱离圆弧以前在固定坐标系中的轨迹方程.

解析：解题须注意两点：(1)A、B都是运动着的，且在水平方向动量守恒；(2)B在任何时刻与圆心的距离都为定值.

B滑下时，根据水平方向动量守恒，A心向左移动.

	[image: image419.jpg]




	图6


设下滑到某处时，B的坐标为(x2，y2)，A的位置用圆心C坐标(x1，0)表示，A、B沿水平方向的速度分别为vA及vB(见图6)，则从动量在水平方向守恒可得

                                

                       mvB+MvA=0.                                       ①
此时，C、B的水平方向坐标分别为x1及x2，由于两物体的水平速率之比在任何时刻都相同，所以其水平方向的位移之比等于速率比，从而得

                       mx2+Mx1=0.                                       ②
[image: image420.png]sin 0531,
Reos 0=y,



要A脱离B之前，由图中几何关系可知

                                                                        ③
消去i及x1，得

                       [image: image421.png]


+[image: image422.png]),



=1.

显然，B的轨迹是半长轴为R(在y方向)、半短轴为[image: image423.png]


(在x方向)的椭圆的一部分.
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	图7


例4：如图7所示，木块与箱子质量均为m，且各处均无摩擦.初始时木块以v0的初速向右运动，恢复系数e=[image: image425.png]


.问：(1)要使损失动能不超过系统初动能的40%，最多能碰几次？(2)从开始运动到上述碰撞中，箱子的平均速度是多少？

                               

解析：本题系非完全弹性碰撞的定量研究，给出了具体的恢复系数，可直接代入“知识要点”中关于△E的公式.同样可以按以下方法避开该公式.(更有技巧性)

(1)根据知识要点中给出的公式，易得，每次碰撞后的相对能为碰前的e[image: image426.png]


，则初动能E0=[image: image427.png]


mv[image: image428.png]


.设质心速度为vc，而vc=[image: image429.png]



则质心动能  Ec=[image: image430.png]


×2mv[image: image431.png]


=[image: image432.png]


mv[image: image433.png]



相对动能    Er=E0-Ec=[image: image434.png]


mv[image: image435.png]



末相对动能  Ex=0.6E0-Ec=e[image: image436.png]


Er
得          x=[image: image437.png]


1n1.2≈4.64      即最多4次.

(2)设箱子位移和质心位移分别为sM和sc，由于四次后相对位置与初始相同，则

               sM=sc=>[image: image438.png]


M=[image: image439.png]


=[image: image440.png]


=vc=[image: image441.png]


v0
	[image: image442.jpg]




	图8


例5：A、B、C为三个完全相同的表面光滑的小球，B、C两球各被一长为L=2.00m的不可伸长的轻线悬挂于天花板上，两球刚好接触.以接触点O为原点作一直角坐标系Oxyz，z轴竖直向上，Ox轴与两球的连心线重合，如图8所示.今让A球射向B、C两球，并与两球同时发生碰撞.碰撞前，A球速度方向沿y轴正方向，速度的大小vAO=4.00m·s-1.相碰后，A球沿y轴负方向反弹，速率vA=0.40m·s-1.

(1)求B、C两球被碰后偏离O点的最大位移量；

(2)讨论长时期内B、C两球的运动情况(忽略空气阻力，取g=10m·s-2).

解析：解答此题要注意三点：(1)B、C两球与A球作用中及B、C间碰撞的对称关系；(2)A、B、C三球不是质点，相碰时三球以连线构成的三角形的应用；(3)虽然三球表面都是光滑的，但碰撞是否弹性需验证.

(1)A、B、C三球在碰撞前、后瞬间的运动发生在Oxy平面内.设刚碰完后，A的速度大小为vA，B、C两球的速度分别为vB与vC，在x方向和y方向的分速度的大小分别为vBx、vBy，vCx和vCy，如图9所示.由动量守恒定律，有

                               mvCx-mvBx=0，                           ①
                           mvA0=mvBy+mvCy-mvA.                         ②
	[image: image443.jpg]




	图9


由于球面是光滑的，在碰撞过程中，A球对B球的作用力沿A、B两球的连心线，A球对C球的作用力沿A、C两球的连心线.由几何关系，得
[image: image444.jpg]


                                      ③
                                  

由对称关系可知vBy=vCy.                                  ④
解①②③和④式，得

        vBc=vCx=1.27m/s，

        vBy=vCy=2.20m/s.

由此得

          vB=vC=2.54m/s.

设C球在x>0，y>0，z>0的空间中的最大位移为[image: image445.png]o0



，Q点的z坐标为zQ，则由

          [image: image446.png]


mv[image: image447.png]


=mgzQ.                                                ⑤
得           zQ=[image: image448.png]8]+



.

代入数值，得

                          zQ=0.32m.

而Q点到Oz轴的距离

                     [image: image449.png]oD



=[image: image450.png]


.

C球的最大位移量

                 [image: image451.png]o0



=[image: image452.png]f3+a0



=[image: image453.png]


.                             ⑥
代入数值，得

                         [image: image454.png]o0



=1.13m.                                  ⑦
由对称性，可得B球在x<0，y>0，z>0的空间的最大位移量[image: image455.png]


为

                      [image: image456.png]


=[image: image457.png]o0



=1.13m.                                  ⑧
(2)当B、C两球各达到最大位移后，便做回到O点的运动，并发生两球间的碰撞.两球第一次返回O点碰撞前速度的大小和方向分别为

vBx=1.27m/s，方向沿正x；

vBy=2.20m/s，方向沿负y；

vCx=1.27m/s，方向沿负x；

vCy=2.20m/s，方向沿负y.

设碰撞后的速度分别为[image: image458.png]


和[image: image459.png]


，对应的分速度的大小分别为[image: image460.png]


x、[image: image461.png]


y，[image: image462.png]


x和[image: image463.png]


y.由于两球在碰撞过程中的相互作用力只可能沿x方向，故碰撞后，沿y方向的速度大小和方向均保持不变，即

[image: image464.png]


y=[image: image465.png]


，方向沿负y；                                                 ⑨
[image: image466.png]


y=[image: image467.png]


，方向沿负y.                                                   ⑩
碰撞过程中，沿x方向的动量守恒

                     [image: image468.png]mvg



x-[image: image469.png]mvg



x=mvBx-mvCx.

注意vBx=vCx，得

                          [image: image470.png]


x=[image: image471.png]


x.                                    (11)

即碰撞后两球在x方向的分速度大小相等，方向相反，具体数值取决于碰撞过程中是否有机械能损失.在A球与B、C两球同时碰撞的过程中，碰撞前，三者的机械能

                        E1=[image: image472.png]


mv[image: image473.png]B>



=8m.

碰撞后三者的机械能

              E2=[image: image474.png]


mv[image: image475.png]


+[image: image476.png]


mv[image: image477.png]


+[image: image478.png]


mv[image: image479.png]


=6.59m.

                           E2<E1.

表明在碰撞过程中有机械能损失，小球的材料不是完全弹性体，故B、C两球在碰撞过程中也有机械能损失，即

[image: image480.png]


m([image: image481.png]


x+[image: image482.png]


y)+[image: image483.png]


m([image: image484.png]


x+[image: image485.png]


y)<[image: image486.png]


m([image: image487.png]s



+[image: image488.png]


)+[image: image489.png]


m([image: image490.png]o



+[image: image491.png]


).

由⑨⑩和11式，得

                    [image: image492.png]


x=[image: image493.png]


x<vBx=vCx.                                  (12)

或                    [image: image494.png]


x=[image: image495.png]


<vB=vC.

当B、C两球第二次返回O点时，两球发生第二次碰撞.设碰撞后两球的速度分别为[image: image496.png]


和[image: image497.png]


，对应的分速度的大小分别为[image: image498.png]


x、[image: image499.png]


y、[image: image500.png]


x和[image: image501.png]


y，则有

                         [image: image502.png]


y=[image: image503.png]


y=[image: image504.png]


y=[image: image505.png]


y，

                         [image: image506.png]


x=[image: image507.png]


x<[image: image508.png]


x=[image: image509.png]


x，

或                                 [image: image510.png]


<[image: image511.png]


，

                                   [image: image512.png]


<[image: image513.png]


.

由此可见，B、C两球每经过一次碰撞，沿x方向的分速度变小，即

            vBx=vCx>[image: image514.png]


x=[image: image515.png]


x>[image: image516.png]


x=[image: image517.png]


x>[image: image518.png]


x=[image: image519.png]


x…

而y方向的分速度的大小保持不变，即

            vBy=vCy=[image: image520.png]


y=[image: image521.png]


y=[image: image522.png]


y=[image: image523.png]


y=[image: image524.png]


y=[image: image525.png]


y…

当两球反复碰撞足够次数后，沿x方向的分速度变为零，只有y方向的分速度.设足够的次数为n，则有

                           [image: image526.png]


x=[image: image527.png]


x=0.                                  (13)

                     [image: image528.png]


y=[image: image529.png]


y=vBy=2.20m/s.                               (14)

即最后，B、C两球一起在Oyz平面内摆动，经过最低点O的速度由(14)式给出，最高点的z坐标[image: image530.png]


，

                         [image: image531.png]


mv[image: image532.png]


y=mg[image: image533.png]


.

得                         [image: image534.png]


=[image: image535.png]Ve
2g



.

代入数值，得               [image: image536.png]


=0.24m.                                   (15)

最高点的y坐标由下式给出

           [image: image537.png]


=±[image: image538.png]


=±[image: image539.png]


.

代入数值，得

                           [image: image540.png]


=±0.95m.                                  (16)

例6：一条在湖面上以恒定速度行驶的船上，有一与船固连的竖直光滑墙壁.有一个小球沿水平方向射到墙上，相对于岸，小球速度的大小为v1，方向与墙的法线成60°角，小球自墙反弹时的速度方向正好与小球入射到墙上时的速度方向垂直.问船的速度应满足什么条件？设小球与墙壁的碰撞是完全弹性的.

	[image: image541.jpg]




	图10 


解析：由题意可知：小球与墙作用前、后速度方向垂直应是相对于岸的结果；解题过程中应注意速度合成分解知识的应用.

方法1：在碰撞的瞬间，过小球与墙壁的碰撞点O作一相对地面静止的直角坐标系Oxy，Ox轴沿水平方向，Oy轴与墙的法线重合，如图10所示.图中v1、v2分别为小球与墙壁碰撞前后的速度，它们的分量分别为
[image: image542.jpg]wmsing” :15 N

lyiy=v100s60° =




                          ①

[image: image543.jpg]


                        ②
设船的速度为u，其分量分别为ux和uy.相对于船，墙是静止的，小球则以速度[image: image544.png]


射向墙，以速度[image: image545.png]


反弹，[image: image546.png]


和[image: image547.png]


分别为
[image: image548.png](L

Vispyu



                                   ③
其分量分别为
[image: image549.jpg]{ ik

V=it



                                     ④


[image: image550.jpg]


                                    ⑤
因为墙壁是光滑的，小球与墙的碰撞是完全弹性的，故有

                          [image: image551.png]


=[image: image552.png]


，                                ⑥
                         [image: image553.png]


=-[image: image554.png]


.                                  ⑦
解④⑤⑥和⑦式，得

                          v2x=v1x，                                 ⑧
                       v2y=-v1y+2iy.                                 ⑨
解①②式代入③④式，得

                         uy=[image: image555.png]


v1，                                 ⑩
                        ux=任意值.                                 (11)

即船的行驶速度必须有沿y方向的分速度，亦即具有沿墙壁平面法线方向的分速度，其大小为[image: image556.png]


v1；而沿x方向的分速度不受限制，可取包括零在内的任意值.

	[image: image557.jpg]




	图11


方法2：以河岸为参照物，因墙壁是光滑的，故小球沿x方向速度不变，则小球与墙碰撞前后的速度可构成图11，图中y方向为墙面的法线方向.

v1、v2矢端连线必与x轴垂直.(或与法线平行)

              [image: image558.png]


tan30°=[image: image559.png]


tan60°.                                 ①
                             [image: image560.png]


=3[image: image561.png]


.                              ②
                            [image: image562.png]


=[image: image563.png]


.                                ③
以墙面为参照物，则小球碰撞前后的法向速度[image: image564.png]


、[image: image565.png]


大小相等，即

                            [image: image566.png]


=[image: image567.png]


.                               ④
又                         [image: image568.png]


=[image: image569.png]


+uy.                             ⑤
                           [image: image570.png]


=v2y-uy.                              ⑥
由③⑤⑥式得                 vy=[image: image571.png]


=[image: image572.png]


.

即船的行驶速度必须有沿y方向的分速度，亦即具有沿墙壁平面法线方向的分速度，其大小为[image: image573.png]


；而沿x方向的分速度不受限制，可取包括零在内的任意值.

