
第 27 届全国中学生物理竞赛复赛试卷
一、（ 15 分）蛇形摆是一个用于演示单摆周期与摆长关系的实验仪器（见图）．若干个摆球位于同一高度并等间距地排成一条直线，它们的悬挂点在不同的高度上，摆长依次减小．设重力加速度 g = 9 . 80 m/ s2 ,

1 ．试设计一个包含十个单摆的蛇形摆（即求出每个摆的摆长），要求满足： ( a ）每个摆的摆长不小于 0 . 450m ，不大于1.00m ;   ( b ）初始时将所有摆球由平衡点沿 x 轴正方向移动相同的一个小位移 xo ( xo <<0.45m ) ，然后同时释放，经过 40s 后，所有的摆能够同时回到初始状态．
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2 ．在上述情形中，从所有的摆球开始摆动起，到它们的速率首次全部为零所经过的时间为
[image: image295.bmp]
1．以
[image: image2.wmf]i

l

表示第i个单摆的摆长，由条件（b）可知每个摆的周期必须是40s的整数分之一，即
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[(1)式以及下面的有关各式都是在采用题给单位条件下的数值关系.]由(1)可得，各单摆的摆长
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依题意，
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即
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因此，第i个摆的摆长为
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二、（ 20 分）距离我们为 L 处有一恒星，其质量为 M ，观测发现其位置呈周期性摆动，周期为 T ，摆动范围的最大张角为 △θ．假设该星体的周期性摆动是由于有一颗围绕它作圆周运动的行星引起的，试给出这颗行星的质量m所满足的方程．

若 L=10 光年， T =10 年， △θ = 3 毫角秒， M = Ms （Ms为太阳质量），则此行星的质量和它运动的轨道半径r各为多少？分别用太阳质量 Ms 和国际单位 AU （平均日地距离）作为单位，只保留一位有效数字．已知 1 毫角秒= EQ \F(1 ,1000) 角秒，1角秒= EQ \F(1 ,3600) 度，1AU=1.5×108km,光速 c = 3.0 ×105km/s.
设该恒星中心到恒星－行星系统质心的距离为
[image: image10.wmf]d

，根据题意有
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将有关数据代入（1）式，得
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．又根据质心的定义有

[image: image13.wmf]Md

rd

m

-=

                                        （2）

式中
[image: image14.wmf]r

为行星绕恒星做圆周运动的轨道半径，即行星与恒星之间的距离.根据万有引力定律有
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由（2）、（3）两式得
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[若考生用
[image: image17.wmf]r

表示行星到恒星行星系统质心的距离，从而把(2)式写为
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，把(3)式写为
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)

2

2

2

π

Mm

GMd

T

rd

æö

=

ç÷

èø

+

，则同样可得到(4)式，这也是正确的.] 利用（1）式，可得
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（5）式就是行星质量
[image: image21.wmf]m

所满足的方程．
     可以把(5)试改写成下面的形式
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因地球绕太阳作圆周运动，根据万有引力定律可得
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注意到
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，由（6）和（7）式并代入有关数据得
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由（8）式可知
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由近似计算可得
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由于
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小于1/1000，可近似使用开普勒第三定律，即 
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代入有关数据得
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三、（ 22 分）如图，一质量均匀分布的刚性螺旋环质量为m，半径为 R ，螺距H =πR ，可绕竖直的对称轴OO′，无摩擦地转动，连接螺旋环与转轴的两支撑杆的质量可忽略不计．一质量也为 m 的小球穿在螺旋环上并可沿螺旋环无摩擦地滑动,首先扶住小球使其静止于螺旋环上的某一点 A ，这时螺旋环也处于静止状态．然后放开小球，让小球沿螺旋环下滑，螺旋环便绕转轴 OO′，转动．求当小球下滑到离其初始位置沿竖直方向的距离为 h 时，螺旋环转动的角速度和小球对螺旋环作用力的大小．
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解法一

[image: image236.wmf]¢

v

一倾角为
[image: image32.wmf]q

的直角三角形薄片(如图1所示)紧贴于半径为
[image: image33.wmf]R

的圆柱面，圆柱面的轴线与直角三角形薄片的沿竖直方向的直角边平行，若把此三角形薄片卷绕在柱面上，则三角形薄片的斜边就相当于题中的螺线环．根据题意有
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可得
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设在所考察的时刻，螺旋环绕其转轴的角速度为
[image: image37.wmf]w

，则环上每一质量为
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的小质元绕转轴转动线速度的大小都相同，用u表示，
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该小质元对转轴的角动量
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整个螺旋环对转轴的角动量
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小球沿螺旋环的运动可视为在水平面内的圆周运动和沿竖直方向的直线运动的合成．在螺旋环的角速度为
[image: image42.wmf]w

时，设小球相对螺旋环的速度为
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，则小球在水平面内作圆周运动的速度为
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沿竖直方向的速度
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对由小球和螺旋环组成的系绕，外力对转轴的力矩为0，系统对转轴的角动量守恒，故有
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由（4）、（5）、（7）三式得
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在小球沿螺旋环运动的过程中，系统的机械能守恒，有


[image: image48.wmf](

)

222

i

11

22

mghmmu

^

=++D

å

P

vv

                             （9）

由（3）、（5）、（6）、（9）四式得


[image: image49.wmf](

)

2

22

2sin

gh=RR

q-wqw

2

¢¢

++

vv

2

cos

                        （10）

解（8）、（10）二式，并利用（2）式得
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由（6）、（12）以及（2）式得
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或有
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（14）式表明，小球在竖直方向的运动是匀加速直线运动，其加速度
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若小球自静止开始运动到所考察时刻经历时间为
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，则有
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由（11）和（16）式得
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（17）式表明，螺旋环的运动是匀加速转动，其角加速度
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[image: image237]小球对螺旋环的作用力有：小球对螺旋环的正压力
[image: image59.wmf]1
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，在图1所示的薄片平面内，方向垂直于薄片的斜边；螺旋环迫使小球在水平面内作圆周运动的向心力
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在水平面内，方向指向转轴C，如图2所示．
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对螺旋环的转轴有力矩，由角动量定理有
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由（4）、（18）式并注意到
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而
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由以上有关各式得
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小球对螺旋环的作用力
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解法二

[image: image238]一倾角为
[image: image72.wmf]q

的直角三角形薄片(如图1所示)紧贴于半径为
[image: image73.wmf]R

的圆柱面，圆柱面的轴线与直角三角形薄片的沿竖直方向的直角边平行，若把此三角形薄片卷绕在柱面上，则三角形薄片的斜边就相当于题中的螺线环．根据题意有
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可得
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螺旋环绕其对称轴无摩擦地转动时，环上每点线速度的大小等于直角三角形薄片在光滑水平地面上向左移动的速度．小球沿螺旋环的运动可视为在竖直方向的直线运动和在水平面内的圆周运动的合成．在考察圆周运动的速率时可以把圆周运动看做沿水平方向的直线运动，结果小球的运动等价于小球沿直角三角形斜边的运动．小球自静止开始沿螺旋环运动到在竖直方向离初始位置的距离为
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的位置时，设小球相对薄片斜边的速度为
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，沿薄片斜边的加速度为
[image: image79.wmf]¢

a

．薄片相对地面向左移动的速度为
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，向左移动的加速度为
[image: image81.wmf]0

a

．
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就是螺旋环上每一质元绕转轴转动的线速度，若此时螺旋环转动的角速度为
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，则有
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而
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就是螺旋环上每一质元绕转轴转动的切向加速度，若此时螺旋环转动的角加速度为
[image: image86.wmf]b

，则有
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小球位于斜面上的受力情况如图2所示：重力
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，方向竖直向下，斜面的支持力
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，方向与斜面垂直，以薄片为参考系时的惯性力
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由牛顿定律有
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解（5）、（6）、（7）、（8）四式得
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利用（2）式可得
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由（4）式和（14）式，可得螺旋环的角加速度
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若小球自静止开始运动到所考察时刻经历时间为
[image: image102.wmf]t

，则此时螺旋环的角速度
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因小球沿螺旋环的运动可视为在水平面内的圆周运动和沿竖直方向的直线运动的合成，而小球沿竖直方向的加速度
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故有
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由（15）、（16）、（17）、（18）、以及（2）式得
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小球在水平面内作圆周运动的向心力由螺旋环提供，向心力位于水平面内，方向指向转轴，故向心力与图2中的纸面垂直，亦即与
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垂直．向心力的大小


[image: image108.wmf]2

1

Nm

R

=

P

v

                                  （20）
式中
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是小球相对地面的速度在水平面内的分量.若
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令
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由以上有关各式得
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小球作用于螺旋环的力的大小
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由（13）、（23）和（24）式得
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四、（ 12 分）如图所示，一质量为m、电荷量为 q ( q > 0 ）的粒子作角速度为ω、半径为 R 的匀速圆周运动.一长直细导线位于圆周所在的平面内，离圆心的距离为d ( d > R ) ，在导线上通有随时间变化的电流I, t= 0 时刻，粒子速度的方向与导线平行，离导线的距离为d+ R .若粒子做圆周运动的向心力等于电流 i ,的磁场对粒子的作用力，试求出电流 i 随时间的变化规律．不考虑变化的磁场产生的感生电场及重力的影响．长直导线电流产生的磁感应强度表示式中的比例系数 k 已知．

[image: image118.png]e—d —>





以v表示粒子的速率，以B表示电流i产生磁场的磁感应强度，根据题意粒子作圆周运动的向心力为粒子受到的磁场洛仑兹力，因此有
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而
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由（1）、（2）两式得
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如图建立坐标系，则粒子在时刻
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的位置
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取电流的正方向与y轴的正向一致，设时刻t长直导线上的电流为
[image: image125.wmf]()
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，它产生的磁场在粒子所在处磁感应强度大小为  
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方向垂直圆周所在的平面.由（4）、（5）式，可得
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五、（20分）如图所示，两个固定的均匀带电球面，所带电荷量分别为+Q和-Q (Q >0) ，半径分别为R和R/2，小球面与大球面内切于C点，两球面球心O和O’的连线MN沿竖直方在MN与两球面的交点B、0和C 处各开有足够小的孔因小孔损失的电荷量忽略不计，有一质量为m，带电荷为q(q>0的质点自MN线上离B点距离为R的A点竖直上抛。设静电力常量为k，重力加度为g.
1．要使质点从 A 点上抛后能够到达B点，所需的最小初动能为多少？
2．要使质点从A点上抛后能够到达O点，在不同条件下所需的最小初动能各为多少？
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1．质点在
[image: image129.wmf]AB
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应作减速运动（参看图1）．设质点在A点的最小初动能为
[image: image130.wmf]k0

E

，则根据能量守恒，可得质点刚好能到达B点的条件为
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由此可得
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2． 质点在
[image: image133.wmf]BO
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的运动有三种可能情况：

i．质点在
[image: image134.wmf]BO
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作加速运动（参看图1），对应条件为
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此时只要质点能过B点，也必然能到达O点，因此质点能到达O点所需的最小初动能由（2）式给出，即
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若（3）式中取等号，则最小初动能应比（4）式给出的
[image: image137.wmf]k0
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略大一点．

ii．质点在
[image: image138.wmf]BO
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作减速运动（参看图1），对应条件为
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此时质点刚好能到达O点的条件为
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[image: image242.wmf]Q

-

由此可得
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iii．质点在
[image: image142.wmf]BO
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之间存在一平衡点D（参看图2），在
[image: image143.wmf]BD

®

质点作减速运动，在
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质点作加速运动，对应条件为


[image: image145.wmf]22

44

9

kqQkqQ

mg

RR

<<

                        （8）

设D到O点的距离为
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，则
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即
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根据能量守恒，质点刚好能到达D点的条件为
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由（10）、（11）两式可得质点能到达D点的最小初动能为
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只要质点能过D点也必然能到达O点，所以，质点能到达O点的最小初动能也就是（12）式（严格讲应比（12）式给出的
[image: image151.wmf]k0

E

略大一点．）

六、（ 20 分）由单位长度电阻为r的导线组成如图所示的正方形网络系列．n=1时，正方形网络边长为L,n= 2时，小正方形网络的边长为L/3；n=3 时，最小正方形网络的边长为L/9．当 n=1、2、3 时，各网络上A、B两点间的电阻分别为多少？

[image: image243.wmf]2

R

[image: image152.png][ ] L]
1 [ 1 (7]
| L § L]
(17 1 (]






[image: image153.wmf]1

n

=

时，A、B间等效电路如图1所示， A、B间的电阻
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时，A、B间等效电路如图2所示，A、B间的电阻
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由（1）、（2）两式得
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时，A、B间等效电路如图3所示，A、B间的电阻
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由（3）、（4）式得
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七、（15分）地球上的能量从源头上说来自太阳辐射到达地面的太阳辐射（假定不计大气对太阳辐射的吸收）一部分被地球表面反射到太空，其余部分被地球吸收．被吸收的部分最终转换成为地球热辐射（红外波段的电磁波）．热辐射在向外传播过程中，其中一部分会被温室气体反射回地面，地球以此方式保持了总能量平衡。作为一个简单的理想模型，假定地球表面的温度处处相同，且太阳和地球的辐射都遵从斯忒蕃一玻尔兹曼定律：单位面积的辐射功率 J与表面的热力学温度 T 的四次方成正比，即 J=σT4 ,其中σ是一个常量．已知太阳表面温度Ts=5.78×103 K ，太阳半径 Rs=6.69×105 km ,地球到太阳的平均距离d=1.50×108  km ．假设温室气体在大气层中集中形成一个均匀的薄层，并设它对热辐射能量的反射率为ρ=0.38 .
1．如果地球表面对太阳辐射的平均反射率α=0.30 ，试问考虑了温室气体对热辐射的反射作用后，地球表面的温度是多少？
2．如果地球表面一部分被冰雪覆盖，覆盖部分对太阳辐射的反射率为α1=0.85 ，其余部分的反射率处α2=0.25 ．间冰雪被盖面占总面积多少时地球表面温度为 273K .
１．根据题意，太阳辐射的总功率
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．太阳辐射各向同性地向外传播．设地球半径为
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，可以认为地球所在处的太阳辐射是均匀的，故地球接收太阳辐射的总功率为 
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地球表面反射太阳辐射的总功率为
[image: image164.wmf]I
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．设地球表面的温度为
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，则地球的热辐射总功率为 
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考虑到温室气体向地球表面释放的热辐射，则输入地球表面的总功率为
[image: image167.wmf]IE
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．当达到热平衡时，输入的能量与输出的能量相等，有
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由以上各式得
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代入数值，有


[image: image170.wmf]E

287K

T

=

                                       （5）

2．当地球表面一部分被冰雪覆盖后，以
[image: image171.wmf]a

¢

表示地球表面对太阳辐射的平均反射率，根据题意这时地球表面的平均温度为
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．利用（4）式，可求得
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设冰雪覆盖的地表面积与总面积之比为x，则
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由（6）、（7）两式并代入数据得
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八、（20分）正午时太阳的入射光与水平面的夹角θ=450 ．有一座房子朝南的墙上有一个直径 W =10cm 的圆窗，窗口中心距地面的高度为 H ．试设计一套采光装置，使得正午时刻太阳光能进人窗口，并要求进入的光为充满窗口、垂直墙面、且光强是进人采光装置前 2 倍的平行光．可供选用的光学器件如下：一个平面镜，两个凸透镜，两个凹透镜；平面镜的反射率为 80 % ，透镜的透射率为 70 % ，忽略透镜表面对光的反射．要求从这些器件中选用最少的器件组成采光装置．试画出你所设计的采光装置中所选器件的位置及该装置的光路图，并求出所选器件的最小尺寸和透镜焦距应满足的条件.
[image: image176.png]I7777777777777777/777/




方案一：采光装置由平面镜M和两个凸透镜L1、L2组成．透镜组置于平面镜M后面，装置中各元件的相对方位及光路图如图1所示．
L1、L2的直径分别用D1、D2表示，其焦距的大小分别为f1 、f2．两透镜的距离
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直径与焦距应满足关系
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设射入透镜L1的光强为
[image: image179.wmf]10
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，透过透镜L1的光强为
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，考虑到透镜L1对光的吸收有
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从透镜L1透出的光通量等于进入L2的光通量，对应的光强与透镜的直径平方成反比，进入L2的光强用
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故有
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透过L2的光强
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0.70

II

¢

=

，考虑到（3）式，得
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由于进入透镜L1的光强
[image: image187.wmf]10
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是平面镜M的反射光的光强，反射光是入射光的
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，设射入装置的太阳光光强为
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代入（5）式有
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按题设要求
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代入（6）式得
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从而可求得两透镜的焦距比为
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L2的直径应等于圆形窗户的直径W，即
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由图可知，平面镜M参与有效反光的部分为一椭圆，其半短轴长度为
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                                  （9）

半长轴长度为
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根据装置图的结构，可知透镜组的光轴离地应与平面镜M的中心等高，高度为
[image: image199.wmf]H

．

评分标准：本题20分．
作图8分（含元件及其相对方位，光路），求得（7）、（8）两式共10分，（9）、（10）式共2分．

[image: image248.wmf]2
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方案二：采光装置由平面镜M和两个凸透镜L1、L2组成，透镜组置于平面镜M前面，装置中各元件的相对方位及光路图如图2所示． 

对透镜的参数要求与方案一相同． 

但反射镜M的半短轴、半长轴的长度分别为
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评分标准：参照方案一．
[image: image249.wmf]2
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方案三、采光装置由平面镜M和一个凸透镜L1、一个凹透镜L2组成，透镜组置于平面镜M后面（也可在M前面），装置中各元件的相对方位及光路图如图3所示．
有关参数与方案一相同，但两透镜的距离     

[image: image202.wmf]12
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如果平面镜放在透镜组之前，平面镜的尺寸和方案一相同；如果平面镜放在透镜组之后，平面镜的尺寸和方案二相同．

九、（ 16 分）已知粒子 1 和粒子 2 的静止质量都是 m0 ，粒子 1 静止，粒子 2 以速度v0与粒子 1 发生弹性碰撞．

1.若碰撞是斜碰，考虑相对论效．试论证：碰后两粒子速度方向的夹角是锐角、直角还是钝角．若不考虑相对论效应结果又如何？

2.若碰撞是正碰，考虑相对论效应，试求碰后两粒子的速度.
1．假设碰撞后球1和球2的速度方向之间的夹角为
[image: image203.wmf]a

（见图），则由能量守恒和动量守恒可得
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其中
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由（1）、（2）式得


[image: image209.wmf]2

1

0

1

g

g

g

+

=

+

                                      （3）


[image: image210.wmf]2222

0121212

12(/)cos

c

ggggga

+=++

vv

                           （4）

由（3）、（4）式得
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即为锐角．

在非相对论情况下，根据能量守恒和动量守恒可得
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对斜碰，
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的方向与
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的方向不同，要同时满足（1）和（2）式，则两者方向的夹角
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即为直角．

2．根据能量守恒和动量守恒可得
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令
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则有
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代入（10）、（11）式得
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解（12）、（13）两式得
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或
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即
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（或
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