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1．在凸四边形A曰CD中，么仂怛=么曰CD

=900，么ABc>么∞A，Q、尺分别为线段
曰C、CD上的点，直线衄与A曰、AD分别交于
点P、．s，且PQ=黜．设M、Ⅳ分别为线段肋、
QR的中点．证明：A、肘、Ⅳ、C四点共圆．

2．设南为正整数．假设可以用南种颜色

对全体正整数染色，并存在函数．厂：z+一Z+，

满足：

(1)对同色的正整数m、死(允许相同)，

均有八m+n)=以m)+八n)；

(2)存在正整数m、n(允许相同)，使得

八m+n)≠以，n)+以n)．

求后的最小值．

3．平面上有2 017条直线，其中，任意三

条不共点．一只蜗牛从某条直线上不为交点

的一点任选一个方向出发，按照下述方法在

直线上运动：蜗牛只在交叉点处转弯，且总是

轮流左转和右转(首次转弯的方向可以任

选)；若未遇到交叉点，则蜗牛保持运动状态

不变．是否存在一条线段，使得蜗牛在一次运

动中可以从两个方向穿过该线段?

4．设t1<￡2<⋯<t。为n(n∈Z+)个正

整数．现有￡。+1名选手参加象棋比赛，任意

两名选手之间至多下一盘棋．证明：存在一种

对局安排，使得下述两个条件同时满足：

(1)每名选手下棋的盘数均属于集合

{tl，￡2，⋯，￡。}；

(2)对每个i(1≤i≤n)，存在一名选手

恰下了ti盘棋．

5．设正整数n≥2．称n元数组(o，，o：，

⋯，口。)为“昂贵数组”(数组中允许出现相同

的数)，当且仅当存在正整数尼，满足

(ol+口2)(02+03)⋯(口。一l+口。)(。n+n1)

，、Z七一l

一- ’

(1)求一切正整数n≥2，使得存在n元

昂贵数组；

(2)证明：对任意正奇数m，存在正整数

n≥2，使得m在某一n元昂贵数组中．

6．在不等边锐角△A曰C中，重心G、外心

D关于Bc、cA、AB的对称点分别记为G，、G2、

G3和Dl、D2、D3．证明：△Gl G2C、△GlG3B、

△QGA、△D。D2C、△D1D3B、△D2D3A与

△A曰C的外接圆有一个公共点．

参考答案

1．如图1．

一P
图1

因为Ⅳ也是线段朋的中点，所以，在
Rt△以Js、Rt△CQR中，分别有

么A胛=2么ASP．
么aVQ=2么衄Q．
则么AⅣC=么AⅣP+么C加
=2(么AS!P+么衄p)
=2(么殿泐+么D嬲)

=2么ADc．

类似地，在Rt△尉D、Rt△B∞中有
么AMC=2么ADC

故[AMC=么ANC．

从而，A、M、Ⅳ、C四点共圆．

2．矗的最小值为3．
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先构造南=3的例子．

令州=P羞慕巍Ln， ，暑三l，Z Lmod j J．

则八1)+以2)=3≠以3)满足条件(2)．

同时，将模3余O、1、2的数分别染为三

种不同颜色，于是，

(i)对任意戈兰)，兰0(mod 3)，有

菇+y三O(mod 3)

j八省+y)=瓮}=厂(戈)+八y)；
(ii)对任意戈三y三1(mod 3)，有

髫+y三2(mod 3)

j八石+y)=菇+)，=八石)+八y)；

(iii)对任意z兰y三2(mod 3)，有

茗+y三l(mod 3)

j八菇+y)=戈+)，=八戈)+八y)．

由此，条件(1)也满足．

从而，五=3满足题意．

再证明蠡=2不成立．

仅需证明尼=2时，对一切满足条件(1)

的函数厂与染色方案，均有

以n)=砜1)(任意的凡∈Z+)， ①

与条件(2)矛盾．

在条件(1)中取m=n，则

以2n)=狄凡)(任意的n∈z+)． ②

接下来证明：

“3n)=职玲)(任意的n∈z+)． ③

对任意正整数n，由式②知

八2凡)=2厂(凡)，八4n)=4厂(n)，

以6n)=职3n)．
若n与2n同色，则

以3n)=以2n)+八n)=3厂(n)，

式③成立；

若2n与4n同色，则

以3凡)=杈6n)=寺(八4n)+以2n))
=抓n)，

式③亦成立．

否则，2n与n、4n均异色，故n与4n同色

此时，若忍与3n同色，则

／(3n)=／【4n)一／(乃)=：V．(n)，

式③成立；

若n与3孔异色，则2n与3n同色，

以3n)=八4n)+以n)一八2n)=抓n)，
式③亦成立．

至此，式③得证．

假设命题①不成立．则存在正整数m，

火m)≠碳1)．
不妨取m最小，则由式②、③知m≥5，

且m为奇数．否则，由m的最小性知

爿芋)=帮1)．
故八m)=酬等)=嗽1)，矛盾．

考虑≥竽<≥竽<m这三个数．
同样由m的最小性知

“字)_母叭
曩字)_劫1)．
故旦≠、旦#异色．否则，

火咖jfI字M字)=积1)，
矛盾．

因此，m恰与竺≠、旦#中的一个同色．

设m与旦竽(p∈{一1，l})同色．

注意到，丝竽<m．

则以m)+曩旦笋)-“3×鼍产)

=掘字)=嘞·)
j以m)=，砜1)，

矛盾．故命题僦，即证明了忌的最小值为3．
3．不存在这样的线段．

先证明一个引理．
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引理可以将直线分成的区域黑白二染

色，使得相邻区域不同色(两个区域相邻当

且仅当它们有公共边)．

证明对直线条数n用数学归纳法．

n=1的情形是平凡的．

假设命题对n成立．考虑n+1的情形．

先从n+1条直线中删去某一条直线Z，

则由归纳假设，其余凡条直线分成的区域可

以交替地黑白二染色．再加入直线Z，并使直

线f一侧的所有区域变色，而另一侧不变．容

易验证，此时相邻区域仍不同色．

引理得证．

不妨设蜗牛出发时左侧为白色区域，右

侧为黑色区域．

在任意一个交叉点，若蜗牛左转，则其左

侧仍为白色区域(说明右侧仍为黑色)；若蜗

牛右转，则其右侧仍为黑色区域(说明左侧

仍为白色)．这表明，任意时刻蜗牛的左侧均

为白色区域，右侧均为黑色区域．

因此，满足要求的线段不存在．

【注】题设中“轮流左转和右转”这一条
件是多余的．

4．记r={￡1，￡2，⋯，￡。}．

命题用图论语言可等价地表述为：

存在f。+1阶简单图G具有性质P(r)：

{degG移I移∈y(G)}-r，其中，degGn表示在

图G中顶点u的度，y(G)表示G的顶点集．

对乃=I rI用数学归纳法．

当n=1时，设r={f}，取图G为￡+1阶

完全图K+，具有性质P(r)．

假设命题对n一1成立．考虑n的情形．

设此时丁有乃≥2个元素￡】<t2<⋯<t。．

令集合

r’={t。一￡。一l，￡。一￡。一2，⋯，￡。一￡l}．

由归纳假设，存在￡。一￡，+1阶图G’具有

性质P(丁’)．

现将￡．个新顶点加入y(G’)，并令这些

点的度为O，则得到￡。+1阶图G”．

下面证明：图∥的补图G具有性质P(r)．

事实上，对任意的￡∈丁＼k}，￡。一t∈r，

故存在秽o∈y(G”)使得

deg矿影o=f。一￡．

由补图的定义，知degG口。=￡．

对于￡=t。，任取￡，个新顶点中的一个

配o，则deg矿Mo=0．故degG“o=￡。．

至此，命题对玮也成立．

5．(1)所求n为一切大于1的奇数．

注意到，对于任意奇数n≥3，乃元数组

(1，1，⋯，1)均为昂贵数组．

下面证明：对于任意偶数n≥4，若存在

n元昂贵数组，则也存在n一2元昂贵数组．

事实上，设(o。，口：，⋯，n。)为n元昂贵数

组．不妨设口。=ma】【of．

易见，口。一l+口。≤2口。<2(口。+口1)，

o。+01≤2口。<2(o。一l+口。)．

而由题意，知口。一。+口。与口。+口。均为2

的正整数次幂，故只能是

口。一l+o。=口。+ol垒27(r∈Z+)．

由上式知口川=口1．

考虑n一2元数组(口。，口：，⋯，％一：)．

则(Ⅱ(n；+口i+。)l(％：+n，)
、i=l ，

．n一1

fⅡ(口f托+。))(口。+口1)
一

(口¨+o。)(口n+口1)
_厶 ’w

故(口。，口：，⋯，o。一：)为n一2元昂贵数组．

由此，若存在偶数元昂贵数组，则必存在

二元昂贵数组(口。，口：)，即

(口1+口2)2=22“1．

但式①右端不为完全平方数，矛盾．

因此，所求n为一切大于1的奇数．

【注】也可对∑o；用数学归纳法证明．

(2)对m用数学归纳法．

显然，1在三元昂贵数组(1，1，1)中．故

小于2的所有正奇数均在某个昂贵数组中．

假设小于2‘(Ji}∈Z+)的所有正奇数均

在某个昂贵数组中．下面考虑(2‘，2¨1)中的

奇数．

对任意奇数s∈(2‘，2“1)，
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r=2¨1一s∈(0，2‘)

为奇数，则r在某个n元昂贵数组中，不妨设

为(口1，口2，⋯，口。一l，，-)．

由题意知

fⅡ(口i+％。))(％。+r)(r+口。)
=22卜1(Z∈Z+)．

．n一2

故(Ⅱ(oi+％。))(％l+r)(r+s)·
、l=l ，

(s+r)(r+口1)

=22。一1×22(‘+1)=22(‘+2+1)一1．

即(口。，o：，⋯，口。一。，r，s，r)也为昂贵数组，且

包含s．

由此，小于2“1的所有正奇数也均在某

个昂贵数组中．

命题得证．

6．为叙述方便，记△朋z的外接圆为

O(x弦)；若无特殊说明，点x关于曰C、cA、
A曰的对称点分别记为X。、墨、五．

先证明一个引理．

引理如图2，若P为△A曰C内一点，则

O(P。P2C)、o(P。P，曰)、O(P2P3A)交于

O(ABC)上一点耳．

只

图2

证明 设o(P。P2C)与O(ABC)交于另

一点r(与点C不重合)(若两圆相切，则点r

与C重合)．

下面仅需证明点r也在O(P。P3B)、

O(P2P，A)上．

由对称性知P，C=P2C．

则么C巩=么CP，P2
1

=90。一÷么P2cPl=90。一么Ac8．
二

类似地，么AP3P2=900一么鲋C．
故么P’烈=么C似一么C职
=么侧一(900一么AC8)
=900一么鲋C=么P’只A．

从而，点r在o(P2P3A)上．

类似地，点r在O(P，P3B)上．

引理得证．

为叙述方便，对某一点P，上述四圆所共

点记为巧．

特别地，由上述证明，知砟为o(ABc)

上满足么c耳P2=90。一么ACB的唯一点．①

如图3，设日为△A曰C的垂心．

图3

则由熟知结论，知点峨在o(ABC)上．

而G、D、H三点共线(Euler线)，于是，由

对称性，知G2、D：、马三点也共线．

设Q必与O(ABC)的另一个交点为r

(与必不重合)，下面只需证明：丁、％、％三

点重合．

事实上，

么C心=么C加2=么C啦
=么CBD2=90。一么ACB．

由结论①即得r、％、％三点重合．

由此，七圆共点于r，命题得证．

【注】本题证明方法很多，读者可尝试利
用Euler线e及其关于曰c、以、AB的对称直

线e1、e2、e3的性质证明(事实上，e1、e2、e3三

线共点于r)，或利用复数计算．

(李朝晖提供)
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