智浪教育—普惠英才文库

竞赛讲座09
     －圆
基础知识
如果没有圆，平面几何将黯然失色．
圆是一种特殊的几何图形，应当掌握圆的基本性质，垂线定理，直线与圆的位置关系，和圆有关的角，切线长定理，圆幂定理，圆和圆的位置关系，多边形与圆的位置关系．
圆的几何问题不是独立的，它与直线形结合起来，将构成许多丰富多彩的、漂亮的几何问题，“三角形的心”，“几何著名的几何定理”，“共圆、共线、共点”，“直线形” 将构成圆的综合问题的基础．
本部分着重研究下面几个问题：
1．角的相等及其和、差、倍、分；
2．线段的相等及其和、差、倍、分；
3．二直线的平行、垂直；
4．线段的比例式或等积式；
5．直线与圆相切；
6．竞赛数学中几何命题的等价性．
命题分析
例1．已知
[image: image1.wmf]A

为平面上两个半径不等的⊙
[image: image2.wmf]1
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和⊙
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的一个交点，两圆的外公切线分别为
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，
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、
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分别为
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、
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的中点，求证：
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例2．证明：唯一存在三边长为连续整数且有一个角为另一个角的两倍的三角形．
例3．延长
[image: image10.wmf]AB

至
[image: image11.wmf]D

，以
[image: image12.wmf]AD

为直径作半圆，圆心为
[image: image13.wmf]H

，
[image: image14.wmf]G

是半圆上一点，
[image: image15.wmf]ABG
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为锐角．
[image: image16.wmf]E

在线段
[image: image17.wmf]BH

上，
[image: image18.wmf]Z

在半圆上，
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∥
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，且
[image: image21.wmf]2

EZ

ED

EH

=

×

，
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∥
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．求证：
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例4．求证：若一个圆外切四边形有两条对边相等，则圆心到另外两边的距离相等．
例5．设
[image: image25.wmf]A

Ð

是△
[image: image26.wmf]ABC

中最小的内角，点
[image: image27.wmf]B

和
[image: image28.wmf]C

将这个三角形的外接圆分成两段弧，
[image: image29.wmf]U

是落在不含
[image: image30.wmf]A

的那段弧上且不等于
[image: image31.wmf]B

与
[image: image32.wmf]C

的一个点，线段
[image: image33.wmf]AB

和
[image: image34.wmf]AC

的垂直平分线分别交线段
[image: image35.wmf]AU

于
[image: image36.wmf]V

和
[image: image37.wmf]W

，直线
[image: image38.wmf]BV

和
[image: image39.wmf]CW

相交于
[image: image40.wmf]T

．证明：
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例6．菱形
[image: image42.wmf]ABCD

的内切圆
[image: image43.wmf]O

与各边分别切于
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，在
[image: image45.wmf]⌒

EF

与
[image: image46.wmf]⌒

GH

上分别作⊙
[image: image47.wmf]O

切线交
[image: image48.wmf]AB

于
[image: image49.wmf]M

，交
[image: image50.wmf]BC

于
[image: image51.wmf]N

，交
[image: image52.wmf]CD

于
[image: image53.wmf]P

，交
[image: image54.wmf]DA

于
[image: image55.wmf]Q

，求证：
[image: image56.wmf]MQ

∥
[image: image57.wmf]NP
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例7．⊙
[image: image58.wmf]1

O

和⊙
[image: image59.wmf]2
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与△
[image: image60.wmf]ABC

的三边所在直线都相切，
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为切点，并且
[image: image62.wmf]FH

EG
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的延长线交于点
[image: image63.wmf]P

．求证：直线
[image: image64.wmf]PA

与
[image: image65.wmf]BC

垂直．
例8．在圆中，两条弦
[image: image66.wmf]CD

AB

,

相交于
[image: image67.wmf]E

点，
[image: image68.wmf]M

为弦
[image: image69.wmf]AB

上严格在
[image: image70.wmf]E

、
[image: image71.wmf]B

之间的点．过
[image: image72.wmf]M

E

D

,

,

的圆在
[image: image73.wmf]E

点的切线分别交直线
[image: image74.wmf]BC

、
[image: image75.wmf]AC

于
[image: image76.wmf]G
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．已知
[image: image77.wmf]t
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，求
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CE

（用
[image: image79.wmf]t

表示）．
例9．设点
[image: image80.wmf]D

和
[image: image81.wmf]E

是△
[image: image82.wmf]ABC

的边
[image: image83.wmf]BC

上的两点，使得
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．又设
[image: image85.wmf]M

和
[image: image86.wmf]N

分别是△
[image: image87.wmf]ABD

、△
[image: image88.wmf]ACE

的内切圆与
[image: image89.wmf]BC

的切点．求证：
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例10．设△
[image: image91.wmf]ABC

满足
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，
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B

Ð

<

Ð

，过
[image: image94.wmf]A

作△
[image: image95.wmf]ABC

外接圆
[image: image96.wmf]W

的切线，交直线
[image: image97.wmf]BC

于
[image: image98.wmf]D

，设
[image: image99.wmf]A

关于直线
[image: image100.wmf]BC

的对称点为
[image: image101.wmf]E

，由
[image: image102.wmf]A

到
[image: image103.wmf]BE

所作垂线的垂足为
[image: image104.wmf]X

，
[image: image105.wmf]AX

的中点为
[image: image106.wmf]Y

，
[image: image107.wmf]BY

交
[image: image108.wmf]W

于
[image: image109.wmf]Z

点，证明直线
[image: image110.wmf]BD

为△
[image: image111.wmf]ADZ

外接圆的切线．
例11．两个圆
[image: image112.wmf]1

G

和
[image: image113.wmf]2

G

被包含在圆
[image: image114.wmf]G

内，且分别现圆
[image: image115.wmf]G

相切于两个不同的点
[image: image116.wmf]M

和
[image: image117.wmf]N

．
[image: image118.wmf]1
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经过
[image: image119.wmf]2
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的圆心．经过
[image: image120.wmf]1
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和
[image: image121.wmf]2

G

的两个交点的直线与
[image: image122.wmf]G

相交于点
[image: image123.wmf]A

和
[image: image124.wmf]B

，直线
[image: image125.wmf]MA

和直线
[image: image126.wmf]MB

分别与
[image: image127.wmf]1

G

相交于点
[image: image128.wmf]C

和
[image: image129.wmf]D

．求证：
[image: image130.wmf]CD

与
[image: image131.wmf]2
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相切．
例12．已知两个半径不相等的⊙
[image: image132.wmf]1
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和⊙
[image: image133.wmf]2
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相交于
[image: image134.wmf]M

、
[image: image135.wmf]N

两点，且⊙
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、⊙
[image: image137.wmf]2

O

分别与⊙
[image: image138.wmf]O

内切于
[image: image139.wmf]S

、
[image: image140.wmf]T

两点．求证：
[image: image141.wmf]MN
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的充要条件是
[image: image142.wmf]S

、
[image: image143.wmf]N

、
[image: image144.wmf]T

三点共线．
例13．在凸四边形
[image: image145.wmf]ABCD

中，
[image: image146.wmf]AB

与
[image: image147.wmf]CD

不平行，⊙
[image: image148.wmf]1
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过
[image: image149.wmf]A

、
[image: image150.wmf]B

且与边
[image: image151.wmf]CD

相切于点
[image: image152.wmf]P

，⊙
[image: image153.wmf]2
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过
[image: image154.wmf]C

、
[image: image155.wmf]D

且与边
[image: image156.wmf]AB

相切于点
[image: image157.wmf]Q
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[image: image158.wmf]1
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和⊙
[image: image159.wmf]2
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相交于
[image: image160.wmf]E

、
[image: image161.wmf]F

，求证：
[image: image162.wmf]EF

平分线段
[image: image163.wmf]PQ

的充要条件是
[image: image164.wmf]BC

∥
[image: image165.wmf]AD

．
例14．设凸四边形
[image: image166.wmf]ABCD

的两条对角线
[image: image167.wmf]AC

与
[image: image168.wmf]BD

互相垂直，且两对边
[image: image169.wmf]AB

与
[image: image170.wmf]CD

不平行．点
[image: image171.wmf]P

为线段
[image: image172.wmf]AB

与
[image: image173.wmf]CD

的垂直平分线的交点，且在四边形的内部．求证：
[image: image174.wmf]A

、
[image: image175.wmf]B

、
[image: image176.wmf]C

、
[image: image177.wmf]D

四点共圆的充要条件为
[image: image178.wmf]PCD

PAB

S

S

D

D

=

．
训练题
1．△
[image: image179.wmf]ABC

内接于⊙
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，
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，过[image: image182.wmf]B

、[image: image183.wmf]C

两点⊙
[image: image184.wmf]O

的切线交于
[image: image185.wmf]P

，
[image: image186.wmf]M

为
[image: image187.wmf]BC

的中点，求证：（1）
[image: image188.wmf]BAC

AP

AM

Ð

=

cos

；（2）
[image: image189.wmf]PAC

BAM

Ð

=

Ð

．

2．已知
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分别是△
[image: image191.wmf]ABC

外接圆上不包含
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的弧
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的中点，
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分别和
[image: image195.wmf]A

C

¢

¢

、
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相交于
[image: image197.wmf]M

、
[image: image198.wmf]N

两点，
[image: image199.wmf]CA

分别和
[image: image200.wmf]B
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、
[image: image201.wmf]C
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相交于
[image: image202.wmf]P

、
[image: image203.wmf]Q

两点，
[image: image204.wmf]AB

分别和
[image: image205.wmf]C
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、
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相交于
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、
[image: image208.wmf]S

两点．求证：
[image: image209.wmf]RS
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的充要条件是△
[image: image210.wmf]ABC

为等边三角形． 

3．以△
[image: image211.wmf]ABC

的边
[image: image212.wmf]BC

为直径作半圆，与
[image: image213.wmf]AB

、
[image: image214.wmf]CA

分别　交于点
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和
[image: image216.wmf]E

，过
[image: image217.wmf]D

、
[image: image218.wmf]E

作
[image: image219.wmf]BC

的垂线，垂足分别为
[image: image220.wmf]F

、
[image: image221.wmf]G

．线段
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、
[image: image223.wmf]EF

交于点
[image: image224.wmf]M

．求证：
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4．在△
[image: image226.wmf]ABC

中，已知
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内的旁切圆与
[image: image228.wmf]CA

相切于
[image: image229.wmf]D

，
[image: image230.wmf]C

Ð

内的旁切圆与
[image: image231.wmf]AB

相切于
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，过
[image: image233.wmf]DE

和
[image: image234.wmf]BC

的中点
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和
[image: image236.wmf]N

作一直线，求证：直线
[image: image237.wmf]MN

平分△
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的周长，且与
[image: image239.wmf]A
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的平分线平行．

5．在△
[image: image240.wmf]ABC

中，已知，过该三角形的内心
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作直线平行于
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交
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于
[image: image244.wmf]F

．在
[image: image245.wmf]BC

边上取点
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使得
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6．半圆圆心为
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，直径为
[image: image250.wmf]AB

，一直线交半圆于
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于
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）．设
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是△
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与△
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的外接圆除点
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外之另一交点．求证：
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7．已知，
[image: image260.wmf]AD

是锐角△
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的角平分线，
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为△
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的边
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的内切圆半径；
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求证：
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9．设
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是△
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的边
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上的一个内点，
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交△
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外接圆于
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是
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和
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的垂足，
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是直径为
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10．若
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是圆的弦，
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是
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的中点，过
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任意作弦
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11．设
[image: image302.wmf]H

为△
[image: image303.wmf]ABC

的垂心，
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为该三角形外接圆上的一点，
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是高
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的垂足，并设
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与
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与
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交于
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．证明：
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12．在△
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中，
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及三角形的外接圆于
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和
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，
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是内切圆圆心．证明：（1）
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