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第43届俄罗斯数学奥林匹克(十、十一年级)

中图分类号：G424．79 文献标识码：A 文章编号：1005—6416(2017)12—0033—06

十年级

1．已知直角坐标平面上有两个首项系数

为1的二次函数的图像厂】、，2和两条不平

行的直线Z。、2：．若直线2。被，。、疋所截得线

段长度相等，直线Z：被厂。、足所截得线段长

度也相等，证明：图像L与疋重合．

2．在锐角△ABC中，AB=AC，0为△ABC

的外心，射线BO、CO分别与边AC、AB交于

点曰7、C’，直线Z过点c’且与AC平行．证明：

直线Z与△B’OC的外接圆相切．

3．桌上有数目分别为100、101、102的三

堆石头．甲、乙两人轮流进行如下操作：每个

人第一步可以从任意一堆中取石头，由甲开

始，每一步，其中一人从某一堆中取出一块石

头，但不能从此人上轮游戏中取过石头的那

一堆中取，不能进行下一步者为输．问：无论

对手如何操作，谁有必胜策略?

4．在黑板上写有n个正数a，，a：，⋯，a。．

对每个i=1，2，⋯，n，维萨亚想要写出一个数

bi(b；≥口i)，使得对于任意的i、J∈{1，2，⋯，rt}，
^ ^

≠与≠至少有一个为整数．证明：维萨亚可写
bj oi

出b1，b2，⋯，b。，使得
n—l

b162⋯6n<。2Tal口2⋯an．

5．设n为合数，对rt的每个真因子d(正

整数n的真因子是指dI n，且1<d<凡)，在黑

板上写上数d+1．求所有的正整数n，使得写

在黑板上的所有数恰为某个正整数m所有

真因子．

6．设P(戈)是次数为n(n>t2)的非负系

数多项式，a、6、C为某个锐角三角形的三边

长．证明：锄可万、翱可万、锕曩万也为某个
锐角三角形的三边长．

7．同九年级第8题．

8．设点D、，分别为不等边△ABC的外

心、内心，B’为点B关于直线D，的对称点，且

B’在么ABI的内部．证明：ABIB’的外接圆在

点B’、，处的两条切线与AC三线共点．

十一年级

1．设实数菇使得

s=sin 64x+sin 65x

与t=COS 54x+COS 65x

均为有理数．证明：这两个和式之一的右边两

项均为有理数．

2．同十年级第2题．

3．同十年级第4题．

4．一位魔术师与其助手有一摞牌，所有

牌的反面均相同，正面为2 017种颜色之一

(每种颜色有1 000 000张牌)．魔术是：魔术

师先离开房间，观众将n张正面朝上的牌排

成一行放在桌上，魔术师的助手将其中n一1

张牌在原位翻过来，只保留一张牌正面朝上，

然后魔术师进入房间，观察桌面上的牌，选择

一张背面朝上的牌，猜出其正面的颜色．求n

的最小值，使得魔术师与其助手可根据某种

事先确定的策略完成这样的魔术．

5．设P(石)是次数为n①>12)的非负系

数多项式，a,b、c为某个三角形的三边长．证

明：物耵、物可万、拍可万也为某个三角
形的三边长．

6．在200×200的棋盘中，有些格子里放

了一枚红色或蓝色的棋子，其他的格子是空
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的．若两枚棋子处于同一行或同一列，则称一

枚棋子能“看见”另一枚棋子．假设每枚棋子

恰能看见五枚异色棋子(可能也会看见一些

同色棋子)．求棋盘上棋子总数的最大值．

7．在起始时刻，黑板上写着一个正整数

Ⅳ-每一步，米莎可以选择一个已经写在黑板

上的正整数a>1，擦掉它，再写上除了它本

身以外的所有正因子．已知经过若干步后，黑

板上恰有Ⅳ2个数．求Ⅳ的所有可能值．

8．在凸四边形ABCD中，厶、厶、厶、厶分

别为△DAB、△ABC、△BCD、△CDA的内

心．若么巩4+么厶厶10=180。，证明：
[BIBA+么lCIBlD=1800．

参考答案
十年级

1．设厂1：^(z)=戈2+p1贸+口1，

设疋：五(戈)=戈2+p2戈+92．

由条件，知直线Z。、Z：的斜率存在，设

fl：y=kl戈+b1，

Z2：y 2 k2x+b2．

设直线Z。与厂。、n分别交于点

A(x1，Y1)、B(x2，儿)，C(戈3，Y3)、D(x4，儿)．

rY 2七1名+b1，

联立方程{ ：
”

消元得
1．y 2戈一+plx+gl，

z2+(pl—k1)戈+gl—bl=o．q)

由戈。、戈：为方程①的两根，则

I戈l一戈2 I=g(pl—k1)2-4(q1一b1)．

故IABI=√1+k：Ixl一舅2 l

=√1+S尼T1√(pl—k1)2—4(ql—b1)．
类似地，

ICDI=√1十_---，ciTl√(p2一k1)2—4(q2一b1)．
由lAB I=l CD l

；√(p。一k1)2—4(ql—b1)

=J(p2一k1)2-4(q2一b1)

2亨(Pl—P2)(P1+p2-2k1)=4(gl-q2)．

若P1≠p2，则

， pl+p2 2(gl—92)‰2丁一1i。
类似地，后：：堕．竽一型当三盟．

厶 ，1一P2

从而，k。．--k：，与直线Z。、Z：不平行矛盾．

故p。=p：，g．=g：，即图像Jrl。与疋重合

2．如图1，联结AO并延长，与直线Z交

于点丁，联结B’z

图1

易知，AO为△ABC的对称轴，且点曰’、

C’关于AO对称．

故么B’TO=／C’TO． ①

而l／／AC，则

么C’TO=／OAC=么OCA． ⑦

由式①、②得么B’TO=么OCA．

从而，点r在△B70C的外接圆上．

又由对称性知

么衄’T=／OC7T=／OCA=么0TC’

j C 7T与△B’OC的外接圆相切．

3．甲有必胜策略．

记开始时含100、101、102块石头的堆分

别为A、曰、C．

甲先从曰堆中取一块石头，三堆块数变

为100、100、102，均为偶数．

(1)若乙不从B堆中取，则甲每次与乙

取同一堆的石头．由于甲取后每堆石头块数

均为偶数，且只要乙不从其上轮游戏中取过

的那堆中取，甲必不从自己上轮游戏中取过

的那堆中取，故甲在乙操作后必能操作．由于
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该游戏总能结束，故甲获胜．

(2)若乙从‘曰堆中取，则甲按照如下规

则操作：

乙从B堆中取，甲就从A堆中取；

乙从A堆中取，甲就从B堆中取；

乙从C堆中取，甲就从C堆中取．

于是，甲取完后，C堆总有偶数块石头，

且A、曰两堆的块数总相等．故只要乙不从其

上轮取过的石块堆中取，甲必也不从上轮取

过的石块堆中取，从而，甲在乙操作后必能操

作．由于该游戏总能结束，故甲获胜．

综上，甲有必胜策略．

4．对于一切k∈{1，2，⋯，n}，均写出一

组bn，b垃，⋯，b∽b“=2％口I，其中，戈航∈z，且

满足a；≤6“=2％oI<2a￡．

则对于任意的i、，∈{1，2，⋯，n}，

：詈=2。h一。s，：篆=25茸一z“
中必有一个为整数．由此，得到了Tt组满足条

件的bl，b：，⋯，b。．

下面只需证明：

血6。。6记⋯6h≤2半n口l
k=1 i=1

事实上，由b从=a；，得

Ⅱbklbk2··-b^。

=(Ⅱb。1(Ⅱ6。％l
、i=1 I、1≤i<，≤11, I

=fⅡ口；1(Ⅱ6驴靠1．
、i=1 I、1≤i<i≤n I

对于任意的i、，∈{1，2，⋯，rt}，由戈扑勘

的定义，知

a_A≤2z。<丝．aJ<、2％<垫．
8j Qi ai ai

贝lJ xq-"卜。g：生a]，％=『-一l。&睾]，其中，j
I-x7表示不小于实数石的最小整数．

进而，菇口+％=O或1．

于是，6口qf=2～+和ai吩≤2口i吁．

故Ⅱbklbk2"",bh

=(Ⅱ。i)(Ⅱ6。％l
、i=1 ，、1≤i<i≤n I

≤(Ⅱ口i)(Ⅱ6。％)
、i=I ，、I≤i<，≤n ，

=2掣Ⅱa”i．
5．设n的最小真因子为P．

易知，P为素数．

又p+1为m的最小真因子，则p+1也

为素数．故P=2．

从而，3为m的最小真因子．

于是，m为奇数(否则，m有真因子2)．

由此，m的真因子均为奇数，n的真因子

均为偶数．

故n为2的幂．设n=2‘(五∈Z+，Jj}≠1)．

从而，m的最大真因子为2k-1+1，即

m=3(2k-1+1)．

若后≥4，则2k-2为n的真因子，且2扣2 I>4．

故2¨2+1≥5为m的真因子．

从而，(2¨2+1)l(2扣1+1)．

但(2‘一2+1，2‘一1+1)=(2‘一1+1，1)=1，

矛盾．

于是，k=2，3，即n=4，8．

经检验，n=4，8均满足题意．

因此，n=4或8．

6．不妨设a≥6≥c．

由题意。知a2<b2+C2．

设P(x)=p。另“+p。一l菇“一1+⋯+po，其中，

P。>O，Pi I>0(i=O，1，⋯，n一1)．

记G(戈)：掣．

则C(a)讽+等”～p口_zo。

瓴+等”·+崇圳”
类似地，G(口)≤G(c)．

故稚可万：口2讥i叮万
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<(b2+c2)√G2(口)

≤62托可万+c2讥玎万=锥可万+而．
因此，物可万、物可万、物可万也为某

个锐角三角形的三边长．

7．同九年级第8题．

8．如图2，联结彤并延长，与00娥s．

图2

易知，SA=SC=SI．

延长SB’，与直线“交于点Z

由对称性知IB=IB’．

于是，么馏’B=么IBB 7垒OL．

又OB=OB’，则点B’在oD上．

故么ATS=么SAC一么ASB’

=么SCA一么ACB’=么SCB’=么B7AS

j△SAB’∽△STA

j SB7．ST=SA2：好．

记△TB7，的外接圆为f则研为圆厂的

切线．

于是，么ITB’=么B’IS=2a．

故么ITA=么ITB’一Ol=2a一0c=a．

设AC与圆jrl交于点瓦

由么KB’，=么KTI=0c=么IB 7B．

么KIB7=么KTB’=Ol=么IB’B．

知KI、KB’均为△BB’，外接圆的切线．

十一年级

1．注意到，

S2+t2

=(sin264x+cos264x)+(sin265x+cos265x)+

2(sin 64x·sin 65x+COS 64x·COS 65x)

=2+2cos(65x一64菇)=2+2cos髫

为有理数．

于是，cos髫为有理数．

由公式c08 2a=2cos2a一1及数学归纳

法，易知对任意正整数矗，cos 2kx为有理数．

特别地，cos 64x为有理数．

因此，构成和式t的两项均为有理数．

2．同十年级第2题
3．同十年级第4题．

4．当n=2 018时，魔术师可与助手约定：

对i=1，2，⋯，2 017，当助手保留第i张正面

朝上的牌时，魔术师就猜第2 018张牌是第i

种颜色的．这样魔术便可完成．

假设对某个正整数n≤2 017，魔术可以

完成．

为方便叙述，用(a，i)表示第a张牌是第

i种颜色的，其中，1≤口≤n，1≤i≤2 017．

对凡张牌而言，注意到每种颜色的牌数

为1 000 000(大于n)，于是，共有2 017“种不

同的状态(每个位置上有2 017种可能的颜

色)，每种状态相当于一个形如

{(1，i。)，(2，i：)，⋯，(凡，i。)f

的集合，其中，il，i2，⋯，i。∈{1，2，⋯，2 017}．

对任意的口、i，因为当魔术师看到(a，i)

后，总可以猜出至少一个(b，_『)(b≠a)，而含

(a，i)与(b，_『)的状态一共只有2 017”2种，

所以，魔术师可以猜出的不同状态的总数

(即2 0178)不超过2 017 X2 017”2n．

从而，n≥2 017．

这表明，n只能为2 017．进而，从任意一

个(口，i)所能猜出的(b，J)(b≠o)是唯一的．

因此，连一条从(a，i)到(b，，)的边

(a，i)_(b，，)，并称口、b是“关联”的(关联

是相互的，即6、a也是关联的)，且任意两种

不同的猜法(a，i)_(b，_『)与(c，k)_(d，Z)
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所对应的状态不能出现重复．

这表明，c,d中至少有一个属于{口，b}．

下面证明一个引理．

引理若(口，i)_÷(b，-『)，则必存在k#i，

使得(b，J)_(口，k)．

证明 设(b，歹)_(C，k)．若C≠o或

(c，k)=(口，i)，则一个含(a，i)、(b，J)、(C，七)

的状态有(口，i)_+(b，』)与(b，J)_(C，k)

这两种猜法，矛盾．

从而，必存在一个k≠i，使得

(b，J)_(口，k)．

引理得证．

不妨设1、2是关联的．

注意到，3必与另一个数a关联，由前讨

论，知a E{1，2}，不妨设口=1．

此时，对任意一个b(4≤b≤2 017)，由

于b必与另一数c关联，而1、2关联，1、3关

联，于是，C E{1，2}，c E{1，3}．从而，c=1，

即1、b是关联的．

这表明，2，3，⋯，2 017均与1关联．

由此，对任意的t E{2，3，⋯，2 017}，结

合引理，知总存在i。、工∈{1，2，⋯，2 017}，

使得(1，i。)_(t，_『。)．

再反复利用引理，知存在k；、Z。∈{1，2，

⋯，2 017}(k，≠i，，Z；≠J。)，使得

(t，J。)一(1，k。)_(t，Z。)．

故i2，k2，i3，k3，⋯，i2 017，k2 017互不相同，

但2 X 2 016>2 017，矛盾．这表明，n=2 017

的情形是不能完成魔术的．

综上，n的最小值为2 018．

5．不妨设o≥b≥c>0．则口<b+c．

由P(菇)的性质知

P(o)≥P(b)≥P(c)>0．

于是，仅需证明

丽<而+而．
设P(戈)=p。戈“+p。一l并“一1+⋯+po．

考虑G(石)：塑碧．易知，

G(口)：p。+号+．．．+乌

瓢+等”·+崇-G(”
类似地，G(口)≤G(c)．

故UFG)=口孤再万

<(b+c)7G(o)

≤6丽+c丽
=而+而．
6．首先给出棋子数为3 800的例子．

第1到5行与第11到200列的交叉格

及第1到5列与第1I到200行的交叉格均

放红棋；第6到10行与第1 1到200列的交

叉格及第6到lO列与第11到200行的交叉

格均放蓝棋．易验证，每枚棋子恰能看见五枚

异色棋子．此时，总棋子数为

5 X 190×4=3 800．

下面假设有一种符合要求的棋子放法，

使得棋盘上棋子总数超过3 800．此时，将每

枚棋子与它能看见的棋子之间用边相连，这

样以每枚棋子为端点的边数恰为5．于是，总

边数超过

÷×5×3 800=9 500．

考虑任意一行：若该行中没有异色的棋

子，则该行棋子数不超过200，边数为O；若该

行中有异色的棋子，不妨设有红棋R与蓝棋

曰，因为红棋R恰能看见五枚异色棋子，所

以，该行至多有五枚蓝棋．类似地，该行至多

有五枚红棋．于是，该行的棋子数不超过10，

边数不超过25．

假如存在191行含有异色棋子，则棋盘

上的棋子总数不超过

191×10+9×200<3 800．

与假设矛盾．这表明，至多仅有190行含异色
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棋子．从而，连接同行异色棋子的边数不超过

190 X25=4 750．

类似地，连接同列异色棋子的边数不超

过4 750．

因此，总边数不超过

2 X4 750=9 500，

也得矛盾．

这表明，棋盘上棋子总数必不超过3 800．

综上，所求最大值为3 800．

7．只需证明：对任意正整数Ⅳ，黑板上写

出的数总是不超过Ⅳ2个，且当Ni>2时，黑

板上写出的数少于Ⅳ2个．

显然，N=1时结论成立．

对于Ⅳ≥2，假设结论对小于Ⅳ的正整数

均已成立．将Ⅳ的正因子从小到大依次列为

1=dl<d2<⋯<dI<dI+l=Ⅳ．

按照操作规则，第一步擦掉Ⅳ并写上

d。，d：，⋯，d。．由归纳假设，知对任意一个di

(1勺≤南)的操作至多只能产生Z个数．故

黑板上的数的个数不超过∑芬．

注意到，』7、r的正因子也可记为

N N N N

瓦<五。～<乏<石。

则蚤k《=摹筹=胪白I,+1虿1
≤Ⅳ2善声<Ⅳ2善百{砺
：妒差(吉一手)<胪．
从而，在Ⅳ的情形下，黑板上写出的数

必少于醇令．

由数学归纳法，知结论成立．

进而，满足条件的正整数仅有N=1．

8．由条件知

[ABlB=去[ABC

：告么他D+丢么D8c
=[IABD+ZDBIc=ZlABlc．

类似地，么BAIt=么IsAlD．

于是，[BAI 8=么IA址D．

如图3，在射线AB上取一点P，使得

么APlB=[AIAlD．

R

D

图3

C

则△A％与△A厶厶顺向相似．
进而，△A％与△A％，D顺向相似．
据条件知[BIAlc+[AIAID=1800．

注意到，

1800>ZIABIC+[BIAlC

=[ABIB+1800—Z APl8．

于是，Z APl8>[ABIB．

从而，点P在线段AB上．

散[BlAIc=1800—ZAIAID
=1800一[APIs=么BPIB．

再结合[IABIc=[ABIB，知△BPl8与
△巩厶顺向相似．

进而，△删。与△％厶顺向相似．
故[B18Ic+么越BID

=[BPlA+[APl A=1800，

即[BlBA+Z IcIBIo=1800．

(熊斌提供)

更 正

2017年第10期的《数学奥林匹克问

题》栏目高546题图中应去掉线段脚、
AP及点P．由于编校失误，给读者带来不

便，深表歉意。

本刊编辑部

万方数据


