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  换元法又称辅助元素法，其实质是转化，即把

某一式子看作一个整体，用一个变量去代替它，变换

研究的对象，把问题转换到新的知识背景下去研究，
从而使复杂问题明晰化，陌生问题熟悉化．换元法在

解竞赛试题特别是其中有关不等式等问题时常能奏

效．下面结合典型的竞赛题例举几种常见的换元方

法．不当之处，敬请指正．
１ 三角换元法

三角换元法是最常见也是应用最广泛的换元方

法，常用于去根号或者特殊的平方关系．
例 １ （２０１３年江西省高中数学联赛第 ６题） 函

数 ｆ（ｘ） ＝ ３ｘ － ６ ＋ ３ － ｘ 的值域是    ．

解析  法１ 函数 ｆ（ｘ） ＝ ３ｘ － ６ ＋ ３ － ｘ 的

定义域为［２，３］，故可设 ｘ ＝ ２ ＋ ｓｉｎ２θ（０≤ θ≤ π
２
），

则 ｆ（ｘ） ＝ ３ｓｉｎ２θ ＋ ｃｏｓ２θ ＝ ３ ｓｉｎθ ＋ ｃｏｓθ ＝

２ｓｉｎ（θ ＋ π
６
） ．

易知函数 ｆ（ｘ） 的值域为［１，２］ ．

法 ２ 对于函数 ｆ（ｘ） ＝ ３ｘ － ６ ＋ ３ － ｘ ，可令

３ｘ － ６ ＝ ｙｓｉｎ２θ， ３ － ｘ ＝ ｙｃｏｓ２θ，
有 ３ｘ － ６ ＝ ｙ２ｓｉｎ４θ，３ － ｘ ＝ ｙ２ｃｏｓ４θ，消去 ｘ，有

ｓｉｎ４θ ＋ ３ｃｏｓ４θ ＝ ３
ｙ２
，由于 ｓｉｎ４θ ＋ ３ｃｏｓ４θ ＝ ４（ｓｉｎ２θ －

３
４
） ２ ＋ ３

４
，即有

３
４
≤ ３

ｙ２
≤ ３，得 ｙ∈ １，２[ ] ．

例 ２ （２０１７年全国高中数学联赛河北预赛题）
已知 ｘ、ｙ ∈ Ｒ，且 ２ｘ２ ＋ ３ｙ２ ≤ １２，求 ｘ ＋ ２ｙ 的最

大值．

解析  设 ２ ｘ ＝ ｒｃｏｓθ， ３ ｙ ＝ ｒｓｉｎθ，０≤ ｒ≤２ ３，

得 ｘ ＋ ２ｙ ＝
２ｒｃｏｓθ
２

＋ ２ｒｓｉｎθ
３

＝ ｒ １１
６
ｓｉｎ（θ ＋ φ） ≤

１１
６
ｒ≤ ２２，

所以 ｘ ＋ ２ｙ 的最大值是 ２２ ．

２ 增量换元法

在对称式或给定字母大小顺序的不等式问题

中，可以考虑用增量换元，达到减元的目的．
例 ３ （２０１１年全国高中数学联赛（Ｂ 卷） 第 ９

题） 已知实数 ｘ、ｙ、ｚ 满足 ｘ≥ ｙ≥ ｚ，ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ ＝ １，ｘ２

＋ ｙ２ ＋ ｚ２ ＝ ３，求实数 ｘ 的范围．
解析  由 ｘ≥ ｙ≥ ｚ，可以考虑设 ｙ ＝ ｘ － ａ，ｚ ＝

ｘ － ａ － ｂ（ａ，ｂ≥ ０） ．
则题设变为 ２ａ ＋ ｂ ＝ ３ｘ － １，２ａ２ ＋ ２ａｂ ＋ ｂ２ －

２（２ａ ＋ ｂ）ｘ ＋ ３ｘ２ － ３ ＝ ０，消去 ｂ，有
ａ２ － ａ（３ｘ － １） ＋ ３ｘ２ － ２ｘ － １ ＝ ０．关于 ａ 的二

次方程必有两个非负实数根，由于 ｘ≥ ｙ≥ ｚ，ｘ ＋ ｙ ＋

ｚ ＝ １，知 ｘ≥ １
３
，３ｘ

－ １
２
≥ ０，

因此

３ｘ２ － ２ｘ － １ ≥ ０，
３ｘ － １
２
≥ ０，

（３ｘ － １） ２ － ４（３ｘ２ － ２ｘ － １） ≥ ０，

ì

î

í

│
││

│
│

得 １ ≤ ｘ≤ ５
３
．

例 ４ （１９８８年全国高中数学联赛初试第 ５题）

已知 ａ、ｂ 为正实数，且 １
ａ

＋ １
ｂ

＝ １，试证：对每一个 ｎ

∈ Ｎ，（ａ ＋ ｂ） ｎ － ａｎ － ｂｎ ≥ ２２ｎ － ２ｎ＋１ ．

解析  由
１
ａ

＋ １
ｂ

＝ １，得 ａ ＋ ｂ ＝ ａｂ，且 ａ ＞ １，

ｂ ＞ １，可设 ａ ＝ １ ＋ ｔ，ｂ ＝ １ ＋ １
ｔ
（ ｔ ＞ ０），有

（ａ ＋ ｂ） ｎ － ａｎ － ｂｎ ＝ （ａｂ） ｎ － ａｎ － ｂｎ

＝ （ａｎ － １）（ｂｎ － １） － １

＝ ［（１ ＋ ｔ） ｎ － １］·［（１ ＋ １
ｔ
） ｎ － １］ － １

＝ （Ｃ１ｎ ｔ ＋ Ｃ２ｎ ｔ２ ＋ … ＋ Ｃｎ
ｎ ｔｎ）（Ｃ１ｎ

１
ｔ

＋ Ｃ２ｎ
１
ｔ２

＋ …

＋ Ｃｎ
ｎ
１
ｔｎ
） － １ ≥ （Ｃ１ｎ ＋ Ｃ２ｎ ＋ … ＋ Ｃｎ

ｎ） ２ － １

＝ （２ｎ － １） ２ － １ ＝ ２２ｎ － ２ｎ＋１ ．
７４
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得到（ａ ＋ ｂ） ｎ － ａｎ － ｂｎ ≥ ２２ｎ － ２ｎ＋１ ．
３ 整体（局部） 换元法

利用不等式与方程、函数之间的内在联系，将某

一整体看作一个变量，生成新的不等式，进而求解．
例 ５ （２０１４年哈佛—麻省理工数学竞赛第 １６

题）已知实数 ｘ、ｙ满足 ｘ２ － ｘｙ ＋ ２ｙ２ ＝ ８，试求 ｘ２ ＋ ｘｙ
＋ ２ｙ２ 的最大值．

解析  设 ｍ ＝ ｘ２ ＋ ｘｙ ＋ ２ｙ２，由 ｘ２ － ｘｙ ＋ ２ｙ２ ＝
８，得 ２（ｘ２ ＋ ２ｙ２） ＝ ８ ＋ ｍ，ｘ２ ＋ ２ｙ２ ＝ ８ ＋ ｘｙ，由 ｘ２ ＋

２ｙ２ ≥２ ２ ｜ ｘｙ ｜ ，得 ８ ＋ ｘｙ≥２ ２ ｜ ｘｙ ｜ ，得８
－ １６ ２
７

≤ ｘｙ≤８
＋ １６ ２
７

，由 ｘ２ ＋ ｘｙ ＋ ２ｙ２ ＝ ｍ ＝ ８ ＋ ２ｘｙ 得

７２ － ３２ ２
７

≤ ｍ≤ ７２
＋ ３２ ２
７

，所以 ｘ２ ＋ ｘｙ ＋ ２ｙ２ 的

最大值是
７２ ＋ ３２ ２

７
．

例 ６ （２０１５年第 ２６届“希望杯”全国数学邀请

赛高二初试题） 若正实数 ａ、ｂ 满足 ２ａ ＋ ｂ ＝ １，则
ａ

２ － ２ａ
＋ ｂ
２ － ｂ

的最小值是    ．

解析  由 ２ａ ＋ ｂ ＝ １，知 ２ － ２ａ ＋ ２ － ｂ ＝ ３，即
２ － ２ａ
３

＋ ２ － ｂ
３

＝ １，则 １
２ － ２ａ

＋ ２
２ － ｂ

＝ （ １
２ － ２ａ

＋

２
２ － ｂ

）（ ２
－ ２ａ
３

＋ ２ － ｂ
３
） ＝ １ ＋ ２（２ － ２ａ）

３（２ － ｂ）
＋

２ － ｂ
３（２ － ２ａ）

≥１ ＋ ２ ２
３

．所以
ａ

２ － ２ａ
＋ ｂ
２ － ｂ

＝ １
２ － ２ａ

＋

２
２ － ｂ

－ ３
２
≥ ２ ２
３

－ １
２
．

４ 中值（均值） 换元法

由两数之和为定值联想到等差中项，利用等差

中项换元可以起到减元的效果．
例 ７ （２００９年清华大学自主招生数学试题）已

知 ｘ、ｙ为实数，且 ｘ ＋ ｙ ＝ １，求证：对于任意正整数 ｎ，

ｘ２ｎ ＋ ｙ２ｎ ≥ １
２２ｎ－１

．

解析  不妨设 ｘ≥ ｙ，设 ｘ ＝ １
２

＋ ｄ，ｙ ＝ １
２

－ ｄ，

ｄ≥ ０，则 ｘ２ｎ ＋ ｙ２ｎ ＝ （ １
２

＋ ｄ） ２ｎ ＋ （ １
２

－ ｄ） ２ｎ

＝ １
２２ｎ

＋ Ｃ１２ｎ（
１
２
） ２ｎ－１ｄ ＋ Ｃ２２ｎ（

１
２
） ２ｎ－２ｄ２ ＋ … ＋ ｄ２ｎ ＋

１
２２ｎ－１

＋ Ｃ１２ｎ（
１
２
） ２ｎ－１（ － ｄ） ＋ Ｃ２２ｎ（

１
２
） ２ｎ－２（ － ｄ） ２ ＋… ＋

（ － ｄ） ２ｎ ＝ １
２２ｎ－１

＋ ２Ｃ２２ｎ（
１
２
） ２ｎ－２ｄ２ ＋… ＋ ２ｄ２ｎ≥ １

２２ｎ－１
．

证毕．
例 ８ 见例 ３．

解析  由 ｙ ＋ ｚ ＝ １ － ｘ，可设 ｙ ＝ １ － ｘ
２

－ ｔ，ｚ ＝

１ － ｘ
２

＋ ｔ，代入 ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２ ＝ ３，得 ｔ２ ＝ ３ － ｘ２ －

（１
－ ｘ
２
） ２ ≥ ０，即 ３ｘ２ － ２ｘ ＋ ５≤０，得 － １≤ ｘ≤ ５

３
．

由 ｘ≥ ｙ≥ ｚ，ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ ＝ １，知 ｘ≥ １
３
．

当 ｙ≥ １时，由 ｘ≥ ｙ，知 ｘ≥ １．
当 ｙ ＜ １时， － １ ≤ ｚ≤ ｙ ＜ １，０ ≤ ｙ２ ≤１，０ ≤

ｚ２ ≤１，有 ｘ２ ＝ １ － ｙ２ － ｚ２≥１，结合 ｘ≥ １
３
，得 ｘ≥１．

综上所述，得 １ ≤ ｘ≤ ５
３
．

５ 和差换元法

对于某些二元多项式的最值题目，可令 ｘ ＝ ａ ＋
ｂ，ｙ ＝ ａ － ｂ 进行和差代换，会有意外惊喜．

例 ９ （２００９年江西省南昌市高中数学竞赛题）
已知 ｘ、ｙ是实数，且 ｘ２ ＋ ｘｙ ＋ ｙ２ － ２ ＝ ０，求 ｘ２ － ｘｙ ＋
ｙ２ 的最大值和最小值．

解析  设 ｘ ＝ ｍ ＋ ｎ，ｙ ＝ ｍ － ｎ，代入已知有 ｎ２

＝ ２ － ３ｍ２，得 ０ ≤ ｍ２ ≤ ２
３
，ｘ２ － ｘｙ ＋ ｙ２ ＝ ｍ２ ＋ ３ｎ２

＝ ｍ２ ＋ ３（２ － ３ｍ２） ＝ ６ － ８ｍ２，由 ０ ≤ ｍ２≤ ２
３
，得 ｘ２

－ ｘｙ ＋ ｙ２ 的最大值是 ６，最小值是
２
３
．

例 １０ （２０１１年太原市高中数学竞赛题） 设实

数 ａ、ｂ、ｃ满足 ａ２ － ｂｃ － ８ａ ＋ ７ ＝ ０，ｂ２ ＋ Ｃ２ ＋ ｂｃ － ６ａ
＋ ６ ＝ ０，求 ｌｏｇ９ａｍａｘ ＋ ｌｏｇ９ａｍｉｎ ＝     ．

解析  设 ｂ ＝ ｘ ＋ ｙ，ｃ ＝ ｘ － ｙ，代入已知有 ｘ２ ＋
ｙ２ ＝ ａ２ － ８ａ ＋ ７，３ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ ６ａ － ６，消去 ｘ２，得 ４ｙ２ ＝
－ ３（ａ２ － １０ａ ＋ ９） ≥ ０，得 １ ≤ ａ≤９，所以 ｌｏｇ９ａｍａｘ
＋ ｌｏｇ９ａｍｉｎ ＝ ０ ＋ １ ＝ １．

８４
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