智浪教育—普惠英才文库

（二）数学竞赛的的内容与方法

　
1  数学竞赛的的基本认识

1-1  数学竞赛的界定

数学竞赛（或数学奥林匹克）是通过数学内容而进行的教育活动，它为为学有余力的学生提供才华展示与个性发展的广阔空间．

数学竞赛教育活动的特点是：以开发智力为根本目的，以问题解决为基本形式，以竞赛数学为主要内容．最本质的是对中学生进行“竞赛数学”的教育．

1-2  数学竞赛教育活动的性质

数学竞赛教育活动的性质有4条：较高层次的基础教育，开发智力的素质教育，生动活泼的业余教育，现代数学的普及教育．

（1）较高层次的基础教育

数学竞赛的教育，其对象是中学生，其教育的载体是中学生可以接受的竞赛数学，因此它是基础教育，虽然内容常有大学数学的背景，教练亦不乏大学教师，但这只是提高了教育的层次，而没有脱离基础教育的范围．

如果对高中数学教育按照“因材施教”的原则进行分层，那么可以有循序渐进的三个水平：毕业水平、高考水平、竞赛水平．毕业水平主要是掌握作为现代公民必须具备的数学基础知识和数学基本技能；高考水平是各极科技人才应当具有的数学素质与创造能力；竞赛水平是高级科技人才应当具备的数学素质与创造能力．竞赛水平没有脱离基础教育的目标，但作为较高层次的基础教育则更便于产生科技领袖，起着提高精英与普及大众之间的平衡作用．应该看到，用“相同的教育对待所有学生是不公平的”，让“不同的人在数学上得到不同的发展”，就需要承认基础教育中的“竞赛水平”．

虽然竞赛教育的层次比较高，但不是超前学习大学知识，也不是职业数学工作者的专业培训，更不是大学预科，而只是要充分开发中学生的思维潜能，学会“数学地思维”．同时也提供空间，让一部分学生在其最近发展区内得到最大的发展．

（2）开发智力的素质教育

因为数学竞赛是一种智力竞赛而不是单纯的知识竞赛（媒体举办所谓“智力竞赛”大多只是记忆比赛），所以竞赛教育也只能是实施智能教育、数学素质教育，而不是单一的知识教育或片面的升学教育．

求解竞赛题离不开扎实的基础知识，但当命题者把问题解决的情节或数学家的前沿成果变为中学生可以接受的竞赛试题时，主要的不是检查学生是否掌握了这种知识，而是要考察学生对数学本质的洞察力、创造力和数学机智，只有那些综合而灵活的运用知识的选手才有希望成为竞赛的佼佼者．许多平时靠死记硬背而得高分的学生往往在竞赛中成绩欠佳也说明，数学竞赛对选手的数学素质有高要求．

无疑，数学竞赛应当造就IMO的金牌选手，并且选拔尖子人才也确实是数学竞赛的一个直接目的．但是，这项活动的更深刻的教育价值远远不止于此，环绕着竞赛的培训、选拔、赛题解答和赛后研究，广大的青少年都得到思维上的训练与提高；而且这种思维能力的发展，其作用也不仅限于数学，如果理解数学对于自然科学和社会科学的基础作用，如果认识到任何一门科学只有与数学相结合才能更加成熟和完善的话，那么完全可以说，数学竞赛对于开发智力的作用是其他学科竞赛所不能代替的．

因此，竞赛培训中的单纯考试目的，以及庸俗的“题型覆盖”和冲动的功利取向都是开发智力的宗旨背道而驰．竞赛教育要造就高层次的千军万马，让千军万马去涌现金牌选手，而不是为了几个金牌选手而牺牲千军万马．数学竞赛不是通往社会上层的阶梯，而是通向智慧的道路．

从这个意义上说，数学竞赛不是“解难题的竞赛”，虽然数学竞赛中确有颇具挑战性的题目，但那只是选手们面对挑战而进行数学素质的较量，重在激发好奇心而非好胜心．同样，日常的竞赛培训也应是提高数学素质和兴趣的培训，而不是搞成一味解难题的培训．

（3）生动活泼的业余教育

竞赛教育是为学有余力的学生提供的个性发展和特长展示的一种业余教育，它以“第二课堂”为主要形式．一般说来，没有升学或分数排队的压力，没有教学范围、教学进度、教学课时的呆板限制，学生又大都怀有浓烈的兴趣．因此，十分有利于实施“愉快教育”、进行生动灵活的教学，教学方法可以灵活、教学内容可以灵活、教师聘用和教学进度也都可以灵活，教师可以充分发挥自己的业务专长与教学风格，教学可以根据反馈随时间调节信息的速度、强度、顺序和数量．各个学校的教师优势可以集中，每个同学不仅可以听、可以讲，而且可以写作小论文、开展探究性学习．这是一个教学的开放系统，片面、单一、封闭全都被打破了，从而也就为学有余力的学生提供了自主发展和充分表现的广阔天地．

由于竞赛教育的基础性质、智力目的和生动形式，使得它不仅是日常教学的延伸与补充，而且也是课堂教学的优化与改革；不仅是部分学生的第二课堂，而且更是尖子学生的第二学校．情况表明，“课内打基础、课外育特长”，尖子学生的数学基础是在第一课堂准备的，而最大潜力则常常在第二课堂才展现出来（第一课堂和第二课堂都是基础教育的课堂）．虽然，许多参加培训的学生将来并不以数学为职业，但他们从竞赛教育的业余培训中所获得的洞察力和创造机智将受益终生．（捧“金牌”，获“保送”的选手是极少数的，这点“现实利益”不足说明一代又一代的青少年为什么乐此不疲的投身到这一活动中来的动机与收获）

（4）现代数学的普及教育．

历史已经昭示，未来将进一步证实，高科技的本质是一种数学技术，扫除“数学盲”的任务必将代替扫除“文盲”的工作．数学不仅是一门科学、一项艺术、一种语言，一种技术，而且也是一种文化．数学竞赛最深刻的历史作用，可能不在于造就几个数学领袖，而在于普及数学文化，中学教材所提供的基本上是历史的数学或数学的历史，而数学竞赛可以提供“今天的数学”或“数学的今天”．许多体现现代思维与高等背景的活数学正是通过竞赛的桥梁输送到中学校园的，当它们经过“初等化”、“特殊化”、“具体化”、“通俗化”而来到青少年中间时，主要地不是作为一种高深的理论，而是作为一种朴素的思想，一种先进的文化在幼小的心灵中播种．数学竞赛是一项群众性的科普活动！

众所周知，集合的思想、映射的特点、构造的方法以及奇偶分析、抽屉原理、染色问题等，在一二十年前还是一种时髦，而今已经是普通选手的常识了．这就是普及！

奥林匹克数学虽然比高考数学还高，但当数学竞赛中出现的内容为越来越多的中学师生所熟悉和掌握时，它就完成了奥林匹克使命，而成为中学数学（包括高考数学）的一部分，这就是一种普及、一种传播．近年来，中学教材的变化以及中考、高考试题的新亮点，已经出现了这种普及与传播的成果．由于数学竞赛是不断吐故纳新的，由于现代数学的不断为数学竞赛提供新的内容和新的方法，所以数学竞赛对于数学的普及与传播也永远不会完结．

2  数学竞赛的的基本内容
国际数学竞赛的开展导致了竞赛数学的诞生，竞赛开始的那些年头，其内容主要是中学教材中的代数方程、平面几何、三角函数，经过40多年的发展，已形成一个源于中学数学又高于中学数学的数学新层面，其思想方法逐渐与现代数学的潮流合拍．对1~51届
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试题（1959~2010）的统计表明，竞赛数学正相对稳定在几个重点内容上，可以归结为四大支柱、三大热点． 

四大支柱是：代数，几何，初等数论，组合初步（俗称代数题、几何题、算术题和智力题）．三大热点是：组合几何、组合数论、集合分拆．  

2-1  代数

代数是中学数学的主体内容，其在竞赛中占据重要地位是理所当然的，已广泛涉及恒等变形、方程、函数、多项式、不等式、数列、复数、函数方程、矩阵等方方面面．近年的重要特点是：

（1）出现集中的趋势．

统计表明，近30年来，难度较小的问题（如恒等变形、单一的解方程等）消失了，明显超出中学范围的问题（如矩阵等）也消失了，代数问题正在不等式、数列、函数方程上集中．这表明IMO代数题的命题趋向是，既在努力避开有求解程式的内容、提高试题的难度，又在尽力避免超出中学生的知识范围，而在思维的灵活性、创造性上做文章．

    （2）运算与论证的综合．

    中学代数偏重于运算，并且常常有程序化、机械化的优势（运算可以看成是机械化的推理）．作为高层次的竞赛，停留在运算的熟练和准确上是不够的，因而IMO的代数题常以抽象论证的面目出现，并且时间也允许进行大数字、多字母、多环节的硬运算．一方面精确的演算为推理提供论据，另一方面论证推理又提出演算的需要、两者相辅相成．从理解题意开始，到运算结构的分析、运算阶段的连接，乃至整个解题程序的调控，都有运算与论证的交互推进．这构成了IMO代数题的一个发展趋势，也体现着代数思维的一般性和从过程到对象（凝聚）等特征．（预赛表明，是我们的一个弱点）

    （3）与数论、组合、几何的交叉．

代数知识在各个学科中都有基础的作用，无论哪一门中学数学分支都少不了代数运算．IMO试题避开常规代数题的同时，正在加强与各个学科的综合，不等式不仅有大量的数列不等式、最优化背景不等式，而且有越来越多的几何不等式、数论不等式、组合不等式；方程知识也在数论问题、几何问题或其他离散问题中屡屡出现．

2-2  几何

欧几里得的几何虽然古老，但在提供几何直觉和理性思维方面仍有不可替代的教育价值（许多科技工作者由此而启蒙），因而，历来受到数学竞赛的青睐，平面几何证明已经属于IMO的届届必考的内容，少则1题，多则2~3题．我国高中联赛加试（二试）和冬令营考试，也是年年必有平面几何题．

IMO中的几何问题，包括平面几何与立体几何，但以平面几何为主．立体几何题从第22届（1981）开始已经20多年没有出现了，这一方面是组合几何的涌入，另一方面是新颖的立体几何题不好找，有的过浅，有的过旧，有的过难．

（1）几何题的内容．

IMO的平面几何数量较多、难度适中、方法多样，可以分成三个层次．

第一层次，是与中学教材结合比较紧密的常规几何题，虽然也有轨迹与作图，但主要是以全等法、相似法为基础的证明，重点是与圆有关的命题，因为圆的命题知识容量大、变化余地大、综合性也强，是编拟竞赛试题的优质素材．

第二层次，是比中学教材要求稍高的内容，如共点性、共线性、几何不等式、几何极值等．这些问题结构优美，解法灵活，常与几何名题相联系．

第三层次，是组合几何．这是用组合数学的成果来解决几何学中的问题，主要研究几何图形的拓扑性质和有限制条件的欧几里得性质．所涉及局的类型包括计数、分类、构造、覆盖、递推关系以及相邻、相交、包含等拓扑性质．这类问题在第六届IMO（1964）就出现了，但近30年，无论内容、形式和难度都上了新台阶，成为一类极有竞赛味、也极具挑战性的新颖题目．

（2）解几何题的方法．

IMO中的几何题几乎涉及所有的平面几何方法，主要有三大类：
①综合几何方法：如全等法、相似法、面积法等； 

②代数方法：如代数计算法、复数法、坐标法、三角法、向量法等；
③几何变换方法：如平移、旋转、反射、位似、反演等．

2-3初等数论

初等数论也叫整数论，其研究对象是自然数．由于其形式简单，意义明确，所用知识不多而又富于技巧性，因而，历来都是竞赛的重点内容．

如果说代数、几何离中学教材还比较近的话，那么初等数论则位于中学教材未系统介绍、而中学生（特别是优秀中学生）又不是不能接受这样一种思维发展区中，其在培养数感（数的意识）和发现数学才华方面有独特的功能，正在与组合数学相融合而成为数学竞赛的一个热点题源（组合数论）．它还有一个优势是，能方便提供从小学到大学的各层次竞赛试题，“奇偶分析法”也成了从小学到大学都使用的数学奥林匹克技巧．

数学竞赛中的数论问题广泛涉及奇数与偶数、约数和倍数（素数与合数）、平方数、整数、同余、不定方程、数论函数[
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],数的进位制等内容．

2-4  组合初步
数学竞赛中的组合数学不是一个严格的概念，它离中学教材最远，通常指中学代数、几何、算术（数论）之外的内容（俗称杂题）．对中学生而言，这类问题的基本特点是不需要专门的数学语言就可以表述明白，解决起来也没有固定的程式（非常规），常需精巧的构思．从内容上可以归结为两大类：组合计数问题，组合设计问题．

（1）组合计数问题

这包括有限集合元素的计算、相应子集的计算、集合分拆方法数的计算等，表现为数值计算、组合恒等式或组合不等式的证明．知识基础是加法原理、乘法原理和排列组合公式；常用的方法有：代数恒等变形、二项式定理、数学归纳法、递推、组合分析、容斥原理等．

（2）组合设计问题

其基本含义是，对有限集合
[image: image3.wmf]A

，按照性质
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来作出安排，有时，只是证实具有性质
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的安排是否存在、或者言重作出的安排是否具有性质
[image: image6.wmf]p

（称为存在性问题，又可分为肯定型、否定型和探究型）；有时，则需把具体安排（或具体性质）找出来（称为构造型问题）；进一步，还要找出较好的安排（称为最优化问题）．

值得注意的一个新趋势是组合与几何、数论的结合，产生组合几何、组合数论，它们与集合分拆一起组成IMO试题的三个热点，突出而鲜明的体现数学竞赛的“问题解决”特征．这三方面之所以成为热点，从思维方式、解题技巧上分析，是因为其更适宜数学尖子的脱颖而出，且常与现代数学思想相联系；从技术层面上分析，还由于都能方便提供挑战中学生的新颖题目．

2-5 我国数学竞赛内容

我国的冬令营试题和国家队选手选拔题，是与国际发展趋势完全一致的，高、初中数学竞赛大纲的内容，也以中学教材为依据而努力接轨国际潮流．2009年起，高中联赛“加试”四道题就是平面几何，代数，初等数论，组合初步各一道．

2010年全国高中联赛（一试）主要考查学生对基本知识基本技能的掌握情况，以及综合、灵活运用知识的能力，试题包括8到填空题（每题8分）和3道解答题（分别为16分、20分、20分），满分120分．一试考试时间为8：00—9：20，共80分钟．加试与国际接轨，包括4道解答题，涉及平面几何、代数、数论、组合四个方面，前两题每题40分，后两题每题50分，满分180分．考试时间为9：40—12：10，共150分钟．（福建主办）[image: image7.png]


共0条评论...

3  数学竞赛的基本方法
竞赛数学不是一个有独立研究对象、独立研究方法和独立概念系统的数学分支，而是由若干数学分支上的某些层面交叉综合而成的一种教育数学，这使得竞赛数学的方法既有一般性又有特殊性．

3-1  基本方法的认识
     （1）一般性的解题方法

数学竞赛题首先是数学题，但又不是单靠记忆和模仿就能解决的常规“练习题”，而是具有接受性、障碍性、探索性的“问题”，需在一般思维规律指导下，综合而灵活地运用数学基础知识恶化数学基本方法才能解决，表现为一种创造性活动．这当中经常使用一些中学常见的方法，如探索法、构造法、反证法、数学归纳法、待定系数法、换元法、配方法……，平时掌握的所有解题方法都可以用到竞赛上来．这体现了数学竞赛方法的一般性．

（2）数学奥林匹克技巧

同时竞赛数学的层面性质和热点内容又积累了一批体现竞赛特征的奥林匹克技巧，如构造、对应、递推、区分、染色、配对、极端原理、对称性分析、包含与排除、特殊化、一般化、数字化、有序化、不变量、整体出来、变换还原、逐步调整、奇偶分析、优化假设、计算两次、辅助图表等．由于这些方法在中学日常教学中用得不太多，因而，与中学常见方法相比又表现出数学竞赛方法的特殊性．
①构造：它的基本形式是：以已知条件为原料、以所求结论为方向，构造出一种新的数学形式，使得问题在这种形式下简捷解决．常见的有构造图形，构造方程，构造恒等式，构造函数，构造反例，构造抽屉，构造算法等．
②映射：它的基本形式是RMI原理．令R表示一组原像的关系结构（或原像系统），其中包含着待确定的原像
[image: image8.wmf]x

，令
[image: image9.wmf]M

表示一种映射，通过它的作用把原像结构R被映成映象关系结构R*，其中自然包含着未知原像
[image: image10.wmf]x

的映象
[image: image11.wmf]*

x

．如果有办法把
[image: image12.wmf]*

x

确定下来，则通过反演即逆映射
[image: image13.wmf]1
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也就相应地把
[image: image14.wmf]x

确定下来．取对数计算、换元、引进坐标系、设计数学模型，构造发生函数等都体现了这种原理．建立对应来解题，也属于这一技巧．
[image: image1.wmf]IMO

③递推：如果前一件事与后一件事存在确定的关系，那么，就可以从某一（几）个初始条件出发逐步递推，得到任一时刻的结果，用递推的方法解题，与数学归纳法（但不用预知结论），无穷递降法相联系，关键是找出前号命题与后号命题之间的递推关系．

用递推的方法计数时要抓好三个环节：（1）设某一过程为数列
[image: image15.wmf]()

fn

，求出初始值
[image: image16.wmf](1),(2)

ff

等，取值的个数由第二步递推的需要决定．（2）找出
[image: image17.wmf]()
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与
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[image: image19.wmf](2)
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等之间的递推关系，即建立函数方程．（3）解函数方程
④区分：当“数学黑箱”过于复杂时，可以分割为若干个小黑箱逐一破译，即把具有共同性质的部分分为一类，形成数学上很有特色的方法——区分情况或分类，不会正确地分类就谈不上掌握数学．

有时候，也可以把一个问题分阶段排成一些小目标系列，使得一旦证明了前面的情况，便可用来证明后面的情况，称为爬坡式程序．比如，解柯西函数方程就是将整数的情况归结为自然数的情况来解决，再将有理数的情况归结为整数的情况来解决，最后是实数的情况归结为有理数的情况来解决．

区分情况不仅分化了问题的难度，而且分类标准本身又附加了一个已知条件，所以，每一类子问题的解决都大大降低了难度．
⑤染色：染色是分类的直观表现，在数学竞赛中有大批以染色面目出现的问题，其特点是知识点少，逻辑性强，技巧性强；同时，染色作为一种解题手段也在数学竞赛中广泛使用． 
⑥极端：某些数学问题中所出现的各个元素的地位是不平衡的，其中的某个极端元素或某个元素的极端状态往往具有优先于其它元素的特殊性质，而这又恰好为解题提供了突破口，从极端元素入手，进而简捷地解决问题，这就是通常所说的“极端原理”．使用这一技巧时，常常借用自然数集的最小数原理，并与反正法相结合．
⑦对称：对称性分析就是将数学的对称美与题目的条件或结论相结合，再凭借知识经验与审美直觉，从而确定解题的总体思想或入手方向．其实质是美的启示、没的追求在解题过程中成为一股宏观指导的力量． 
⑧配对：配对的形式是多样的，有数字的凑整配对或共轭配对，有解析式的对称配对对或整体配对，有子集与其补集的配对，也有集合间象与原象的配对．凡此种种，都体现了数学和谐美的追求与力量，小高斯求和（1+2+…+99+100）首创了配对．
⑨特殊化：特殊化体现了以退求进的思想：从一般退到特殊，从复杂退到简单，从抽象退到具体，从整体退到部分，从较强的结论退到较弱的结论，从高维退到低维，退到保持特征的最简单情况、退到最小独立完全系的情况，先解决特殊性，再归纳、联想、发现一般性．华罗庚先生说，解题时先足够地退到我们最易看清楚问题的地方，认透了、钻深了，然后再上去．

特殊化既是寻找解题方法的方法，又是直接解题的一种方法．
⑩一般化：推进到一般，就是把维数较低或抽象程度较弱的有关问题转化为维数较高、抽象程度较强的问题，通过整体性质或本质关系的考虑，而使问题获得解决，离散的问题可以一般化用连续手段处理，有限的问题可以一般化用数学归纳法处理，由于特殊情况往往涉及一些无关宏旨的细节而掩盖了问题的关键，一般情况则更明确地表达了问题的本质．波利亚说：“这看起来矛盾，但当从一个问题过渡到另一个，我们常常看到，新的雄心大的问题比原问题更容易掌握，较多的问题可能比只有一个问题更容易回答，较复杂的定理可能更容易证明，较普遍的问题可能更容易解决．”

希尔伯特还说：在解决一个数学问题时，如果我们没有获得成功，原因常常在于我们没有认识到更一般的观点，即眼下要解决的只不够是一连串有关问题的一个环节．

 eq \o\ac(○,11)．数字化：数字化的好处是：将实际问题转化为数学问题的同时，还将抽象的推理转化为具体的计算． 

 eq \o\ac(○,12)．有序化：当题目出现多参数、多元素（数、字母、点、角、线段等）时，若按一定的规则（如数的大小，点的次序等），将其重新排列，则排序本身就给题目增加了一个已知条件（有效增设），从而大大降低问题的难度．特别是处理不等关系时，这是一种行之有效的技巧．

 eq \o\ac(○,13)．不变量：在一个变化的数学过程中常常有个别的不变元素或特殊的不变状态，表现出相对稳定的较好性质，选择这些不变性作为解题的突破口是一个好主意．

 eq \o\ac(○,14)．整体处理：在解题中，注意对其作整体结构的分析，从整体性质上去把握各个局部，这样的解题观念或思考方法，称为整体处理．

 eq \o\ac(○,15)．变换还原：利用那些具有互逆作用的公式或运算，先作交换，再作还原，是绕过难点，避开险处的一个技巧．

 eq \o\ac(○,16)．逐步调整：在涉及到有限多个元素的系统中，系统的状态是有限的，因而总可以经过有限次调整，把系统调整到所要求的状态（常常是极值状态）．

 eq \o\ac(○,17)．奇偶分析：通过数字奇偶性质的分析而获得解题重大进展的技巧，常称作奇偶分析，这种技巧与分类、染色、数字化都有联系．

 eq \o\ac(○,18)．优化假设：对已知条件中的多个量作有序化或最优化（最大、最小、最长、最短）的假定，叫做优化假设，常取“极端”、“限定”、“不妨设”的形式。由于假设本身给题目增加了一个已知条件，求解也就常能变得容易。求解
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都用到这一技巧。

 eq \o\ac(○,19)．计算两次：对同一数学对象，当用两种不同的方式将整体分为部分时，则按两种不同方式所求得的总和应是相等的，这叫计算两次原理成富比尼原理。计算两次可以建立左右两边关系不太明显的恒等式。在反证法中，计算两次又可用来构成矛盾。

 eq \o\ac(○,20)．辅助图表：解题中作一些辅助性的图形或表格，常克使问题的逻辑结构直观地显现出来，并提供程序性操作的机会.

竞赛的技巧不是低层次的一招一式或妙手偶得的雕虫小技，它既是使用数学技巧的技巧，又是创造数学技巧的技巧，更确切点说，这是一种数学创造力，一种高思维层次，高智力水平的艺术，一种独立于史诗、音乐、绘画的数学美．

奥林匹克技巧是竞赛数学中一个生动而活跃的组成部分，“竞赛味”常常在这里反映出来，学生创造性的聪明才智也常常在这里表现出来．

竞赛数学是中学数学的最高层面，它的基础性、综合性、教育性不会变化，但其挑战性与创造性应当也必然会与时俱进．情况就像《九章算术》的246道习题体现着中国数学的东方风格那样，就像希尔伯特的23个问题为现代数学的发展源源提供跑道那样．

3-2  基本方法的讲解
3-2-1  构造
它的基本形式是：以已知条件为原料、以所求结论为方向，构造出一种新的数学形式，使得问题在这种形式下简捷解决．常见的有构造图形，构造方程，构造恒等式，构造函数，构造反例，构造抽屉，构造算法等．
例1  作图表示
[image: image21.wmf]23
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    讲解  数列的无穷求和怎样用有限的图形表现出来呢？这需要一点数学想象．

[image: image708]如图1，作一个单位正方形，将其三等分，每份面积为
[image: image22.wmf]1

3

；取出编号为1的矩形，留下编号为2的矩形，对无编号的矩形三等分，每份（正方形）面积为
[image: image23.wmf]2
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（图2；取出编号为1的小正方形，留下编号为2的小正方形，对无编号的正方形三等分，每份面积为
[image: image24.wmf]3

1
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，…如此类推，无编号的矩形面积趋向于0，于是，编号为1的矩形面积之和等于编号为2的矩形面积之和，都等于
[image: image25.wmf]1
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．（可用三角形代替）
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例2 求值
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解  （构造图形）作
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例 3  已知
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为正数且
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求表达式
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的最小值．（1989．全苏）
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解法1  （构造图形）构造一个
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，其中三边长分别为
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则其面积为
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另方面
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故知，当且仅当∠C=90°时，取值得最小值2，亦即
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image48.wmf]()
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取最小值2，下面验证最小值可以取到．由
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    解法2  用基本不等式
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当
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例4  有质量为
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克的砝码，证明可将它们分成质量相等的两组，每组各有500个砝码．

证明  （构造恒等式）构造一个4平方恒等式

        
[image: image62.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

222

2

2222

356

1247

xxxx

xxxx

++++++

=+++++++


均等于
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例5 有一大筐苹果和梨分成若干堆，如果你一定可以找到这样的两堆，其苹果数之和与梨数之和都是偶数，问最少要把这些苹果和梨分成几堆？
解 （1）4堆是不能保证得．如4堆的奇偶性为：（反例）

       （奇奇），（偶偶），（奇偶），（偶奇）．

（2）5堆是可以保证． 因为苹果和梨数的奇偶性有且只有上述4种可能，当把这些苹果和梨分成5堆时，必有2堆属于同一奇偶性，其和苹果数与梨数都是偶数．
例6  一位棋手参加11周（77天）的集训，每天至少下一盘棋，每周至多下12盘棋，证明这棋手必在连续几天内恰好下了21盘棋．

证明 （构造抽屉）用
[image: image65.wmf]n
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表示这位棋手在第1天至第
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天在内）所下的总盘数（
[image: image68.wmf]1,2,77

n

=

…

），依题意 
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考虑154个数：
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又由
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，即154个数中，每一个取值是从1到153的自然数，因而必有两个数取值相等，由于
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故只能是
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．这表明，从
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天到
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天共下了21盘棋．

这个题目构造了一个抽屉原理的解题程序，并具体构造了154个“苹果”与153个“抽屉”，其困难、同时也是精妙之处就在于想到用抽屉原理．
例7  ( 27-3德意志民主共和国)正五边形的五个顶点每个对应一个整数,使得这五个整数的和为正．若其中三个相连顶点相应的整数依次为
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,而中间的
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,则要进行如下的调整:整数
[image: image81.wmf]z

y

x

,

,

分别换为
[image: image82.wmf]y

z

y

y

x

+
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,

,

,只要所得的五个整数中至少还有一个为负数时,这种调整就继续进行,问是否这种操作进行有限次以后必定终止．

证明 （构造函数）作函数


[image: image83.wmf](
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若
[image: image84.wmf]0
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，则进行一次操作，有
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相减  
[image: image86.wmf](

)

1

20

ffyxyzuv

-=++++<


这表明，每经过一次操作
[image: image87.wmf]f

的值至少减少2，但
[image: image88.wmf]f

为非负正数，因此，这种操作进行有限次以后必定终止

例8　命题“若
[image: image89.wmf],

xy

为无理数，则
[image: image90.wmf]y

x

也为无理数”是否成立？

解  （构造反例）不成立，构造反例如下：取无理数
[image: image91.wmf]2

，考虑
[image: image92.wmf]2

2

，

（1）若
[image: image93.wmf]2

2

为有理数，则取
[image: image94.wmf]2

xy
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为反例．

（2）若
[image: image95.wmf]2

2

为无理数，则取
[image: image96.wmf]2

2,2
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，有
[image: image97.wmf]2
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，为反例．

例9  编号为1，2，3，4，5，6，7，8的八支篮球队进行循环赛，每天每队赛1场，7天赛完，请给安排一张日程表．
解 （构造算法）用同余的方法来设计．先考虑1，2，3，4，5，6，7，的比赛（剩下的队与8比赛）．如果  
[image: image98.wmf](
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我们就安排第
[image: image99.wmf]i

队与第
[image: image100.wmf]j

队在第
[image: image101.wmf]k

天比赛，这样第
[image: image102.wmf]k

天就安排第
[image: image103.wmf]i

队与第
[image: image104.wmf](
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[image: image105.wmf](
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队比赛，每天前7个队最多赛1场，还有1个队满足 
[image: image106.wmf](
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两边乘以4，有 
[image: image107.wmf](
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依次取
[image: image108.wmf]1,2,3,4,5,6,7
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．可得没有比赛的队为4，1，5，2，6，3，7，可安排其与第8队比赛．得到下面的日程表

	第一天
	第二天
	第三天
	第四天
	第五天
	第六天
	第七天

	1，7
	1，8
	1，2
	1，3
	1，4
	1，5 
	1，6

	2，6
	2，7
	3，7
	2，8
	2，3
	2，4
	2，5

	3，5
	3，6
	4，6
	4，7
	5，7
	3，8
	3，4

	4，8
	4，5
	5，8
	5，6
	6，8
	6，7
	7，8


2-2-2   对应
基本思想是，通过建立数学对象或数学结构的对应，而将一个问题转化为另一个较易解决的问题．
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，令R表示一组原像的关系结构（或原像系统），其中包含着待确定的原像
[image: image109.wmf]x

，令
[image: image110.wmf]M

表示一种映射，通过它的作用，原像结构R被映成映象关系结构R*，其中自然包含着未知原像
[image: image111.wmf]x

的映象
[image: image112.wmf]*

x

．如果有办法把
[image: image113.wmf]*

x

确定下来，则通过反演即逆映射
[image: image114.wmf]1

IM

-

=

也就相应地把
[image: image115.wmf]x

确定下来．

取对数计算，换元，引进坐标系，设计数学模型，构造发生函数，变换还原等都体现了RMI原理．

例1  甲乙两队各出7名队员按事先排好的顺序出场参加围棋擂台赛，双方先由1号队员比赛，负者被淘汰，胜者再与负方2号队员比赛，…直到有一方队员全被淘汰为止，另一方获得胜利，形成一种比赛过程，那么所有可能出现的比赛过程的种数为        ．

解法１　设甲、乙两队的队员按出场顺序分别为
[image: image116.wmf]1234567

,,,,,,

AAAAAAA

和
[image: image117.wmf]1234567

,,,,,,

BBBBBBB

．每一个比赛过程对应着这14个元素的一个排列，且满足
[image: image118.wmf]i

A

的下标从左到右是递增的，
[image: image119.wmf]i

B

的下标从左到右也是递增的．

由于从14个位置中取出7个来，有序地排上
[image: image120.wmf]1234567

,,,,,,

AAAAAAA

有
[image: image121.wmf]7

14

C

种排法，而剩下的7个位置有序地排上
[image: image122.wmf]1234567

,,,,,,

BBBBBBB

只有一种排法，所以，问题的实质是从14个相异元素中取出7个的组合数，得
[image: image123.wmf]7

14

3432
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种比赛过程．
解法2  设甲、乙两队的队员按出场顺序分别为
[image: image124.wmf]1234567

,,,,,,

AAAAAAA

和
[image: image125.wmf]1234567

,,,,,,

BBBBBBB

．如果甲方获胜，设
[image: image126.wmf]i

A

获胜的场数是
[image: image127.wmf]i

x

，则
[image: image128.wmf]07,17
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xi
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而且 
[image: image129.wmf]127
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   ①
容易证明以下两点：在甲方获胜时

（i）不同的比赛过程对应着方程①的不同非负整数解；

（ii）方程①的不同非负整数解对应着不同的比赛过程，例如，解（2，0，0，1，3，1，0）对应的比赛过程为：
[image: image130.wmf]1

A

胜
[image: image131.wmf]1

B

和
[image: image132.wmf]2

B

，
[image: image133.wmf]3

B

胜
[image: image134.wmf]1

A

，
[image: image135.wmf]2

A

和
[image: image136.wmf]3

A

，
[image: image137.wmf]4

A

胜
[image: image138.wmf]3

B

后负于
[image: image139.wmf]4

B

，
[image: image140.wmf]5

A

胜
[image: image141.wmf]4

B

，
[image: image142.wmf]5

B

和
[image: image143.wmf]6

B

但负于
[image: image144.wmf]7

B

，最后
[image: image145.wmf]6

A

胜
[image: image146.wmf]7

B

结束比赛．下面求方程①的非负整数解个数，设
[image: image147.wmf]1

ii

yx
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，问题等价于方程
[image: image148.wmf]1234567

14

yyyyyyy
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，
正整数解的个数，将上式写成
[image: image149.wmf]1111111111111114

+++++++++++++=

，

从13个加号取6个的方法数
[image: image150.wmf]6

13

C

种．得甲方获胜的不同的比赛过程有
[image: image151.wmf]7

13

C

种．

同理，乙方获胜的不同的比赛过程也有
[image: image152.wmf]7

13

C

种，合计
[image: image153.wmf]7

13
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种比赛过程

解法3  建立下面的对应；集合
[image: image154.wmf]{
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的任一个7元可重组合对应着一个比赛过程，且这种对应也是一个一一对应．例如前述的比赛过程对应的7长可重组合是
[image: image155.wmf]{
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，所以甲方获胜的不同的比赛过程的总数就是集合
[image: image156.wmf]{
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的7长可重组合的个数
[image: image157.wmf]77
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同理，乙方获胜的不同的比赛过程也有
[image: image158.wmf]7

13

C

种，合计
[image: image159.wmf]7

13
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种比赛过程．
例2  设
[image: image160.wmf]n

是正整数，我们说集合
[image: image161.wmf]{
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的一个排列
[image: image162.wmf](
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具有性质
[image: image163.wmf]p

，是指在
[image: image164.wmf]{
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当中至少有一个
[image: image165.wmf]i

，使得
[image: image166.wmf]n
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，求证对于任何
[image: image167.wmf]n

，具有性质
[image: image168.wmf]p

的排列比不具有性质
[image: image169.wmf]p

的排列的个数多．（1989，
[image: image170.wmf]306

IMO
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，例2-105，P．85） 

解  
[image: image171.wmf]1

n

=

显然成立．

对
[image: image172.wmf]2

n

³

设不具有性质
[image: image173.wmf]p

的排列组成集合
[image: image174.wmf]A

，设恰有一个元素具有性质
[image: image175.wmf]p

的排列组成集合
[image: image176.wmf]B

，取
[image: image177.wmf](
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则存在
[image: image178.wmf]2

k

>

，使
[image: image179.wmf]1
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，作对应
[image: image180.wmf](
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则
[image: image181.wmf]YB

Î

，且
[image: image182.wmf]A

中不同的元素在
[image: image183.wmf]B

中有不同的像，得
[image: image184.wmf]AB
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具有性质
[image: image185.wmf]p

的排列个数．

例3  如果从数1，2，…，14中按由小到大的顺序取出
[image: image186.wmf]123
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，使同时满足

     
[image: image187.wmf]2132
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那么，所有符合上述要求的不同取法有多少种？（1989，高中）

    解  由已知得


[image: image188.wmf]121323

 10,30, 30,140,
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4项均为非负数，相加得
[image: image189.wmf](
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于是
[image: image190.wmf]123
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的取法数就是不定方程  
[image: image191.wmf]1234
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的非负整数解的个数，作一一对应
[image: image192.wmf]1
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问题又等价于不定方程
[image: image193.wmf]1234
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的正整数解．由

         
[image: image194.wmf]11111
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,得
[image: image195.wmf]3
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个解，即符合要求的不同取法有
[image: image196.wmf]3
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例4 （1992高中联赛）  设集合
[image: image197.wmf]{
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，若
[image: image198.wmf]X

是
[image: image199.wmf]n

S

的子集，把
[image: image200.wmf]X

中的所有数的和称为
[image: image201.wmf]X

的“容量”（规定空集的容量为0）．若
[image: image202.wmf]X

的容量为奇（偶数），则称
[image: image203.wmf]X

为
[image: image204.wmf]n

S

的奇（偶）子集．  

（1）求证：
[image: image205.wmf]n

S

的奇子集与偶子集个数相等．

（2）求证：当
[image: image206.wmf]3

n

³

时，
[image: image207.wmf]n

S

的所有奇子集的容量之和与所有偶子集的容量之和相等．

    （3）当
[image: image208.wmf]3

n

³

时，求
[image: image209.wmf]n

S

的所有奇子集的容量之和．

     证明1  分别求解3问．

   （1）对
[image: image210.wmf]n
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，我们取
[image: image211.wmf]/
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与
[image: image212.wmf]X

对应：当
[image: image213.wmf]1
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时，就从
[image: image214.wmf]X

中取出1得
[image: image215.wmf]/
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；当
[image: image216.wmf]1
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时，就从
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中添上1得
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．于是，
[image: image219.wmf]X

与
[image: image220.wmf]/
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一一对应，且一个为奇（偶）子集时，另一个便为偶（奇）子集，故
[image: image221.wmf]n

S

中的奇子集与偶子集一一对应，个数相等．

    （2）设
[image: image222.wmf]n
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中的奇子集个数有
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个，偶子集个数有
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个，所有奇子集的容量之和为
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，所有偶子集的容量之和为
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，由第（1）问及
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中有
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    1）当
[image: image230.wmf]3
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且
[image: image231.wmf]n

为奇数时，
[image: image232.wmf]n

S

中的奇（偶）子集由两部分组成，其一是
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的奇（偶）子集，其二是
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的每一个偶（奇）子集与
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2）当
[image: image237.wmf]3
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且
[image: image238.wmf]n

为偶数时，则
[image: image239.wmf]1
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为奇数，由上证，有
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)

(

)

1111

nnnn

abfafb

----

==

且

．

此时，
[image: image241.wmf]n

S

中的奇（偶）子集由两部分组成，其一是
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的奇（偶）子集，其二是
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的每一个奇（偶）子集与
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      综上得，当
[image: image248.wmf]3
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时
[image: image249.wmf](
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 （3）由于
[image: image250.wmf]n

S

中每个元素都出现在
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个子集中，所以
[image: image252.wmf]n
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的所有子集的容量为
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    证明2  同时求解3问

   设
[image: image258.wmf]n

S

中的奇子集个数有
[image: image259.wmf]n

a

个，偶子集个数有
[image: image260.wmf]n

b

个，所有奇子集的容量之和为
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，所有偶子集的容量之和为
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，有
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对
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，用数学归纳法证明命题
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（1）当
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时，
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命题
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成立．

（2）现假设
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对
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这说明
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由数学归纳法知，题目中的3问均已成立．

例5  设
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    例6  在圆周上给定
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个点染成黑色．试证一定存在两个黑点，使得以它们为端点的两条弧之一的内部，恰好含有
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证明   若不然，从圆周上任何一个黑点出发，沿任何方向的第
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个点都是白点，因而，对于每一个黑点，都可得到两个相应的白点．这就定义了一个由所有黑点到白点的对应，因为每个黑点对应于两个白点，故共有
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个白点（包括重复计数）．又因每个白点至多是两个黑点的对应点（正向一次、逆向一次），故至少有
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2-5 奥林匹克数学的技巧综合练习

例1  整数
[image: image318.wmf]1,2,,
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的排列满足：每个数大于它之前的所有的数或者小于它之前的所有的数．试问有多少个这样的排列？

解法1  通过建立递推关系来计算．设所求的排列个数为
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说明:题目是解出来了，但无论是分析还是运算都人为复杂化了.分析解题过程可以看到，就是要说清为等比数列.这很简单.

解法2  最末一位数字只有两种排法
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或1，否则，若排上
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小的1，不合题意.如此类推，从后往前，每位都有两种排法，到最后第1位只有一种排法，所以，
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用了递推的技巧.

如果前一件事与后一件事存在确定的关系，那么，就可以从某一（几）个初始条件出发逐步递推，得到任一时刻的结果，用递推的方法解题，与数学归纳法（但不用预知结论），无穷递降法相联系，关键是找出前号命题与后号命题之间的递推关系．

用递推的方法计数时要抓好三个环节：

（1）设某一过程为数列
[image: image341.wmf]()

fn

，求出初始值
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等，取值的个数由第二步递推的需要决定．

（2）找出
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等之间的递推关系，即建立函数方程．

（3）解函数方程.
例2  凸六边形的各对角线相交，无三线共点，问其边与对角线组成多少个三角形？ 
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解：先作几何结构的分析，然后按几何结构上的不同分成4类分别计算．

三角形由不共线三点完全确定，而这三个点或为凸六边形的顶点或为对角线的交点（如图１）．我们按三角形包含凸六边形顶点的个数来分类．记对角线的交点为
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（1）三个顶点组成的三角形（如图2），
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（2） 两个顶点、一个交点组成的三角形（如图3）．

因为每取四点
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交点
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对应着四个顶点，从而四边形
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图2           图3            图4           图5

（3）一个顶点、两个交点组成的三角形（如图4）．

因为每取五点
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可确定其对角线的两个交点
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；反之，同一对角线上的两点对应着五个顶点，从而五边形
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产生5个这类三角形，共有
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（4）三个交点组成的三角形（如图5）．

这样的三角形与六个顶点构成一一对应，共有
[image: image357.wmf]6

6

0

C

=

D

（个）
因此，三角形的总数为
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一般地，凸
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边形时结论为
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用了区分的技巧.

当“数学黑箱”过于复杂时，可以分割为若干个小黑箱逐一破译，即把具有共同性质的部分分为一类，形成数学上很有特色的方法——区分情况或分类，不会正确地分类就谈不上掌握数学．

有时候，也可以把一个问题分阶段排成一些小目标系列，使得一旦证明了前面的情况，便可用来证明后面的情况，称为爬坡式程序．比如，解柯西函数方程就是将整数的情况归结为自然数的情况来解决，再将有理数的情况归结为整数的情况来解决，最后是实数的情况归结为有理数的情况来解决．

区分情况不仅分化了问题的难度，而且分类标准本身又附加了一个已知条件，所以，每一类子问题的解决都大大降低了难度．
例3  有两个同心圆盘，各分成
[image: image361.wmf]n

个相等的小格，外盘固定，内盘可以转动，内外两盘小格上分别依次填有实数
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证明可将内盘转动到一个适当的位置，使两个盘的小格对齐，这时，两个盘
[image: image366.wmf]n

个小格内数字乘积的和为正数．

分析：这样的“乘积的和”有
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从局部上看，哪一个
[image: image371.wmf])
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都无法确定其为正数，若求和作整体处理，则有
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[image: image373.wmf]0

)

)(

(

2

1

2

1

>

+

+

+

+

+

+

=

n

n

b

b

b

a

a

a

L

L

．

因而一定存在一个
[image: image374.wmf])

1

(

n

i

i

£

£

，使
[image: image375.wmf]0
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这是一个着眼于整体，从而得出局部性质的典型例题．还用了反证法

分与合是一种辩证关系，在解题中以分求合，以合制分，分合并用体现了转化统一、相辅相成的辩证思想．

例4  九个袋子分别装有9，12，14，16，18，21，24，25，28只球，甲取走若干袋，乙也取走若干带，最后只剩下一袋，已知甲取走的球数总和是乙的两倍，问剩下的一袋内装有球几只？

解  从全局上考虑，由于甲取走的球数是乙取走球数的两倍，所以取走的球数总和必是3的倍数，而九个袋子的球数之和被3除余2，所以剩下的一袋也是被3除余2，又由于九袋中，只有
[image: image376.wmf]142(mod3)
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，故剩下的袋内装球14只．
例5 已知
[image: image377.wmf]a

为常数，
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分析：求解的困难在于不知道周期，但联想到本题条件有一个特殊的三角函数可满足，即可取
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证明  由题设有
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据此有
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因此可知
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用了特殊化的技巧．

向前推进是人们认识事物的自然趋向，数学知识的发展和形成都是不断前进的过程．但是，这种趋势和进程又是不平坦的，有时候要以退求进，有时候要先进后退，恰当运用进退的互化，是辩证思维的一条重要策略． 

例6 求和  
[image: image392.wmf]12

2

kn

nnnnn

aCCkCnC

=+++++

…

…


解法1  由
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相加       
[image: image396.wmf]01

2()2

nn

nnnn

anCCCn

=+++=×

…

，得   
[image: image397.wmf]1

2

n

n

an

-

=×


解法2  设集合
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为了求得
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这两种解法形式上虽有不同，但本质上是完全一样的，用了配对的技巧． 配对的形式是多样的，有数字的凑整配对或共轭配对，有解析式的对称配对对或整体配对，有子集与其补集的配对，也有集合间象与原象的配对．凡此种种，都体现了数学和谐美的追求与力量，小高斯求和（1+2+…+99+100）首创了配对．

解法3  引进恒等式

        
[image: image407.wmf](

)

0

1

n

n

kk

n

k

xCx

=

+=

å

，对
[image: image408.wmf]x

求导有
[image: image409.wmf](

)

0

1

n

n

kk

n

k

nxkCx

=

+=

å

，

令
[image: image410.wmf]1

x

=

，得
[image: image411.wmf]0

2

n

kn

n

k

kCn

=

=×

å

．
这实质是将所面临的问题，放到一个更加波澜壮阔的背景上去考察，当中既有一般化、又有特殊化．

例7  设
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证明   考虑更一般性的整系数多项式
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用了一般化的技巧.

这里，把常数
[image: image424.wmf]m

一般化为变数之后，函数性质便成为解决问题的锐利武器．

例8  今有男女各
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人，有男有女，外圈的人面向内，内圈的人面向外，跳舞规则如下：每当音乐一起，如面对面者为一男一女，则男的邀请女的跳舞，如果均为男的或均为女的，则鼓掌助兴，曲终时，外圈的人均向左横移一步，如此继续下去，直至外圈的人移动一周．

证明：在整个跳舞过程中至少有一次跳舞的人不少于
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证明  将男人记为
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另一方面，当
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的个数表示这时跳舞的对数，如果在整个过程中，每次跳舞的人数均少于
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由①与②矛盾知，至少有一次跳舞的人数不少于
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用到数字化的技巧．人数字化为
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数字化的好处是：将实际问题转化为数学问题的同时，还将抽象的推理转化为具体的计算． 

这里还用到反证法和整体处理的技巧．

解法2  设今内圈有
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个男人，则内圈有
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这不少于
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中，至少有一次跳舞的人不少于
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例9 有男孩、女孩共
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证明  现将小孩记作
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则“3人组”数值化为
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其中
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又设取值为3的
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考虑积   
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例10  设有
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的正方形方格棋盘．在其中任意的
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证明  设
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枚棋子放进棋盘后，
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得③式也成立．

据③式，可取棋子数分别为
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用了有序化的技巧．当题目出现多参数、多元素（数、字母、点、角、线段等）时，若按一定的规则（如数的大小，点的次序等），将其重新排列，则排序本身就给题目增加了一个已知条件（有效增设），从而大大降低问题的难度．特别是处理不等关系时，这是一种行之有效的技巧．
例11  从数集
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解  对于数集
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即每一次替代后，保持3个元素的平方和不变（不变量）．由
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 用了不变量的技巧．在一个变化的数学过程中常常有个别的不变元素或特殊的不变状态，表现出相对稳定的较好性质，选择这些不变性作为解题的突破口是一个好主意．
例12  某水池装有编号为1，2，3，…，9的九个进出口水管，有的只进水，有的只出水，已知所开的水管号与水池灌满时间如下表

	水管号
	 ① ②
	 ② ③
	 ③ ④
	 ④ ⑤
	 ⑤ ⑥
	 ⑥ ⑦
	 ⑦ ⑧
	⑧ ⑨
	⑨ ①

	时间（小时）
	  2
	  4
	  8
	  16
	 31 
	62
	 124
	 248
	 496


若九个水管一起开，水池多少小时灌满？

分析：设各水管灌满水池的时间分别为
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解方程    
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依次代入①、②、…、⑧得
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从而九个水管一起开，2小时可把水池灌满．

    答案是对的，但有两个问题： 

（1）解方程得出时间为负数．

如果想消除负数，列方程要用减法，但事先不知道哪号水管为出水管，方程也就列不出来． 这就出现一个“怪圈”：考虑出水管，列方程要用减法，在具体解方程前又不知道哪号水管为出水管．走出“怪圈”的一个途径是，让负数进入应用题；另一个途径是，把相邻两水管合并为一条新水管，于是，每条新水管都是进水管，且单独开灌满水池的时间为已知，它们一齐开灌满水池的时间可以直接用算术方法求出，无需列方程．

（2）存在先求出
[image: image539.wmf]i
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[image: image540.wmf]i
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x

的思维回路．

事实上，⑩式已经表明，九条水管的两倍一起开1小时灌满，下面的运算是多余的思维回路．

解  把相邻两水管合并为一条新水管，考虑九条水管的两倍一起开1小时可灌满水池的几分之几，求和
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恰好灌满，因而九个水管一起开，2小时可把水池灌满．

例题的设计有三个基本的考虑:

(1)让负数进入应用题;

(2)体现“整体处理”的奥林匹克数学的题技巧;

(3)数字选择上应用了完全数的性质,使解题既有推理要求,又有计算要求．
例13 将一个四棱锥的每个顶点染上一种颜色，并使同一条棱的两病端点异色．如果只有5种颜色可供使用，那么不同的染色方法总数是      ．

(1995,全国高中数学联赛)

[image: image716.emf]解：顶点
[image: image543.wmf]S

可用
[image: image544.wmf]m

种颜色中的任一种，并且
[image: image545.wmf]S

上的颜色中的任一种，不能再出现在多边形
[image: image546.wmf]n

A

A

A
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2

1

的顶点上．问题转化为用
[image: image547.wmf]1
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m

种颜色给多边形的顶点染色，相邻的顶点不同色．设有
[image: image548.wmf]n
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种染法．则
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对
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考虑
[image: image551.wmf]n
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的递推关系．若从
[image: image552.wmf]1
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开始，则
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种染法，继而
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均有
[image: image556.wmf])
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种染法，最后到
[image: image557.wmf]n
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，如果只要求
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与
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不同色，则仍有
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种染法．于是，总共有


[image: image561.wmf]1

)

2

)(

1

(

-

-

-

n

m

m


种染法．但这个计算可以分为两类，一类是
[image: image562.wmf]n
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与
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不同色，这符合要求，正是
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种染法;另一类是
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与
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同色，这不符合要求，但可将
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变形并递推
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从而，整个棱锥的染法总数为
[image: image577.wmf]].

)

1

(

)

2

)[(

2

(

1

n

n

m

m

m

N

-

+

-

-

=

-


特别地，取
[image: image578.wmf],

5

,

4

=

=

m

n

得
[image: image579.wmf].
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在这里，我们看到了一道老题目的影子:

例13-1 把一个圆面分成
[image: image580.wmf])
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个扇形，依次设为
[image: image581.wmf].
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每个扇形都可用红、白、蓝3种不同颜色之一涂色，要求相邻的扇形颜色互不相同，问有多少种涂色方法?
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解法1：
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解法2：
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求和    
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主要用了递推的技巧．两个解法是相通的，前者有利于递推，后者便于交叉消去．

例13-1（传球问题）甲，乙，丙，丁四人互相传球，由甲开始发球，并作为第一次传球，经过四次传球后，球仍回到甲的手中，问有多少种不同的传球方法？

       6个区域——4次传球——（n个扇形）

       4种植物——4个人——（染m种颜色）

      种植方式——传球方式——（染色方法）

      相邻的两块种不同植物——自己不传给自己——（相邻扇形不得使用相同颜色）

  第一块地指定种某种植物——甲先发球——（第一个扇形指定使用某种）若不限定甲先发球，则完全一样．
例14-1  在一个圆周上给定10个点，把其中6个点染成红色，余下的4个点染成白色，它们把圆周划分为互不包含的弧段．我们规定:两端都是红色的弧段标上数字2，两端都是白色的弧段标上数字
[image: image588.wmf]2

1

，两端异色的弧段标上数字1，把所有这些数字乘在一起，求它们的乘积．

(1986，北京市数学竞赛)

例14-2  
[image: image589.wmf]p

个男孩与
[image: image590.wmf]q

个女孩围坐在一个圆周上
[image: image591.wmf])
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，将相邻两个男孩的组数记为
[image: image592.wmf]a

，相邻两个女孩的组数记为
[image: image593.wmf]b

．求证
[image: image594.wmf]q
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．

(第6届部分省市初中数学通讯赛)

讲解:很长一段时间，我们把这看作两道不同的题目，分别找出多种解法．通过“数字化”的处理，可以看到他们有相同的本质．

把例14-1中的点一般化为
[image: image595.wmf]p

个红点，
[image: image596.wmf]q

个蓝点，并将红点数字化为
[image: image597.wmf]2

，蓝点数字化为
[image: image598.wmf]2

1

，则弧段上所标的数字恰好就是两端数字的乘积，所有弧段上数字的乘积就转化为点上数字乘积的平方，
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这就是答案，取
[image: image600.wmf],
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可得到例3-1的值为4．

若记两端为红点的弧段有
[image: image601.wmf]a

条，两端为蓝点的弧段有
[image: image602.wmf]b

条，两端异色的弧段有
[image: image603.wmf]c

条，则又有
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比较①、②便得出
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这正是例3-2．

式①还揭示了点的染色方法变化，从而产生弧段的变化，只不过是
[image: image606.wmf]p
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个
[image: image607.wmf]2

与
[image: image608.wmf]q

2

个
[image: image609.wmf]2
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作乘积时，满足乘法交换律、结合律而已．

数字化把变动的弧段数字乘积转化为固定的点上数字乘积.

例15  设
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，且定义
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对
[image: image612.wmf]n

n的一切值
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证明：
[image: image614.wmf]1
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>

．(1997，加拿大数学奥林匹克)

讲解:这道题目直接用第一数学归纳法会遇到一点麻烦．
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即把归纳假设代入时，不等号反向，无法推出
[image: image618.wmf]1
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，因而众多书刊都说“加强命题”，转而证
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这是一个好主意，但不见得非如此不可．分析原来的解题过程一可以看到，把
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推到
[image: image622.wmf]k
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时不等号改变方向，再下推到
[image: image623.wmf]1
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时不就又把方向改变回来了吗?于是，可使用跳跃式数学归纳法．
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（2）假设
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即
[image: image629.wmf]1
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时命题成立．

由数学归纳法知，对一切
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例16  已知
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，求数列的通项．

解  引进变换
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得
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用了变换还原的技巧．利用那些具有互逆作用的公式或运算，先作变换，再作还原，是绕过难点，避开险处的一个技巧．
例17  在数轴上给定两点1和
[image: image640.wmf]2

，在区间
[image: image641.wmf](1,2)

内任取
[image: image642.wmf]n

个点，在此
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个点中，每相邻两点连一线段，可得
[image: image644.wmf]1
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条线段，证明在此
[image: image645.wmf]1
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条线段中，以一个有理点和一个无理点为端点的线段恰有奇数条．

证明   将
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个点按从小到大的顺序记为
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[image: image648.wmf]i

a

，使


[image: image649.wmf] 1

1

i

i

i

A

a

A

ì

=

í

-

î

　　  当为有理数点时，

　　 当为无理数点时。�


与此同时，每条线段
[image: image650.wmf]1
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　当一为有理数点，另一为无理数时，

　 当同为有理数点或无理数点时,


记
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故
[image: image659.wmf]k

为奇数．

用了数字化、奇偶分析的技巧．通过数字奇偶性质的分析而获得解题重大进展的技巧，常称作奇偶分析，这种技巧与分类、染色、数字化都有联系． 
例18  能否从
[image: image660.wmf]1,2,,15

L

中选出
[image: image661.wmf]10

个数填入图的圆圈中，使得每两个有线相连的圈中的数相减（大数减小数），所的的14个差恰好为
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L

？

[image: image717.png]s

| R 3 L % E %&&% , o
aﬁ%%%%wr ' ; ‘ N

ﬁﬂfﬁi%ﬂ@éﬁﬁﬁ%?ﬁﬂﬁ %ﬁﬁ@]ﬁ ;ﬁ? ﬁ*wm#m
f# FRU4AEHMS. —
HES=1+2+ - tl=105%

Cloy,71), Clog,75), 2 Cloysr,). ol
MOFMBEZETAHELL, Hﬂ?%@ﬁi’g '3@‘1:’59% lﬁl

3. FEES, @rp%@mu\z%u S1+ 5+ 48, FAFL o
R €S, BEE—1ERAE Clo,r), {axecu), | BB, B M0, b
T Clo ) BEQH, REOFHERBE, RELS5DFE &5 9—%‘3%*"%*5%9%‘5% |
5 ABROFE Clo,BEAXBAMBREEN C(o,,r,) (1 le-b1=a+b(mod2). B2-64
<n). B4 C(0,7),Clox,7)5 Clog, 1), Clogsra) o c’<o .  A.urEmRSmEERS
e VMR B Clop, ) MRS r<ry, 6 i Clo, [ UMEEEZ AR S W AB AR, T 0 o o
(mﬂﬂ#gﬂ(XoerX%ﬁm)Eﬁxeawﬁm)ﬁﬁ, ;-.Aﬁ4AE¢%ﬁmm5ﬁsmmﬁﬁzajm“Mﬁs%ﬁﬁiz
| 5 S HENFE, ﬁu;ﬁse&gﬁtzaawmaﬁé& -
SSUClos3ry, - TR RESNETR A (0,1, SUMETEN®Z
M 1<<x(Br)?+n(3r;)% + +7c(3r )2 A ' #l2-171 ar,az, v a, E—@IE%%}( b %/:J‘?ﬁn/l\ﬁ[*a,
| “~9OWf+nm2+ S ORI | 2k WA ER S BT e
=St Syt sy, aytayteta, =0+ by + S
B v SI+S£ +S l. | « EHB X%& a;<a, < <a,,,ﬂ'] bk iohod =) Iﬁj@b‘,,#ﬂ
Y L b= nb’-l‘w R LR
2-7-18 HHRAR | iRy ' 1 HE(WE2 [
x I — Bt 4 éﬂi%ﬁ%ﬂ&@ﬁf@%ﬁiﬁﬁiﬁﬁﬁ L] ';Zsjji“f ! * ;
TR 75 IR 27 24 SR 78 0580 52 2 0, 3 0 28 2 e LA e
ERE. ﬁﬁﬁﬁuTu@iZﬁEWﬁ%%Kt%iB@L%iﬁ = . ?51/1:*‘»‘1',%""2/"?7}%75;"-f" T
AWK TARMATE. - e e
7E3 7 TR AR By A AR mmzﬁmﬁﬁmummw;ﬁ B s e
BER.H12-14,612-130 AR X MU 53 BUAE AT BUR A i SR S
29 2 RARBH BRI, 01 3 — 4 W ATHE R, 52 - | AT RO SISRAL G
mjz 165 %Bﬁﬁiﬁﬂ?TﬁﬁWuH@&lﬁ 12~ 106,812 -1 _arat *“”"’1“’2 T, o
S Bl2-170 0%1 mgﬁﬁ&%A401zm»mw¢ﬁ§‘ 1 zAﬁﬁ G = - e vmeh

ARRSBEAR 2 64 S, LT T e




解  考虑14个差的和
[image: image663.wmf]S

，一方面
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为奇数．

另一方面，每两个数
[image: image665.wmf],

ab

的差与其和有相同的奇偶性 
[image: image666.wmf](mod2)

abab
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，因此，14个差的和
[image: image667.wmf]S

的奇偶性与14个相应数之和的和
[image: image668.wmf]/

S

的奇偶性相同，由于图中的每一个数
[image: image669.wmf]a

与2个或4个圈中的数相加，对
[image: image670.wmf]/

S

的贡献为
[image: image671.wmf]2

a

或
[image: image672.wmf]4

a

，从而
[image: image673.wmf]/

S

为偶数，这与
[image: image674.wmf]S

为奇数矛盾，所以不能按要求给图中的圆圈填数．

用了计算两次的技巧．对同一数学对象，当用两种不同的方式将整体分为部分时，则按两种不同方式所求得的总和应是相等的，这叫计算两次原理成富比尼原理．计算两次可以建立左右两边关系不太明显的恒等式．在反证法中，计算两次又可用来构成矛盾．
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例19  
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  辅助图表的技巧

例20　如图，四边形
[image: image676.wmf]ABCD

的边
[image: image677.wmf],,,

ABBCCDDA

的长分别是1，9，8，6，对于以下命题:

①四边形
[image: image678.wmf]ABCD

外切于圆；

②四边形
[image: image679.wmf]ABCD

不内接于圆；

③对角线不互相垂直；

④
[image: image680.wmf]ADC

Ð

≥90°；

⑤
[image: image681.wmf]BCD

V

是等腰三角形；                                      图

正确的认识是(　　)．                                                  

(Ａ)①真、②假、④真             (Ｂ)③真、④假、⑤真           

(Ｃ)③真、④假、⑤假             (Ｄ)②假、③假、④真

(1986年全国高中数学联赛)

讲解  如果先对5个命题逐一判断真假，是比较麻烦的，也不能反映选择题的特点．

命题①可由

[image: image682.wmf]ABCDADBC

+¹+


而否定；命题③可由
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ABCDADBC

+¹+


而肯定；命题④可由


[image: image684.wmf](
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而否定；命题⑤可由

          
[image: image685.wmf]7
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而否定；但命题②的判断是比较难的，四边给定的四边形其形状并不惟一确定，当

           
[image: image686.wmf]2
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，或
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时，四边形
[image: image688.wmf]ABCD

能内接于圆．对照四个选项，应选择
[image: image689.wmf](
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如果把数学题比作黑箱，把解题比作认识黑箱，那么，上述解法就是通过破译黑箱（变为白箱），去直接认识黑箱．对本例而言，这就“小题大做”（相当于做了5道题）．当年的标准答案，验证了3个命题也没有看透题目的深层结构．那么，我们应该先做哪个命题？又最少要做几个命题呢？对选择支作结构分析可一目了然，列表如下：

	    命题号

选择支
	①
	②
	③
	④
	⑤
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)

B
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D
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可见，对于命题①，若为假，则只能否定选项(Ａ)，若为真，则什么也不能肯定、什么也不能否定，做了一个无效劳动．

对于命题②，若为假，则做了无效劳动；若为真，则可否定选项(Ａ)、(Ｄ)．

对于命题③，若为假，则可否定选项(Ｂ)、(Ｃ)；若为真，则只能否定选项(Ｄ)．

对于命题④，4个选择支都作了表态，信息最多，无论真假，都能否定两个选项．

对于命题⑤，若为假，则只能否定选项(Ｂ)；若为真，则只能否定选项(Ｃ)．

对比之下，命题④的信息量最大，应从命题④做起，第一步否定两个选择支，第二步再否定一个选择支，就有希望两步完成． 由
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知④假，这就否定了
[image: image701.wmf](
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、
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D

，又由于对
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都作了表态的是⑤号命题，故继续由

              
[image: image705.wmf]7

BDADBCCDBC

<+=<<


知⑤假，否定
[image: image706.wmf](

)

B

．最后由选择题有且只有一支正确，应选
[image: image707.wmf](

)

C

．

评析  这种方法的独到之处在于不破译黑箱（还是黑箱）而间接认识黑箱，是系统方法论里的“黑箱方法”．
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