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AXB= ，AX： ，则 EYZ 

一 0—3o。，由正弦定理得 

sinl20。 

一 60。一 ， ZAF 

40 

一 五 ’ 

EZ 

sin(0— 30。) sin(60。一 ) 

-+-sin(60。- 0)’ 

从 而和差化积易得 tan = 20
，故 一 = 

29 ，选 (A)． 

E Y D 

图 5 

C 

图 6 

问题 3 A bug travels from A to B along the 

segments in the hexagonal lattice pictured below． 

The segments marked with an arrow can be 

traveled only in the direction of the arrow ，and 

the bug never travels the same segment more 

than once．How many different paths are there? 

(A)2112． (B)2304． 

(C)2368． (D)2384． 

(E)2400． 

译文 一只小虫沿着如图 6所示的由六边形 

构成的格子从点 A爬行到点 B，标记有箭头 的边 

只能按箭头方向爬行 ，且 小虫爬行 同一条边不超 

过一次，则共有多少种不同的爬行路径? 

解 由题意结合乘法与加法原理易知：如图 

6，昆虫从 A可以先到C(也可以先到 G)，然后有三 

种不同方法走完第---N六边形 ： 

(1)可以直接到 D，或经过 F与G到达H，这 

两种走法接下来走完第三列六边形均有四种 

选择 ； 

(2)经过 D，E，F与G到达 H，而这种走法接 

下来走完第三列仅有两种选择； 

同理分析可知：昆虫从 A到B不同的爬行路 

线总数为：2×(2×4+1×2)×(4×4+4×2)x 

(2×2+1 X 1)： 2400．选(E)． 

问 题 4 Define the function ^ on the 

positive integers by setting fl(1)= 1 and if ： 

i p ⋯p is the prime factorization of 7"／> 1， 

then fl( )= (pl+ 1)E1一 (p2+ 1) ⋯(p̂ + 

1) ～． For every m ≥ 2， let 厂卅( ) = 

^( 1( ))．For how many N in the range 1≤ 

N≤ 400 is the sequence(，1(N)，厂2(N)，厂3(N)， 

⋯ )unbounded? 

(A)15． (B)16． 

(C)17． (D)18． 

(E)19． 

译文 定 义在 正整 数集上 的 函数 满足 

f (1)一 1，且对大于 1的正整数 n，若其素因数分 

解为 一 PI'p ⋯p ，则 f1( )一 ( 1+1) (p2 

+1) ⋯(p + 1) ～，对 每个正整数 m≥ 2，记 

(n)一 f ( ( ))，则区间[1，400]内有多少 

个整数 N，使得序列 (̂ (N)，fz(N)，f3(N)，⋯) 

无界? 

解 由题意易见：当n一1，2，3，⋯，31时，序 

列(̂ (N)，厂z(N)， (N)，⋯)总是周期数列，如： 

f (8)一 3 ， (8)一2 ， (8)=3 ，厂4(8)一 

1，_厂5(8)一 1，⋯ ； 

f1(27)一 2 ，f2(27)= 3。，f3(27)一 4 ， 

厂4(27)一 3。，⋯ ；等． 

而序列 ^(32)一 3 ， (32)一2 ，厂3(32)一 3 ， 

(32)一2 ，，5(32)=3 ，⋯显然是无界序列! 

同理易见：在区间1≤／2≤400内，n一2 ·5 ， 

竹= 2 ·k(忌一 1，3，5，⋯ ，11)，，z： 2 ·k(忌= 1，3， 

5)，n一 2 ·k(k一1，3)， 一2 时对应的序列是无 

界序歹0； 一 3‘·k(k= 1，2，4)， 一 3 ，7z= 7。时 

对应的序列也都是无界序列 ，且没有其它． 

所以，满足条件的序列总共有 1+6+3+2+ 

1+3+1+ 1= 18个 ，选(D)． 

问 题 5 Consider all polynomials of a 

complex variable，P( )= 4z +az。+bz + + 

d，where a，b，c．and d are integers，0≤d≤ C≤ 

b≤ 口≤ 4，and the polynomial has a zero Zo vAth 

I 0 I一 1．What is the sum of all values P(1) 

over all the polynomials with these properties? 

(A)84． (B)92． 
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(C)IO0． (D)108． 

(E)120． 

译文 考虑所有复变量多项式 P(z)= 4z + 

口z。+次。+ +d，其中系数口，b，C，d是整数，满足 

0≤d≤c≤b≤a≤4，且多项式有模为1的零点， 

求所有满足条件的多项式对应 P(1)值的总和． 

解 由题意 ，先考虑模为 1的实根 ，显然 

≠ l，当 z。=一1时满足 4+6+d=口+c，由条件 

易知当且仅当 d一 0时 ，C— b= i(i= 0，1，2，3， 

4)，a一 4满足条件，对应的 P(1)= 4+a+b+C 

+d分别为 8，1O，12，14，16； 

再考虑模为 1的虚根 一 +yi(x，y∈R，z。 

十Y = 1)，则一Zo=z—yi也是实系数多项式 P( ) 

的虚根 ，从而可设 P(z)一 4(z。一2xz+1)·(z2+ 

z+ )(仇， ∈ R)，展开易得 

P( )一 4z + (4m 一 8x) + (4n+ 4— 

2mx)z + (4m 一 8nsc)z+ 4n． 

由 4m一8x= 口≥ C一 4m一8nx得( 一1)x 

≥ 0 1以下分三种情况讨论 ： 

(1)若 > 0，则 "≥ 1，d=4n≥ 4，又 0≤ d 

≤ 4，故只可能 d一4， 一 1，从而 口= b=C=d一 

4，P( )： 4(z4+ + + +1)： 二 ，故 

存在五次单位根满足条件 ，且 P(1)： 20； 

(2)若 z： 0，则 一土i，此时 P(z)一 4 + 

4膨 。+(4n+4) +4rnz+4n，由口≥ 6≥ c≥ d≥ 

0得 4m≥ 4n+4≥ 4m≥ 4n≥ 0，所以4 一4— 4 

≥ 0，故 优≥ 1，又f：4m≤ 4，所以m：1， 一0， 

即 口一 b—c一 4，d— O(与前面重复 ，不计)； 

(3)若 一1< z< 0，则由 4≥ 4m一8sc≥ 4n 

+4—2rex≥ 4m一8nx≥ 4n≥ 0得 2x+1≥ m 

≥ n(2x+1)，对该式也分以下三种情况讨论 ： 

①若2x+1—0，z一一妻，代入上式得4≥ 

4m+ 4≥ 4"+4+m≥ 4m+4n≥ 4n≥ 0，易见 

当且仅当 m — 一 0时成立 ，此时 a：b： 4，C— 

d一 0，P(z)一 4z +4z。+ 4z = 4z。(z。+ z+ 1) 

一 生 三 ，故存在三次单位根 一一 ±雩i 
满足条件，此时 P(1)一 12； 

② 若 2x+1<0，则 一1，进而m一2x一1， 

眦 一 2，故 z一 二 ，舍去 ； 

③ 若 2x+1> 0，则由 4≥ 4 十4—2眦 ，4m 

一 8nx≥ 4n，5C< 0，易得 8 ≤ 4枇 ≤ 4n(2x十 

1)z，若 一0，由4≥ 4m一8z≥ 4—2mx≥ 4m≥ 

0，得眦 >0， >0，则z>0，矛盾；若0<，z≤ 1， 

则有2≤(2z+1)z，进而 ≤二 立 或z≥ 

二  
，显然均不符合! 

综上可知：所有满足条件的 P(1)值的总和为 

8+1O+ 12+14+ 16+2O+ 12— 92，选(B)． 

点评 该题谨慎细致地分类讨论，保证了不 

多不漏 !这是解决此问题的关键． 

问题 6 Let S= {(z， )：z∈ {0，1，2，3，4)， 

Y∈ {0，1，2，3，4，5)，and(工， )≠ (O，O))．Let T 

be the set of all right triangles whose vertices are 

in S．For every right triangle t一 △ABC with 

vertices A，B，and C in counter—clockwise order 

and right angle at A，let f(t)= tanz／CBA．W hat 

isⅡ／( )? 

(A)1． (B)面625
． 

(c 百125
． (D)6． (E) ． 

译文 设 S= ((z， )l z∈ (0，1，2，3，4}，3， 

∈ {0，1，2，3，4，5)，(z， )≠ (0，O))，记所有以 S 

中的点为顶点构成 的直角三角形组成集合 T，对 

每个顶点 A，B，C逆 时针排列且点 A 为直角顶点 

的 t— Rt△ABC，定义 厂(￡)= tan CBA，求 

l-ls(t~的值． 

解 如图 7，由题意，如 

果直角三角形 △ABC的三个 

顶点均不在直线 y一 5上 ，则 
一 定存在关于直线 Y— 对 

称 的另 一 个 直 角 三 角 形 

△A B C 在集合 S中，且有 

tan CBA ·tan C B，A 一 

1；如果三个 顶点均不在直线 

图 7 

y一0上 ，也一定存在关于直线 y—z十1对称的另 

一 个三角形△A B C 在集合s中，且有tan CBA 

·tan C B A =1；如果三个顶点均不在直线32= 
[ 

0上，也一定存在关于直线z=姜对称的另一个三 
厶 

角形 △A B C 在集合 S中，此时有 tan CBA · 

tan／C B A’= 1
．  
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因此，只需考虑以点(0，5)为其中一个顶点， 

且直线Y一5与 一0上各至少一个顶点的组成直 

角三角形 AABC的两种情形： 

① 以点(0，5)为一个顶点，另一个顶点在直线 

Y一0上，第三个顶点在直线Y：5上除点(O，5)外 

的其它情况 ，显然只有 (O，5)分别与( ，0)、( ，5)( 

一 1，2，3，4)组成直角三角形的四种情形，且易见 
亡 [ 亡 [ 

tanLCBA分别为旱，普，昔，÷； 
上 厶  0 

② 以点(0，5)为一个顶点，另一个顶点在直线 

y— o上，第三个顶点在除直线 y一0和 y一5外 

的其它点组成直角三角形三点组 的四种情形： 

{(0，5)，(1，0)，(3，2))，((0，5)，(1，0)，(3，3)}， 

{(O，5)，(3，o)，(4，1))，{(0，5)，(3，0)，(4，4))，且 

易见tan CBA分别为÷，l，÷，1． 

从而有Ⅱ厂( )一{·导·导·丢·号· ·÷ tET ‘ _ V ‘ V 
· 1一面625

，选(B)． 

点评 该题利用对称轴巧妙地找到了集合 S 

中乘积为 1的对应直角三角形，从而将问题简化! 

(收稿 日期 ：2012一O5一O6) 

一 道上海市数学竞赛试题的另解 

黄春亮 指导教师 彭 成 

(江苏省上冈中学高二 16班，224731) 

2011年上海市高中数学竞赛 (新知杯)第 

1O题 ： 

如图 1，在 AABC中，点 0 

为BC的中点，点 M、N分别在 

边 AB、AC上 ，且 AM 一 6， 

一 4，AN 一 4，NC 一 3， M0N 
一 90。．求 A 的大小． B O C 

图 1 

文Eli给 出 了，这道 试题 的 

四种方法，这里借助于向量的线性表示，给出一个 

无需添加辅助线的解答 ，算是对文Eli四种方法的 
一 个补充． 

解 一商 +蔚  

：  + ( 一 ) 

= 吉 一击 ． 

同理可得 =丢 一 A--C． 

由 MON ===90。~M---O·NlD = 0． 

故(丢 一 )．(丢 一 )=o， 

即未 · 一 2一去 2：0， 

得砉×10×7 X cosA一1 X 10。一去×7 
一 0． 

所以c。 一詈，即LA===arccos詈。 
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