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在中学课本中，同学们接触了一些简单 

的有关古典概率的概念．本文通过概率模型 

及一些竞赛题阐述概率方法在代数、数论及 

组合问题中的运用与解题技巧．⋯ 

设 P(A)表示事件A发生的概率． 

对一个取值范围是有限集 S的随机变量 

，定义 的数学期望为 

E(X)= iP(X= )． 

有以下主要结论： 

(1)若基本事件全体所构成的样本空间 

可戈Ⅱ分为 {Al，A：，⋯，4 }，贝0 A。，A ，⋯， 

互不相交且 P(uA )=1． 

(2)在概率空间中的随机变量 ，总存在 
一 些事件，使得 ≥E( )，也存在一些事件， 

使得 x≤E( )． 

利用数学期望解题，应注意其可加性，这 

也给了同学们分解为示性函数、求和提供了 

可行性． 

可加性 对于任意两个随机变量 、y 

(注意未必独立)，总有 

E( +y)=E( )+E(y)． 

证明 E(X+y) 

=  ( +y)P(X= ，Y=y) 

= ∑ ( = ，y=y)+∑yP(X=x，l，=y) 
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= ∑( ∑P( = ，y=，，))+ 

∑(y∑P( = ，l，=y)) 
= ∑xP(X= )+∑yP(1，=y) 

y 

= E( )+E(y)． 

1 运用概率模型 

在遍历所有项的和式中，有时能套用概 

率模型． 

例1 设 S为平面上的有限点集，任三 

点不共线，对于顶点属于集合 Js的每一个凸 

多边形 P，设 P的顶点数为 a(P)，属于集合 

S且在多边形 P外部的点的个数为 6(P)．证 

明：对于任意实数 (0< <1)，均有 

： P (1一 ) P)=1， 

其中，P遍历了集合 ．s中的所有凸多边形(包 

括三角形，且一条线段、一个点和空集也分别 

认为是凸二边形，凸一边形和凸零边形)．_2 J 

(第 47届 IMO预选题) 

证明 将集合 s中的点随机染色，每个 

点染黑的概率为 ，染白的概率为1一 ． 

对于任意凸多边形P，令事件 表示随机 

染色后多边形P边界上的点均染黑、外部的点 

均染白的事件 显然，对任何凸多边形 P、P_，，事 

件 、 ，互不包含，故∑ 。 (1一 ) 表示 

P(u )．而对于任何 种染法 可取凸多边形 

P为所有黑点的凸包，故无论怎样染色，总有一 

智浪教育--普惠英才文库



 

， 

2015年第 4期 3 

个事件Ee会发生 于是，P( Ee)=1． 

从而，原命题得证． 

例2 设 n∈Z+，实数 al，a2，⋯，a ∈ 

(0，1)，对于任意子集 S {1，2，⋯，17,}，定义 

集函数 

s)=( 。 )【 (·一 )】． 
若 ∑ s)= 1，证明：存在某些Ij}，使 

得口 = (∑ (．s)表示子集．s遍历了 

{1，2，⋯，／7,}的所有有奇数个元素的子集)． 

(2014，美国国家集训队训练题) 

证明 令 =∑ s)． 

考虑 Ii,枚硬币，每枚正面朝上的概率分 

别为 a。，口 ，⋯，a ．则X表示有奇数枚硬币正 

面朝上的概率． 

显然，若存在一个 =÷，则 = 1．从 

而， 一 可被彝(ai- )整除． 
比较两者的次数，均为 ／7,，故两者只相差 

一 个首项系数． 

于是，结论成立． 

2 运用数学期望的分解 

运用数学期望解组合问题的步骤是先将 

问题看作随机事件，把所求量视为一个随机 

变量，并将其分解为若干个示性随机变量，再 

分别进行概率计算，最终累和即可． 

例3 在 n×n的方格表中，1，2，⋯， 各 

出现 n次．证明：一定存在一行或一列，至少 

有[ ]个不同的数，其中，[ ]表示不超过实 

数 的最大整数． 

(2004，美国数学夏令营) 

证明 随机地选出一行或一列，这样一 

共有2n种选法 令随机变量 表示该行或列 

中禽有不同数的个数． 

记， 为示性随机变量，即若 i出现在该 

行，则 Ii=1，否则，J =0． 

故 =∑ ． 

从而， ( )=∑E( )． 

注意到， 

E( )=O×P(Ii=0)+l×P(Ii=1) 

= P(Ii=1)． 

为了计算其下界，考虑最坏状态，即n个 

i恰分布在[√n]×[ ]的方格表中．则n个 

i至少要占据 2[ ]个不同的行或列． 

而任意一行或一列的选法有2n种，故 

P( ：1)≥ ． 

进一步， (X)=nP(Ii)≥[ ]． 

因此，总有一行或一列，其包含至少[ ] 

个不同的数． 

例4 设 S：{0，1，⋯，J7、72—1}，A为集合 

|s的一个 Ⅳ元子集．证明：存在集合 ．s的一个 

Ⅳ元子集 ，使得集合 

A+B={a+6 l a∈A，b∈B} 

中的元素模 的余数的数目不少于集合 S 

元素个数的一半． 

(第4O届 IMO预选题) 

证明 将等概率地、独立地从J7V2个剩余 

系的元素中取 Ⅳ个数的集合记为 B(由于是 

独立地选，则每次每个数被取出的概率为 

at2 ，虽可能有元素会重复地选出，但若能证 

明存在一个不超过 Ⅳ个元素的子集符合题 

意，则题 目中要求的 Ⅳ元子集 亦 自然存 

在)．用随机变量 表示集合 A+ 中的不同 

元素个数． 

对任意一元素 i，恰有 Ⅳ个不同的元素 

6，使得 i∈A+b，故 i不出现在集合A+B中 

的概率为(1一 )N．从而， 出现在集合A+B 
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中的概率为 l一 1一 

类似于例3，用I／表示示性随机变量，即若 

i出现在集合A+B中，则t／=1，否则，t／=0． 

故 )= )= [1-1(1一 I． 故E( )=∑E(，f)=̂户f—f一 1 I． 

由( 一 =( + 则 

(1一 < 1< 1． 
代入后得 

)> (1一 1)>等． 
因此，存在—个符合题意的集合 B，使得X 

的值大 ． 

3 结合C 的凸性 

下面的例子需要用到C!的凸性 

如当k=2时，若∑ =．s( ∈z+)，则 

：  

(∑ ) 

≥ ： 

例5 杜马中有1 600位议员，他们组成了 

16 000个委员会，每个委员会有8o名成员．证 

明：可以找出两个委员会，两者中至少有4位公 

共成员． 

(1995--1996，全俄数学奥林匹克) 

证明 随机地选出一对委员会，这样一 

共有C2 。。。种可能，用随机变量 X表示这对委 

员会中相同委员的人数 记 为示性随机变 

量，即若i为这对委员会的公共委员时， =1， 

否则， =0． ‘ 

故 =∑ ． 

从而，由随机变量的可加性知 
1 60n 

E( )=∑E( )． 

经计算得 
，、2 

E( )=P( =1)= ， 
L．~I6 000 

其中，／7, 表示委员i参加的委员会个数 
l 

注意到，∑ =16 000 x80． 
i= l 

由c 的凸性知 

1 600 C盘塑 墅 

E( )=∑c ≥1 600· =3．995． 
‘ l l6 000 

由于 为整数，故一定有一对委员会， 

其相同人数大于或等于4． 

4 运用到一些代数不等式与组合结合的问题 

例6是一道关于平衡向量的题． 

例6 n个 维向量l，l，'，2，⋯，l， ∈ R ， 

每一个的长度为 1，即 

I I=√ + 22f+⋯+ 2nf=1． 

证明：存在占。， ：，⋯， ∈{l，一1}，使得 

I sl'，1+占2l，2+⋯+ l， I≤√ ． 

证明 独立地、等概率地从 {1，一1}中 

取出n个数 。， ，⋯， ，记随机变量 

X=l ll，1+82 2+⋯ + ’， I z． 

展开后得 

X=( l 1+s2 2+⋯ + l，n)· 

(81Vl+82V2+⋯+ )T 

= (sll，l+ 2 2+⋯+ l， )· 

(占1(’，1)T+占2(V2)T+⋯+ (1， )T) 

= ∑∑即， ·( ， 
i=1 J=1 

其中，(V) ’代表V的转置． 

两边取数学期望，由线性可加性知 
n n ． 

E( )=∑∑E(占 C)v ·( )T． 

当 ≠ 时，E(8 f)=E(8 )E(占f)=O； 

当i=_『时，E(s；)=1． 
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于是，E( )=∑ ·(1， )T=n． 

故一定存在至少一组 ,z2，⋯ ∈{1，-1}， 

使得 

I占ll，l+占2'，2+⋯ +占 l，nI≤√，1． 

例7 对于整数n(n≥2)，设实数 。， ：， 

⋯

， 满足 

l+ 2+⋯ + n=0， 

+ +⋯ + =1． 

对于任意的集合A {1，2，⋯，n}，定义 

ŝ=∑ (若A为空集，则．ŝ=o)． 

证明：对于任意的正实数 ，满足 ．sA≥ 
，'n一3 

的集合A的个数最多为 ，并确定使等号 

成立的一切 l， 2，⋯， ． 

(2012，美国数学奥林匹克) 

证明 设集合 为{1，2，⋯， }的所有 

子集构成的子集族． 

显然，I I=2 ． 

取集合A的示性函数 ，即若 i∈A，则 

厶(i)=1，否则， (i)=0． 

由题意知SA=∑IA(i)x ． 

计算知 

) = ( i=1A A 1／( 1／ ∈
． 

∈． 、 、，=1 。 

= ∑∑∑(厶( ) (_『)) ． 

当i#j时，有2n-2个集合A同时包含f、 ； 

当i=_『时，有2n-1个集合A同时包含 、工 

故∑(．ŝ) 

=2 (2 2+ ) 

=2 ( i 1 + 1 I戈 I1 、 
．

= i= = 

2 +( i=I I L f=l 、 J 
=2n一 (1—0)=2 -2

． 

事实上，接下来的证明完全就是概率论 

中的切比雪夫不等式． 

记B {A∈ l Ŝ≥ }， 

Bi={A∈ I SA≤一 }． 

因为 l+ 2+⋯+ =0，所以，集合 、 

曰 可通过取补集的运算构成双射，即 

I B I=I B I． 

构造集合函数 

， 、 
『 ， A∈B UB：； 

g(A)=i0，’A ：u ；．’ 
于是，Sj≥g(A)． 

故 I B uB：I=∑g(A) 

≤∑ =2 ． 

从而，I l≤ ． 

这便完成了结论中不等式的证明． 

对于等号成立，由最后一步不等式，知应 

该对任意的集合A均有．sj=g(A)，这只可能 

在( 。， 2，⋯， )=( ，一．=【，0，⋯，0)或其一 

个任意排列时才会发生．由平方和为 1的式 

子，知正实数 =等． 

5 在图论问题中的运用 

将图论中的一些概念和性质转化为概率 

表述，结合数学期望的线性可加性，便可得到 

计算式． 

例 8 某社团中，每两人不是友好的就 

是敌对的．设该社团有 n个人及 q个友好对， 

且任三人中至少有一对人是敌对的．证明：该 

社团中至少有一名成员，其敌人所组成的集 

合中，友好对的数且不多于qf 1一 1． ～ ，正， 

(1995，美国数学奥林匹克) 

证明 随机取一人 ，并用随机变量 

表示与此人敌对的人中的友好对数目． 

利用算两次得 
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E( )=∑ E( ) 

1

n 
I v I边 e的两端均与 敌对}I． 

因为没有三人两两友好，所以，由上式可 

继续推得 

( ) 
。 

[( 一2)一I I v l边 e恰有 

一 端与 友好}1] 

：g． 一 ∑ l{ I边e恰有一端与 g‘ 一 l1 迈 伺一骊匀 

友好}I。 

用 d。，表示与 友好的人数，K表示社团 

中恰有两个友好对的三人组总数． 

由前述的c：的凸性知 

= ∑c ≥ c 

由于每个这样的三人组有两条边，从而， 

被算了两次． 

故E( )：q—n-2 1．2K 

一  ·

2nc冬-q(1n n 一 n ， 
例9 在一个有 n个顶点的图 G中，若 

不包含P阶完全图 ，则图G的边数 

≤(卜 
其中，P阶完全图 KD指的是有P个顶点且这 

P个顶点两两间均有边的图．【4 

【注】本题即为托兰(Turan)定理． 

证明 记图 G的顶点为tJ ， ，⋯， ，对 

应的度数分别为 d ， ，⋯，d ．用 c￡J(G)表示 

图G中最大完全图的顶点数，用排列r表示图 

G中 n个顶点的一个随机排列，显然有 1种． 

对于排列r，用集合 C 表示图 G中的某些顶 

点，这些顶点在排列r11 ，均与其前面的顶点 

相邻．设随机变量 表示 C 的顶点个数．事 

实上，C 的顶点构成了图 G的一个完全图． 

再用 置 为示性随机变量，即若 ∈ C 时， 

X =1，否则，Xi=o．于是，X=∑X ． 

注意到， ∈C 当且仅当所有 n一1一d 

个与 不相邻的顶点在它之后，而该事件的 

概率恰等于 i在与这 n一1一d 个顶点的排 

列中总排在第1个，即—l_，所以， 

E(置) · 

故E(I C I)=E(X) 

= E(X 
~

= il di· 

又最大完全图一定比取出是完全图的随 

机变量的数学期望要大，结合柯西不等式知 

I∞(G)I≥E(I c I)=∑ 1"1
,'

=

--

一

di 

n，
2 

n．
2 

≥ ‘ 

∑(n一 )n-Z。 。 

由题意得I (G)I≤p一1． 

代人后化简得 

I EI<~(1一 1) n2． 

6 对第55届 IMO第6题的探索 

以下 的概率证法是基于美国队领队 

Po．Shen Lob在2014年 IMO上提出的． 

例1O 若平面上的一簇直线中没有两 

条直线平行，没有三条直线共点，则称其为 

“处于一般位置”．一簇处于一般位置的直线 

将平面分割成若干区域，其中面积有限的区 

域称为这簇直线的“有限区域”．证明：对于 

充分大的 n及任意处于一般位置的 n条直 

’ C 

线，均可将其中至少 条直线染成蓝色，使 
J 

得每一个有限区域的边界均不全为蓝色的． 

(改编自第 55届 IMO第6题) 
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证明 首先，计数 n条一般位置的直线 

至多能分割出多少三角形和多边形(三条边 

以上的图形)．由于一共有 c 个交点，每个 

交点至多为两个三角形的顶点，而每个三角 

形共有三个顶点，于是，三角形的个数至多为 
^  1 

争c ，即不超过÷n (这样的放缩是因为题目 
J J 

要求估计充分大的 n，这表明，阶数较小的量 

是可以忽略的，下同)． 

对于多边形，由欧拉定理 

— E +F =2 

( 、 、 分别代表顶点个数、边数、面数，平 

面上为划分出来的小区域加一块涉及无穷远 

点的面，至于如何从立体图形转化到平面图 

形，可由欧拉球极投影来想像)，而 

E=(n一2)n，V=C ， 

凼为题 目婴 求 估 计 的对 象 是 冗 分 大 的 

n，所以，可忽略上式中较小项 ． 

设 p： k
． 

√n 

代人后得√ 的系数为 (1一譬)． 
由均值不等式知 

一  

3 I 9 

当 的系数取最大值睾时，k=1． ，、 

代入 (1一芋一芋)后知至少能保留 
则F：丁n2--3n+2

，

即划分出的有限图形 住 一 条蓝色直线． 

不超过 块(其中还包括了三角形)． 

假设有概率为P的可能将每条直线染为 

蓝色．则 

(蓝色直线)= ， 

E(蓝色三角形)<iI n2p 
， 

E(蓝色有限区域)< 1 n2 ． 

更进一步地放缩知 

E(蓝色有限区域(三边以上图形)) 

< 
1 2 4 

接下来考虑问题：对于每一块蓝色有限 

区域(无论是三角形还是多边形)，只需对其 

任一条蓝边染回原色即可使其不是全蓝 从 

而，使得没有全蓝区域的蓝色直线数的数学 

期望至少为 

。  

一  一 1 2 4) ·一手一 

因此，当n充分大时，有方案染 条直 
j 

线为蓝色，使得每一个有限区域的边界均不 

全为蓝色的． 

文[5]第六题的评注中，提到美国队领 

队Po—Shen Loh基于非初等的概率方法对充 

分大的n证明了 nlg n的情形，并鼓励参赛 

者继续研究探索．事实上，当时他运用的方法 

框架便是以上解法，其中，将计数部分放缩到 

了更佳的情形，用到了以下定理： 

对于一个超图G，含有Ⅳ个顶点，平均度 

数为d，所有的边的大小为 3．假设任何两个 

顶点间至多有一条边联结，则可找到至少 
^r — — ． 

c鼍~／lg d个顶点，两两之间无连线，其中，c 
4d 

为常数．16 

需要解释的是，超图不同于以往的图，其 

每条边不是联结两个顶点，而是若干个顶点． 

在以上定理中，每条边便联结了三个顶点，并 
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且要求任意两个顶点间至多只有一条边． 

回到 IMO题目中，可以将 n条直线视为 

超图的顶点，每块有限区域视为超图的边．类 

似地，假设有概率为P的可能将每条边染为 

蓝色，将所有超过四条边的有限区域视为三 

角形或四边形．从所有的蓝边中，去除联结四 

个顶点的边及同时联结两个顶点的重复 3一 

边(这样的重复边至多两条，因为原题中两 

条直线至多同时属于两个不同的三角形)， 

然后，剩余的图便符合定理的要求且能估计 

出度数的平均值． 

套用定理，将定理中独立的顶点视为原 

题中需要染为蓝色的边，便得到~／nlg／／,的情 

形了． 

练 习 题 

1．有 n位同学参加了2014年中国数学奥 

林匹克冬令营，每位同学有一张准考证．现收 

取所有的准考证并打乱顺序后再随机地分发 

给每一位学生．假设S表示依旧拿到自己的准 

考证的学生数目．证明：．s的数学期望为 1． 

提示：将 S分解为每位学生的示性随机 

变量即可． 

2．Al，A2，⋯，A 为{1，2，⋯， }的一些子 

集．假设A ，A ，⋯，A 不相互包含(即没有一 

个是另一个的子集)，令 a =IA I．证明： 

∑ 
i=1 ，̂ 

(1981，圣彼得堡数学竞赛(十年级)) 

提示：令 =( l， 2，⋯， M)为{1，2，⋯， } 

的一个随机排列，这样的全体记为空间力．E表 

示A 中的元素出现在 的前a 个的事件，即 
， ，⋯ ， 

。．}=A 的概率 

由于A 之间互相不包含，故事件 E 之 

间互相不包含． 

又P(剐 = ：1 故 

∑ =P(． Ef)≤P( )=1． 
1 肼 ‘ 

3．证明：在一次有 799支队参加的比赛 

中，存在 14支队，可以被分成两组，使得第一 

组中的所有队伍胜了第二组中的所有队伍． 

(2008，伊朗国家队选拔考试) 

提示：随机地选取七支队，结合例5及 

c：．的凸性即可得到结论． 

4．n个 rt维向量l，1，l，2，⋯，l， ∈R ，每一 

个的长度小于 1，即 

I'，i I=√ +移22 +⋯+t，2 ≤1． 

任取 rt个实数P ，P：，⋯，P ∈[0，1]，记 

向量 '．，=pll，l+p2’，2+⋯ +p ’， ． 

证明：存在 。， 2，⋯，8 ∈{1，0}，记向量 

=8lVl+62132+ ⋯ + l̂，n． 

则1 w—l，I≤ ． 

提示：独立地从{I，0}中取出n个数 ，， 

2，⋯，占 ，其中， 

P( i=1)：pi，尸( i=0)=I-pi． 

接下来仿例6即可． 

5．对 3≤ ≤ ，令 ={1，2，⋯，n}，F 为 

中一些k元子集的集合族，使得其中任两 

个k元子集至多有 一2个共同的元素． 

(1997，中国台湾数学奥林匹克) 

提示：类似例 8的计算，放缩时需要运用 

不等式 

c ≤3 X2卜 (3≤ ≤￡)． 

这可用数学归纳法证明． 
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