
2013年第11期 5 

同 余 在 数 学 竞 赛 中 的 应 用 

邹 明 

(山东省青岛二中，266104) 

中图分类号：O156．1 文献标识码 ：A 文章编号：1005—6416(2013)11—0005—04 

(本讲适合高中) 

同余是数论的重要概念，其性质及相关 

重要定理是解决数论问题的重要工具．本文 

给出同余的定义与定理，并举例说明其应用． 

1 定义与定理 

定义1 若整数6／,、b除以整数 m(m>1) 

的余数相同，则称a、b模 m同余，记为 

口兰b(mod m)． 

定义2 设 m>1，(n，m)=1．若整数 c 

(1≤c≤m一1)使得 0c；1(mod m)，则称 c 

为a对模m的逆或倒数，记为 

c耋n (mod m)，且(口～，m)=1． 

费马小定理 设P是素数．则对任意的 

正整数 口有 tl, ；口(mod P)． 

特别地，当(p，a)=1时， --1(mod p)． 

威尔逊定理 设P是大于 l的整数．则 

P是素数 甘 (P一1)! 一1(rood p)． 

欧拉定理 设正整数 口、m满足 m>1， 

且(口，m)=1．则 a 暑1(mod m)． 

定义3 设(口，m)=1，d。是使 

a i1(mod m) 

的最小正整数．．则 d。称为 口对于模 m的阶， 

记为6 (n)=d0． 、 

2 应用 

例1 求10m’(100个 1O)被7除所得 

的余数． 
．

10 
．
10 

．
10 

解 10加‘ 量(7+3)m --3m。 

兰(7+2) 。-2 E2 

---=4(7+1) 一 -----4(mod 7)． 
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例2 证明：对任意的正整数 n，均有 

l3 I∑2 012 (一1) c 

证明 由一2 012-=3---=4 (rood 13)，得 

8∑2 012 (一1) C⋯2k+ 
k 0 ● 

-
= 2∑4z~+lc ： 

三(1+4) ’一(1—4) 

兰5 ’+3 “ i5 ” 一lO 

--= 5 (1—2 ’)(mod 13)． 

因为2 曼1(mod 13)，所以， 

2 ( ) --2 fmod 13)． 

蚴 当rb=O，1，·一，5时，13十( 一1)． 

所以，13 1、∑2 012 (一1) c ． 

例 3 卢卡斯 (Lucas)定理 设P为素 

数，口、b∈N+，整数口 、b 满足O≤n 、b ≤p—l 

(i=O，l，⋯， )，且 

口：akp +ak-lP ～ +⋯ +alp+El,o， 

b=bkp +b~
_

lp 一 +⋯ +blp+b0． 

则 C --c bk c bk-' ⋯cb
—

o (modp)． 

证明 由P为素数，知对_『(1≤ ≤p一1)， 

有 =p
；
Cj -1--0(mod p)． 

故(1+ ) =1+c +⋯+c：～ + 

三l+ (rood P)． 

由此得 

(1+ )。=(1+ ) (1+ ) p⋯(1+ )。驴 

；(1+ )叼(1+ ) ⋯(1+ ) (In0dp)． 

比较 项的系数得 
cb

。
一  

b

。

k 
u 。bt ： ⋯C~(mod p)． 
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推论 1 当且仅当存在 i∈{0，1，⋯， } 

使得b。>0 时，C：-0(roodP)． 

推论 2 当且仅当0在二进制表示下的 

每一个数位上的数均不小于 b的相应数位上 

的数时，c：为奇数． 

例4 求2 013。叭 的末三位数． 

解 注意到， 

2 013---3(mod 5)，2 013 一1(mod 5)， 

2 013 摹1(mod 5)，2 013；13(mod 25)， 

2 013 暑-6(mod 25)，2 013 ---11(rood 25)， 

2 013 三一4(mod 2．5)，2 013 -=6(mod 25)， 

2 013如 1(mod 25)． 

因为2 013~1(moa 4)，2 013 =--1(m0d 4)， 

所以，2 013 1(rood 100)． 

故 2 013 -2 013m啪  ̈--2 013 -13” 

三(10+3)n三10c',；．3‘2+3B 

3 ×133 (80+1) ×33--241×33 

= 41×33----53(rood 100)． 

由2 01320 1320 (1O+3)20 

三c ．10×3 +320三3 ×203 

i(3 ) ×3 x78 
一 7 ×81×78--=51(rood 125)， 

得 2 013∞；(1+50) 101(mod 125)， 

2 013∞i(1+100) 兰一49(mod 125)． 

故2 013 1(mod 125)． 

由2 013 5(rood 8)，2 013 1(mod 8)， 

得 2 013㈣E(mod 1 000)． 

由2 013 m =lOOk+53，得 
2 013 。’ 。 

---- -
2 013 。。 --2 013 

E(2 000+13) i13 =(10+3) 

兰c 3-10 ×3 ’+c 3·l0×3 2+3 

3 ×399(mod 1 000)． 

又 3 藏187(mod t 000)， 

3m 187×27-49(mod 1 000)， 

3" 187×49 163(mod 1 000)， 

3 --=163 -747(mod 1 000)， 

所以，3 ×399--53(mod 1 000)． 

综上，所求末三位数为053． 
103 

例5求所有奇素数p，使得p I∑k ． 

解 若P>103，则对 1≤ ≤103，有 

k E1(modP)， 
103 

∑k 103(modp)． 

故P≤103． 

设 103=pq+r(0≤r<P)，即在 1～103 

中共有 g个数是P的倍数．所以， 

∑k =103一q=pq r—q 

兰r—q裹0(mod P) 

铮 r g(modP)． 

若 P>q，则 r=q，103=pq+r=(P+1)r． 

由 103为素数，得P=102，r=1，矛盾． 

若p≤g，则 

103=pq+r≥p P=3，5，7． 

当P=3时，q=34兰1=r(rood 3)； 

当P=5时，g=20兰2(mod 3)，2≠r=3； 

当P=7时，q：14-=-2(mod 3)，2#r=5． 

故P=3为所求． 

例6 求所有的素数P，使得 

p l∑(c：) ． 

解 显然，P≠2，3． 

当PI>5时，注意到， 

P一1 一1(mod P)， 

P一2 i一2(mod P)， 

k-p(mod P)(k=1，2，⋯，p)． 

将各式相乘得 

誊±(p-k)l(m。al p)， 

即 ck -
一 ：；±l(mod p)． 

对于 k(1≤k≤p—1)，存在 (1≤ ≤ 

P一1)，使得kr ；l(mod P)，且当k取遍 l， 

2，⋯，P一1时， 也取遍 l，2，⋯，P一1． 

又c ： c：：：，得 

p 1 (c：)z铮p l ． 
i k=I ‘ I =1 ，c 

而 ；蓦 
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D — l 口一 I 

兰 ∑ 三∑ 
^=1 =I 

三 (m。d p)
． 

0 ‘ 

当素数P≥5时，由 

(P一1)(2p一1)誊1-p --0(rood 3)， 

得 6 I(P一1)(2p—1)． 

因 l ． 
故所有不小于5的素数为所求． 

例7 求所有的素数对(p，q)，使得 

． pgI(P +g +1)． 

解 若P=q，则P 十( +1)． 

不妨设P<g． 

若P=2，由 

2qI(g +5) g15 j g=5． 

所以，(P，g)=(2，5)． 

当P、g均为奇素数时，由 

pgI(PP+9 +1)= pP兰一1(rood g) 

P 蓦1(rood q) 6。(p)∈{2，2p}． 

若 6。(P)=2，则 

P ；1(mod口) p兰1(rood q)(P<q) 

p=1， 

矛盾． 

于是，6 (P)= ． 

由P 三1(rood g) l(g—1) 

g l(roodp)． 
、  

但 0；p +口 +I--2(roodP)，矛盾． 

综上，(P，g)=(2，5)，(5，2)． 

例 8 证明：方程 
2。¨

： 4y2。 +4 。 +2 011v+2 010 

无整数解． 

证明 先证明一个引理． 

引理 若 是任意整数，则 +1的每 

个奇素因子为4五+1型． 

证明 设P为 +1的一个奇素因子， 

即pl( +1)．贝4(p， )=1，且 一l(modp)． 

所以，(2) (一1)d2-~～-l(modp)
． 

从而 =2k(k∈N+) 即p=4k+1 。 

回到原题． 

原方程即 
2 0 4+1=4，， 0’ +4，， 0 2+2 0tly+2 011 

= (y+1)(4，， m +2 011)． 

由 们4+1 

= ( +1)[( ) 一( )’ +⋯ + 

( ) 一( )+1]， 

且 ( )Ⅲ 一( )Ⅲ +⋯+(x2) 一( )+1 

1(mod 4)， 

但4y 叭 +2 011---3(mod 4)，矛盾． 

故原方程无整数解． 

例9 求与数列{a }满足 

a =2 +3 +6 一1(n∈Z+) 

中所有项均互素的所有正整数． 

解 显然，(1，a )=1． 

设 m(m>1)是与{a }中所有项均互素 

的正整数，P为go,的一个素因数． 

若P>3，则由费马小定理得 

2 一 E1(modP)，3 一 ￡1(modP)， 

6 ；1(mod P)． 

记 2 一=mp+1，3 =np+1， 

6 一=tp+1(m、n、t∈Z+)． 

则 aD_2=2 +3 +6 ～一1 

= + + 一· 

一

3rap+2rip+tp
一  ． ± 堡± 

‘  

6 -p 6 ‘ 

因为 ap-2为整数，(P，6)=1，所以， 

6l(3m+2n+ )，Pla。一2． 

这与(m，a。一：)=1矛盾． 

若P=2或3，则 a2=48=2 X3 jpIa2， 

也矛盾． 

故与数列 {a }中所有项均互素的正整 

数只有 1． 

例 1O 证明：不存在正整数 Ii}、m，使得 

后!+48=48(k+1) ． ( 

证明 (1)若k+1为合数，则 

(k+1)I !，( +1)148． 

由48 l ! k≥6 k=7，11，z3，47， 

检验知均非解． 
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(2)若 ．1}+1为素数，由威尔逊定理知 

k! 一1(mod k+1)==>(k+1)I(k!+1)． 

又由式①得(k+1)147 j k=46． 

于是，方程为 

46]+48=48×47 +1=47 ． 

两边取模4得 1 (一1) (mod 4)． 

所以，m为偶数．令 m=2m。． 

则(47 -+1)(47 一1)=4 6]
． 

由23 I ，47 +1-2(m。d 23)，得 
23 I(47 一1)． 

因为47 =(46+1) --46m1+1(rood 23 )， 

所以， 

23 I(47 一1)铮 23 146 m1铮 23 l m1． 

则 m=2ml>146， 

48 x47 I>48 x47拍>48 x46 1>46 1+48， 

矛盾． 

综上，不存在正整数 、m满足式①． 

练 习 题 

1．证明：对任意的正整数 ／"t，3 +2×17 

不是5的倍数，并求最小的正整数 ／"t，使得 

11 I(3 +2×17 )． 

提示：注意到， 

3 +2×17 兰(一11 +2×2 

=--3(一1) (rood 5)， 

3 +2×17 --3(一1) +4(一1) 
--

2(一1) (rood 5)． 

故3 +2×17“不是 5的倍数． 

又 3 +2×17“--3 +2×6 

-

-

3“(1+2 )-0(rood 11) 

甘 11 I(1+2 )， 

故 n min=4． 

2．对任意的正整数 ／／,(r／,≥1)，b的素因 

数均大于 n．证明： 

n!I口(口+b)(口+2b)⋯[口+(11,一1)b]． 

提示：因为 b的素因数均大于凡，所以， 

(b，rl,!)=1，bb～ 1(rood n!)， 

(b一 ) a(a+b)a+2b)⋯Ea+ n一1)b] 

；(ab )(ab +1)(ab +2)⋯[06 +(／'t一1)] 
-

o(rood凡!)． 

又(b～，rt!)=1，则 

!la(口+6)(口+2b)⋯[口+(11,一1)b]． 

3．已知 P为素数．证明：存在一个素数 

q，使得对任意的正整数 n，q十(11, -p)． 

提示：因为 

=pP +_“+pZ+D+P 1-p+l(m。d p )， 

所以， 中至少 有一 个 素 因子 9(即 
一 土 

qI(p 一1))满足p 十(g一1)． 

若存在正整数 n使得 ne-p(mod g)，则 

n --p 摹1(mod q)． 

由费马小定理得 凡 。；1(mod g)． 

由P (q—1)= (p ，q—1)Ip． 

所以，／．-g 11(mod q)． 

又 --=p(mod q)，故 

P兰1(mod q)， 

1+p+p +⋯ +pP一 -=p(rood q)． 

由q是 1+p+P +⋯ +pP一的一个素因 

子，知P-=0(rood q)，与P兰1(rood g)矛盾． 

4．已知P为奇素数．证明： 

； (modp2)． 

提示：由P一1为偶数得 
p一1 

n一 1 2 

∑ ～=∑[ +(p一 ) ]． 

注意到， 

却一 +(P—k)2p-1 

=p2P一 一c P一1pep-2k十⋯ +Cu 2p
一

- 2lr_，t
。

．却 一 

§c D_1pk i—pk 。(mod P )． 

由费马小定理知 ／,Y 詈l(modP)． 

故 |Ic2P一 §l(mod P) kZp一。=pm+1 

= pk 一 =一p(pm+1)i-p(mod P )． 
d  

故 kZp一 (一p)三一 

兰p：一 薹 (mod p2)． 


