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与递推数列有关的概率综合题例析 

王 勇 
(湖北省襄樊市第一中学 441000) 

以能力立意是高考数学命题的指导思想，在知 

识网络并交点处设计 试题是高考数学命题的新特 

点和大方向．与递推数列有关的概率综合题正足在 

这种背景下“闪亮登场”，频频出现在各级各类考试 

题中．由于这类题目涵盖的知识点多且传统内容与 

新增内容交汇自然贴切，数学思想和方法考奄充分， 

考生普遍感到难以下手，考试时经常弃而不答，令人 

惋惜! 

求解这类综合题要求学生掌握互斥事件，独立 

事件的概率及递推数列的相关知识，同时要具备分 

析、综合、归纳、推理等理性思维方法进行正确合理 

地判断、推理，建立起递推数列模型，由局部的已知 

探索全局的未知，并能准确清晰有条理地进行表述． 

下面笔者采撷六例予以分析，供参考． 

例1 有人玩掷硬币走跳棋的游戏．已知硬币 
1 

出现正反面的概率都是÷，棋盘上标有第0站、第1 

站、第2站、⋯、第100站．一枚棋子开始在第0站，棋 

手每掷一次硬币棋子向前跳动一次，若掷出正而，棋 

子向前跳一站(从 到 +1)；若掷出反面，棋子 前 

跳二站(从 到 +2)，直到棋子跳到第99站(胜利 

大本营)或跳到第100站(失败集中营)时，该游戏 

结束．设棋子跳到第n站的概率为P ． 

(1)求 、P。、P2的值； 
1 

(2)求证： 一P =一÷(P 一P )，其中 
厶  

凡 ∈N．2≤ 凡≤ 99； 

(3)求JP 及P o。的值． 

分析 (1)应用必然事件概率为1，分类讨论并 

用互斥事件概率公式及相互独立事件概率公式计 

算； 

(2)分情况讨论，得到概率间的递推关系式，变 

形关系式获证； 

(3)应用叠加抵消求和法求出P ，再根据递推 

关系得到P． 或根据必然事件概率为I得到P． ． 

解析 (I)棋子开始在第0站为必然事件，所以 

Po=I． 

第一次掷硬币出现正面，棋子跳到第1站，其概 

率为 ，所以P．：÷． 
棋子跳到第2站有下列炳种情况： 

①前二次掷硬币均出现正面，其概率为÷； 

②第一次掷硬币出现反面，其概率为 ． 

所以 =÷+ =}． 
(2)棋子跳到第n(2．≤n≤99)站有下列两种情 

况： 

①棋子先跳到第n一2站，又掷出反面，其概率 

为 I P ； 

②棋子先跳到第n—I站，又掷出正面，其概率 

为 I P 
．  

所以 = P̂． +÷Pn_，， 
从而P 一 一，=一 (P 一P )． 
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(3)由(1)与(2)知，数列{P 一P }是首项为 

P 一 =一 1
，

公比为 一 1的等比数列
，即 

Jp 一P =(一 1)(一丁1) =(一 1) 

于足P 一 =一÷， 
P2一P =(一 1) 

， 

—

P1=(一 1) 
． 

Jp 一Jp =(一丁1) 
， 

一

P9 =(一 I) 
． 

．

·

．

Pq 一 =(一 1)+(
一  
1) +

· 

+(一丁1) 
， 

一  = (一丁1)+(一÷) +．．，+(一 

，

(一 1)[1一(一 1) ] 

故 —  一  

= ÷ (÷ ]， 
(一了1)[1一(一了1) ] 

P99 1+——— ————_— —一  

寺 

=  [1一(÷) ]． 

于是J【) 。。= Jp。 =÷[1+‘ 1一) ]． 
点评 (1)掷硬币，走跳棋是儿时玩的一种游 

戏，棋I1l1某站还常设计成陷阱、电梯等等．本题据此 

抽象、简化而得到． 

(2)解决本题必须理解必然事件、随机事件、互 

斥事件以及相互独立事件等概念，另外还必须掌握 

等比数列的定义、通项及求和公式，最后还要有阅读 

理解、分类讨论、归纳综合的能力． 

例2 有人玩掷骰子动棋游戏，棋盘分为 、B两 

方，丌始时把棋子放存 方，根据下列①、②、③的规 

定移动棋子：①骰子出现1点时，不能动棋子；② 出 

现2、3、4、5点时，把棋子移向对方；⑧ 出现6点时，如 

果棋子在 方就不动；如果在B方，就移至 方．把骰 

子掷了n次后，棋子仍然在 方的概率记为P ． 

(1)对于任意n∈N，证明(P ，P )总在过定 

点(吾， 5)，斜率为一丁1的直线上； 
(2)求P ． 

解析 (1)把骰子掷 r n+1次．棋子仍在A方 

的概率为P +。，有两种情况应当考虑： 

①第n次棋子在A方，其概率为P ，日．第， +1次 

骰子出现1点或6点， 动棋子，其概率为 6=了1
， 

因此，第①种情况产生的概率为÷ ； 
②第n次棋子在B方，其概率为1一P⋯且第n 

1次骰子出现2、3、4、5或6点，其概率为音， 此，第 

②种情况产生的概率为音(1一Jp )· 

变形得Jp 一吾=一 1(p 一 5)， 
所以点(Jp Jp )总在过定点( 5

，— 
5)

，斜率为 · 

一 吉 的直线卜． 

(2)Po=1，Jp，=÷ 5(1一Pn)= 1 
D 

5 

义 兰一÷，(稠(1)的结论 
9 

{ 一 5}是首项为P
。 一号=了1一手=一手，公 

比为一÷的等比数列， 
．

’

． 

一 吾=一号·(一 1 ， 
= 吾+ ． 

例3 A、B两人拿两颗骰子做抛掷游戏，规则如 

下：若掷出的点数之和为3的倍数，原掷骰子的人再 

继续掷，若掷出的点数之和不是3的倍数，就由对 

接着掷，第一次由A开始掷． 

(1)荇第n次由A掷的概率为P ，求P 

(2)前4次抛掷中A恰好掷2次的概率为多少? 

解析 (1)第n+1次由A掷这一事件．包括第 
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／1次由A掷，第n+1次继绥由A掷这一事件，以放弟 

n次由B掷，第n+1次由A掷这一事件． 

两骰子点数和为3的倍数分别为：1+2，2+4，l 

+5，4+5，3+3，6+6，3+6，其概率为 = 

了l
，则两骰子点数之和不为3的倍数的概率为 ．所 

以第n次由A掷，第 n+1次继续由A掷的概率为 

了l P 
，第n次由 掷，第n+1次由／l掷的概率为 (1 

一 P )． 

I~llt P =1
3 
p + (1-Pn) 

： 一÷ (n ， 
故P 一 l— l(p 

一  

1)
． 

注意到第一次A开始掷，则P．=1，于足{P 一 

l}组成首项为P
。一 

1
：1一÷= 1，公比为一了1 

的等比数列． 

．

·

．P 一÷= 1·(一了1) ， 

即 = + (一÷ ． 
(2)由于第1次由A掷，则只要第2次、第3次、 

第4次这3次中再由A掷一次即可，所以所求概率 

P：P。P2(1一Ps)(1一P4) 

+P。(1一P2)P3(1一P4) 

+P．(1一P2)(1一Ps)P4． 

由(1)可知： =÷ 1×(一了1)：了l， 
= ÷+ 1×(一了1) =吾， 

P4：÷ 1×(一了1)’= 13， 
故P= 100

． 

例4 (1)某带电粒子每秒钟向左或右移动一 

个单位，设它向右移动的概率为 ，向左移动的概率 

为了1
，求1oo秒钟后带电粒子距原位置2O个单位的 

概率； 

f2)某带申．粒-7：向I；f『移动一个单仲的概率为 

÷，阳前移动2个单位的概率为÷，求移动到距原位 
置100个单位处的概率． 

解析 (1)距原位冠右方20个 位的概率为 

( ) (÷) ，距原位置左方20个单位的概率 
为 (了1)∞(了2 4o

，所以1o0秒后带电粒子距原位 

嚣20个单位的概 率为 ( 2) (一 2) + 

(÷) ]． 
(2)设向前移动到距原位置n个单位的概率为 

'贝fJ P，： ，P：：( ) +÷： ． 
移动到距原位置／1．+2个单位处有两种情况： 

①从距原位置n个单位处移动到n+2个单位 

处： 

②从距原位置n+1个单位处移动到n+2个单 

位处． 

故P =了l P +2
3 
p ， 

．

·

． P̈ 一 ．：一÷(Pn．。一 ． 
因此数列{P 一P }是以 一P。为首项，一了1 

为公比的等比数列，则 

P +。一P =( —P。)(一_ 1)“一l 

=  

1 x(一了1) 
．  

．

’

． (P +l—P )+(P 一P 一1)+⋯+(P2一P1) 

：  

12

[1一(一了1) ]
， 

即 P 一P．： [1一(一了1) ]
． 

故 P ：P．+ [1一(一了1)孵] 

： +古!l+ 了1) 
： ÷+ 1×(下1) ． (了 ’ 

例5 质点A位于数轴z：0处，质点 位于 

= 2处．这两个质点每隔1秒就向左或向右移动1个 

单位，设向左移动的概率为÷，向右移动的概率为 
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羔 
3 

(1)求3秒后，质点A在点 =1处的概率； 

(2)求2秒后，质点A、B同时在点 =2处的概 

率； 

(3)假设质点C在 =0， =1两处之间移动， 

并满足：当质点C在 ：0处时，1秒后必移到 =1 

处；当质点c在x=l处时，1秒后分别以÷的概率停 
留在 =1处或移到 =0处．今质点C在 =1处， 

求8秒后质点C在 =1处的概率． 

解析 (1)3秒后，质点A到 =1处，必须经过 

两次向右，一次向左移动，所以P= ·( ) ·÷ 
：  

9‘ 

(2)2秒后，质点A、B同时在点 ：2处，必须质 

点A两次向右，且质点B一次向左、一次向右，故P= 

2 2 pl 2 l l6 

3 3 3 3 — 81 

(3)设第n秒后，质点C在 =1处的概率为 ， 

质点C在x：0处的概率为y ，由题意町知 

l 
xn+l n yn’ 

由 +y =l，得 。=l一 ， 

．

·

．3 。一2 ÷(3 一2)． 
NIt,f3 一21是首项为3 。一2=3× 一2 

’ l1 

=一下，公比为一÷的等比数列． 

于是得 = 2+(一÷)“]， 

故当n=8 ． 

所以8秒后质点c在 =l处b⋯⋯~，．21
5

7 1
． 

例6 如图，某人 

从止AABC的顶点 开 

始掷一个骰子，然后把 
一

个棋子从一个顶点沿 

着一条边移到下一个顶 

点，如果骰子出现偶数 _ 峥  c 

点就沿着图中箭头方向移动，如果骰子出现奇数点， 

就沿与箭头相反的方向移动，由此试回答以下问题： 

(1)分别掷第一次、第二次及第一次，求每次棋 

子移动到A、B、C的概率各是多少? 

(2)由(1)归纳出第， 次棋子移到A、C点的概 

率之间的关系，并说叫理由； 

(3)设棋子第n次移到A、B、C各点的概率分另0 

为P 、g 、r̂，证明：limp =limq =limr = 1． 

解析 (1)若掷出1、3、5点移向左邻顶点，掷出 

2、4、6点则移向右邻顶点，故这些移法的概率都为 

÷，停在同一顶点的概率都为0，因此经第一次移动 

到B的概率为0，移到A、C的概率都为 1． 

经两次移到A，只可能是经C到A，它的概率是 

÷×÷= 1；移到c，即经A到c的概率与上相同， 

也是÷；移到B是经A到B或经C到B，其概率为一 1 

l l l l 

丁 

经三三次移到A，只l廿』能是B或C移米，其概率为 

(÷+÷)×÷= 3，由此列出下表 
A 日 C 

l l 第
一 次 0 2 2 

l l l 第二次 
4 2 4 

3 l 3 第三次 
8 4 8 

(2)由(1)可归纳出第n次移到 、c的概率总 

是相等的．设第n次移剑A、 、c点的概率分别为P 、 

g 厂n，由题意可知，第n次移到A时，是由第n一1次 

的 或c移来， 

．

·

． P ：÷(q．-。+r̂一。)． ·’·n — ( 1 r̂一1)· 

同理rn：÷(p + 一 )． 

两式相减得P 一r =÷(rJI- 一P一)． 

1 1 
’

_’Pl l ，p2 r2 ， 

．

’

． P = r ． 

(3)由(2)知P =r ，由此得P =In 

．

·

． P ：士(g 一。+P 一。)． ·’·n=．= (gn—l+n—1)· 
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。

．‘P 一l q 一l+r 一1：1，由P 一l=rn-l 

g 一】： 1—2p 
一  

代入p ：— 1(q +P
．-i)化简得 

P = — 
1(1

- P．-I、， 

整理可得p 一了1：一 (p 一了1)
． 

从而知数列{P 一了1 l是首项为p
， 一 一 

1
=  

公比为 一— 1的等比数列
， 

．

‘  

一 ÷= c一寺)，-～， ·‘·pn一丁 (一 ) ， 

故 一 +吉(一 1 ， 
q =1．2P =l一2I了1 1(一 1) 

： 上 一上(一上)一
．3 3 2 、 ， ‘ 

又 r =P ， 

．

·

． p 
， 

=  = ÷． ， ∞ 一∞ ⋯ j 

破解一类综合题的几种途径 

管宏斌 
(江苏省通州高级中学 226300) 

高中数学中，绝对值问题是一颗璀璨的“明 

珠”，可谓常考常新，在2004年各地高考数学试卷中 

既受命题者的青睐．其中它与二次函数的综合，更是 

一 曲优美的“交响乐”，成为高考中的“新宠”．绝对 

值和二次函数所构成的综合题，由于它们在知识上 

具有综合性，题型上具有新颖性，解题方法上具有灵 

活性，思维方式上具有抽象性，所以高考命题者常 

“乐此不疲”地去编制该类试题，但学习者对此却往 

往不得要领，这类综合题由此“曲高和寡”而难以 

“亲近”．本文从求解策略出发，就近年来各类考试中 

的部分相关考题，进行分类剖析，权作抛砖，以期广 

大师生能够从中受到肩发，进而归纳出一般解题思 

考方法． 

1 巧启公式——化繁难 

公式l 0 l—l b I≤1 0±b I≤1 0 I+I b I在处理 

含绝对值问题时的作用有时是不可替代的，求解中 

常用于不等式放缩、求最值等，思路简洁、明快，解法 

自然、迅捷． 

例1 已知_厂( )= +O．X+b与 轴两交点的 

横坐标为 1、 2，若f 0f+f b f<1，求证：f l f<1且 

I 2 I< 1． 

解 由韦达定理知J ’ X2 一。’则 
tx1 2 b， 

f l 2‘ ’代入I。I+I b l<l，得 
Ll ． ，I=I b I． 

I l+ 2 I+I l 2 l< 1． 

又 J f J-I 2 I≤J l+ 2 I， 

．

‘

．
I l I—l 2 I+I l 2 I≤I l+ 2 I+I 1 2 l 

< 1， 

即 I l I-I 2 I+I l I I 2 I<1，则 

I l l(1+I 2 1)<1+I 2 I． 

又 ‘．‘1+I 2 l>0，．‘．1 l I<L 

同理可知 I 2 I<1． 

例2 函数_厂( )=O,X + +c(0≠0)，若函数 

_厂( )的图像与直线Y= 和)，=一 均无公共点，求 

证： 

(1)4ac—b >1； 

(2)对一切实数 ，恒有 1 0 + +c I> 

’ 

分析 (1)略． 

㈦  +c-= + + 

由(1)可知。( + )。与 非异号， 

·

． 地+c-=I。c +乏 I+I 
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