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20 1 4年 上 海 市 初 三 数 学 竞 赛 

中图分类号：c424．79 文献标识码：A 文章编号：1005—6416(2015)04—0019一o5 

【说明】解答本试卷可使用科学计算器． 

一

、填空题(每小题 1O分，共 8O分) 

1．化简： =一  
口 一 I nD l+ D 

2．若 + ：0，三 +Y =b，羔+ =c， 
z Y z Y 

贝0(b+c一0)(c+0—6)(0+b—c)=一  

3．已知 四边 形 ABCD 为 等 腰梯 形， 

AB／／CD，AB=6，CD：16．△ACE为直角三 

角形， AEC=90。，CE=BC=AD．则 AE的 

长为一  

4．方程 

xyz+ + + + +Y+ ：2 014 

的非负整数解( ，Y，z)有— — 组． 

5．在△ABC中，已知 ABC=44。，D为 

边 BC上的一点，满足 DC=2AB， BAD= 

24。．则 ACB的大小为— —_． 

6．在直角坐标平面 0y上，由不等式组 

r l引 ≤2， 

{l yl≤2， 

¨I l—I YlI≤1 

确定的区域面积为 

7．使得关于 的方程 
．

_' 一 

0 + +1—13口 =0 

有两个整数根的所有正实数 口为— — ． 

8．设2 014 的所有正约数为 d，，d：，⋯， 

d ．则 

显然，在 300个单位中， 时间内事故发 

生不少于4的概率居然等于0．815 0(它几乎 

接近 1)，换言之，该事件发生的可能并不小， 

这也许超乎人们的想像，但它是千真万确的 

(数学计算不会欺骗人)． 

再来看一个更简单、通俗的例子． 

袋子中有 0个黑球，b个白球．现从袋中 

摸球．若第一次摸出黑球后放回袋中，求第二 

次仍然摸出黑球的概率． 

设 为第一次摸出黑球的事件， 为第 

二次摸出黑球事件．则不难算出 

P(A)= ， 

P(B)=P(AB)+P(AB) 

a b 口 a 口 
=  +  = ～ ． 

a+b 口+b’n+b 口+b 口+b。 

显然，第二次摸到黑球的概率与第一次 

摸到黑球的概率相同． 

这个例子说明：若第一次发生了某事件， 

第二次再发生的可能与之相同． 

以上两例多少可以解释为何小概率事件 

接连发生的概率并不小的这一事实． 

这个事实也警示人们，当某事故发生后， 

要提高警惕，严防类似事故再起． 

参考文献： 

[1] 钟开莱．初等概率论[M]．北京：人民教育出版社， 

1980． 

[2] 吴振奎 等．高等数学解题全攻略[M]．哈尔滨工业 

大学出版社。2013． 
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二、解答题(共70分) 

9．(15分)解关于 的方程 

厮 一 ：(。+1) 

l0．(15分)如图1，在凸四边形ABCD中， 

已知 ABC+／ CDA=300。，AB·CD=BC·AD． 

证明：AB·CD=AC·BD． 

p 
／／ A 

B 

图 1 

11．(20分)已知边长为 a的正方形 

ABCD的内部有 n个圆，每个圆的面积均不大 

于 1，且与正方形 ABCD的边平行的直线均 

至多与一个圆相交．证明：这 n个圆的面积之 

和小于a． 

12．(2O分)证明：(1)可以将全体正整 

数分成三组 A 、 、 ，，使得对每一个整数 

n≥15，在 、A：、A3的每一组中均能取出两 

个不同的数，其和为n． 

(2)将全体正整数任意分成四组 。、 、 

3、A4，则存在整数 n≥15，在 A1、A2、A3、 4中 
一 定有一组 ，在 中不存在两个不同的 

数，其和为 n． 

参 考 答 案 

一

、1． 

b， 

a+b． 

(a一6) 
a+b ’ 

a ， 

a=0，b≠0； 

ab>0； 

ab<0； 

a≠O．b=0． 

原式：鲁 
一 ( 二 !：( ± ) 
一

(I a I—I b I) 

b， 

a+b， 

(a—b) 
口+b ’ 

a ， 

2．8． 

注意到， 

a=0，b≠O； 

ab>0； 

ab<0； 

a≠O．b=0． 

类似地，c+口一6：塾
，。+6一c： ． 

故(b+C—a)(C+a—b)(a+b—C) 

：  ． ．

2I
：8． 

Y 

3．4 ． 

如图 2，过 A作 

AF上 CD于点 则 

DF=5．CF=11． 

设 CE=BC 

：

AD ： ． D 

于是， C2= +AE ， 图2 

AC ：A +11 ： 2—5 +1 1 
． 

故 +4E2= 一5 +11 

AE =96 AE=4 ． 

4．27． 

原方程可变形为 

( +1)(Y+1)( +1)=2 015=5×13~31． 

若 、y、z均为正整数，则有 1 X 2 X 3=6 

组解； 

若 x,y、 中有一个为零，另两个为正整 

数，则有 3×6=18组解； -- 

若 、 z中有两个为零，一个为正整数， 

则有 3组解； 

故原方程有6+18+3=27组非负整数解． 

5．22o． 

压 

一 

+ 

一 

—y 

+ 

一 

+ 

+ 

— 

： 

0 

一 ． 

C “一y 墨y = 
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易知， ADC=44。+24。=68。． 

如图 3，作射 

线 AK，使 DAK 

= 68O 7且与 DC交 

于点 

A 

D K C 

则 K：DK． 图 

由 AKD=180。一2×68。= B，知 

AK=AB． 

故 DK=AB． 

因为DC=2AB，所以， 

KC=AB=／4K， C=÷ AKD=22。． 
二  

6．12． 

显然，区域既关于 轴对称，又关于Y轴 

对称．因此，可先假定 I>0，y≥0． 

r0≤ ≤2， 

由{o≤y≤2， 画出区域在第一象限 

． 

【一1≤ 一 ≤l 

(包括坐标轴)的部分，再对称作出整个区 

域，如图4． 

／／1 

__j 

所求区域的面积是边长为4的正方形面 

积减去八个腰长为 1的等腰直角三角形面 

积，即4 一8× 1=12
． 

7 、}． 
设两个整数根为 、卢．则由 + =一 1 

为整数，知正数 a=一1(n为正整数)． 

于是，原方程可写成 

+ +n 一13=0． 

由A= 一4( 一13)=52—3n >10 

n
z≤ 

．  

因此，n可取 1、2、3、4． 

当 n=1时，原方程为 x + 一12=0，有 

两个整数根； 

当n=2时，原方程为 +2x一9=0，无 

整数根； 

当n=3时，原方程为 +3 一4=0，有 

两个整数根； 

当n=4时，原方程为 +4 +3=0，有 

两个整数根． 

从而，口可取 1、 1
、 

1
． 

8． 27
． 

注意到，2 014 =2 ×19 ×53 ． 

于是，2 014 的正约数有(2+1) =27 

个，即 =27． 

不妨设 1=d1<d2<⋯<d27=2 014 ． 

从而，d d28一 =2 014 (i=1，2，⋯，27)． 

则 1 + 

d‘+d28
一  

+2×2 014 
== ～  

dfl28一 +2 014(d + 8一 )+2 014 

一  

。

2 014‘ 

故 + 1 +．．，+丽 1 

=  [( + 1 )+ 

( 1 —d26+2—014 1+⋯+ 
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( + )] 
=  

1 ×27× 1
=  

27
． 

·． 

+ 一 ： a+1) 

-==—— ：口 丽 、 

甘  + ： ． 

≥l 

① 

② 

③ 

此时，① +②得 

2 =。+ 
a 

j  =(a22+。1／／ ． 

将 =＼a
2口

+1／
／ 代入式①，并结合式③得 

左边 = 2
一  

：
盟

一  ： a
一

： 右边．2 =一 一一 = = 1，J． 
a 2a 一 ’ 

所以，戈=(a22+口1／J 为原方程的解． 
综上，当且仅当0<a≤1时，方程有解 

= ( 

，

’ 

、、 

—, ／~
—

D 
7 ’A 

c— — B 

图 5 

由 ABC+ CDA=300。，得 

D + BCD =360。一300。=60。． 

于是， DCE=60。一 BCD： BAD． 

又由题设知 

AB AD AB AD 
一 ‘。。～ 一  

BC CD CE CD‘ 

则△ABD∽△ CED 

：  ：  
，L ADB： CDE． 。’。～ 一  一 ， CE CD ED’ L ‘ 

于是， BDE= ADC． 

故△BDE∽△ADC 

BD AD BD AD 
’。 ⋯ 一 一 一  

BE AC BC AC 

j  AC·BD =BC·AD 

AB·CJD=AC·BD． 

11．设第 i(i=1，2，⋯，n)个圆的直径为 

df．则该圆的面积 S = 口2 ． 

由题设知 ．s ≤1． 

若 d >1，则 Sf≤1<d ； 

若0<d ≤1，则S =私≤ < ． 
故．sl+．s2+⋯+．s <dl+ +⋯+d ．① 

如图6，将这 rt个圆 

垂直投影到边 AB上，得 

到长为 d ，d ，⋯，d 的11, 

条线段，由于与正方形 

ABCD的边平行的直线至 

多与一个圆相交，于是， 图6 
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这 儿条线段除端点外两两不相交．从而， 

dl+d2+⋯ +d ≤A =a． ② 

结合式①、②得 

|s1+Js2+⋯ +S <a． 

12．(1)将全体正整数分成如下三组： 

A1={1，2，3，3×3+3，3 X 4+3，⋯}， 

A2={4，5，6，3×3+2，3×4+2，⋯}， 

A3={7，8，9，3×3+1，3×4+1，⋯}． 

下面证明：对每一个整数 n≥15，在A．、 

A 、 的每一组中均能取出两个不同的数， 

其和为 n． 

对于整数 ≥15，可写成 3 +4、3尼+5、 

3后+6(kI>3)中的一种，即可表示成 ．中两 

个不同数 的和；也 可写成 3 +6、3k+7、 

3 +8( ≥3)中的一种，即可以表示成 中 

两个不 同数的和；又可写成 7+8、7+9或 

3后+8、3 +9、3k+1O(kI>3)中的一种，即可 

表示成A 中两个不同数的和． 

(2)证法 1 用反证法． 

若不然，则存在一种将全体正整数分成 

四个组 A 、 ：、 ，、A 的一种分法，使得对每 

一 个整数 n≥15，A (i=1，2，3，4)中均存在 

两个不同的数，其和为 n． 

将 、 2、A3、A 中小于或等于 23的数 

组成的数组分别记为 B。、曰：、B，、 ，则 曰。、 

：、 、 中数的个数和为 23，并且对每个 

i(i=1，2，3，4)，15，16，⋯，24这十个数均为 

中两个不同数的和，故 中至少有五个数 

(因为四个数两两不同的和至多六种可能)． 

从而， ，、 、B 、 中有一个恰有五个数(否 

则，B。、曰：、日 、 中数的个数和大于或等于 

4×6=24>23)． 

不妨设 。有五个数，记B。={口，b，C，d，e}． 

则A。中的两个不同数的和表示15，l6，⋯，24 

恰为 曰。中五个数的两两和．于是， 

4(口+b+c+d+e)=15+16+⋯ +24， 

即 4(a+b+C+d+e)=195， 

矛盾． 

证法 2 用反证法． 

若不然，则存在一种将全体正整数分成 

四个组 、 ：、A 、A 的一种分法，使得对每 

一 个整数 n≥15，A (i=1，2，3，4)中均存在两 

个不同的数，其和为 n． 

若 l5，16，⋯，2o能表示成 a+b(a、b均为 

正整数，a≠6)的形式，则a、b均不超过 19． 

在 1，2，⋯，19中，由抽屉原理，知存在某 

个 (不妨设为 。)，它至多含有这 19个数 

中的四个数，记A，中不超过 l9的四个数为 

a、b、C、d(a<b<c<d)．则 a、b、C、d的两两和 

为 15、l6、17、18、19、20． 

故 a+b=15，a+c=16， 

b+d=19，c+d=20， 

{a+d，b+c}={17，18}． 

所以，d—a=4． 

由d—a为偶数，知 0+d为偶数．’ 

因此 ，a+d=18． 

从而，b+C=17． 

于是，a=7，b=8，c=9，d=l1． 

由于 不含 1，故 21不能表示成 A。中 

两个不同数的和，矛盾． 

(熊 斌 顾鸿达 李大元 刘鸿坤 

叶声扬 命题) 


