智浪教育--普惠英才文库

几何三大变换之旋转探讨

轴对称、平移、旋转是平面几何的三大变换。旋转变换是指在同一平面内，将一个图形（含点、线、面）整体绕一固定点旋转一个定角，这样的图形变换叫做图形的旋转变换，简称旋转。旋转由旋转中心、旋转的方向和角度决定。经过旋转，旋转前后图形的形状、大小不变，只是位置发生改变；旋转前、后图形的对应点到旋转中心的距离相等，即旋转中心在对应点所连线段的垂直平分线上； 旋转前、后的图形对应点与旋转中心所连线段的夹角等于旋转角。

把一个图形绕着某一定点旋转一个角度360°/n(n为大于1的正整数)后，与初始的图形重合，这种图形就叫做旋转对称图形，这个定点就叫做旋转对称中心，旋转的角度叫做旋转角。 

特别地，中心对称也是旋转对称的一种的特别形式。把一个图形绕着某一点旋转180°，如果它能与另一个图形重合，那么就说这两个图形关于这个点对称或中心对称，这个点叫做对称中心，这两个图形的对应点叫做关于中心的对称点。如果把一个图形绕某一点旋转180度后能与自身重合，这个图形是中心对称图形。

在初中数学以及日常生活中有着大量的旋转变换的知识，是中考数学的必考内容。

结合2011和2012年全国各地中考的实例，我们从下面九方面探讨旋转变换：（1）中心对称和中心对称图形；（2）构造旋转图形；（3）有关点的旋转；（4）有关直线（线段）的旋转；（5）有关等腰（边）三角形的旋转；（6）有关直角三角形的旋转；（7）有关平行四边形、矩形、菱形的旋转；（8）有关正方形的旋转；（9）有关其它图形的旋转。

一、中心对称和中心对称图形：

典型例题：例1. （2012天津市3分）下列标志中，可以看作是中心对称图形的是【    】

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


   SHAPE  \* MERGEFORMAT 


   SHAPE  \* MERGEFORMAT 


   SHAPE  \* MERGEFORMAT 



【答案】B。

【考点】中心对称图形。

【分析】根据中心对称图形的概念：把一个图形绕某一点旋转180°，如果旋转后的图形能够与原来的图形重合，那么这个图形就叫做中心对称图形，由此结合各图形的特点求解：A、C、D都不符合中心对称的定义。故选B。

例2. （2012上海市4分）在下列图形中，为中心对称图形的是【    】

　
A．
等腰梯形
B．
平行四边形
C．
正五边形
D．
等腰三角形

【答案】B。

【考点】中心对称图形。
【分析】根据中心对称图形的概念，中心对称图形是图形沿对称中心旋转180度后与原图重合。因此，等腰梯形、正五边形、等腰三角形都不符合；是中心对称图形的只有平行四边形．故选B。

例3. （2012广东深圳3分）下列图形中，既是轴对称图形，又是中心对称图形的是【    】

[image: image5.jpg]


         [image: image6.jpg]



【答案】A。

【考点】中心对称和轴对称图形。

【分析】根据轴对称图形与中心对称图形的概念，轴对称图形两部分沿对称轴折叠后可重合；中心对称图形是图形沿对称中心旋转180度后与原图重合。因此，

A．既是轴对称图形，又是中心对称图形，选项正确；

B．既不是轴对称图形，也不是中心对称图形，选项错误；

C.是轴对称图形，不是中心对称图形，选项错误；

D.不是轴对称图形，是中心对称图形，选项错误。

故选A。

例4. （2012福建宁德4分）下列两个电子数字成中心对称的是【    】
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【答案】A。

【考点】中心对称图形。

【分析】根据中心对称图形的概念，中心对称图形是图形沿对称中心旋转180度后与原图重合。因此，符合条件的只有A。故选A。

例5. （2012湖北随州4分）下列图形：①等腰梯形，②菱形，③函数
[image: image8.wmf]1

y=

x

的图象，④函数y=kx+b(k≠0)的图象，其中既是轴对称图形又是中心对称图形的有【    】

  A．①②    B.①③    C.①②③    D.②③④

【答案】D。

【考点】轴对称图形和中心对称图形。

【分析】根据轴对称图形与中心对称图形的概念，轴对称图形两部分沿对称轴折叠后可重合；中心对称图形是图形沿对称中心旋转180度后与原图重合。因此，

①等腰梯形，是轴对称图形，不是中心对称图形，故本小题错误；

②菱形，既是轴对称图形又是中心对称图形，故本小题正确；

③函数
[image: image9.wmf]1
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图象是双曲线，既是轴对称图形又是中心对称图形，故本小题正确；

④函数y=kx+b（k≠0）图象是直线，既是轴对称图形又是中心对称图形，故本小题正确。

综上所述，既是轴对称图形又是中心对称图形有②③④。故选D。

例6. （2012山东德州4分）在四边形ABCD中，AB=CD，要使四边形ABCD是中心对称图形，只需添加一个条件，这个条件可以是　 ▲ 　．（只要填写一种情况）

【答案】AD=BC（答案不唯一）。

【考点】中心对称图形，平行四边形的判定。
【分析】根据平行四边形是中心对称图形，可以针对平行四边形的各种判定方法，给出相应的条件，得出此四边形是中心对称图形：
∵AB=CD，∴当AD=BC时，根据两组对边分别相等的四边形是平行四边形。

当AB∥CD时，根据一组对边平行且相等的四边形是平行四边形。

      当∠B+∠C=180°或∠A+∠D=180°时，四边形ABCD是平行四边形。

故此时是中心对称图形。

故答案为：AD=BC或AB∥CD或∠B+∠C=180°或∠A+∠D=180°等（答案不唯一）。

例7. （2012四川宜宾3分）如图，在平面直角坐标系中，将△ABC绕点P旋转180°得到△DEF，则点P的坐标为   ▲   ．

[image: image10.png]



[image: image1]【答案】（﹣1，﹣1）。

【考点】坐标与图形的旋转变化，中心对称的性质。
【分析】∵将△ABC绕点P旋转180°得到△DEF，

        ∴△ABC和△DEF关于点P中心对称。

        ∴连接AD，CF，二者交点即为点P。

        由图知，P（﹣1，﹣1）。

        或由A（0，1），D（﹣2，﹣3），根据对应点到旋转中心的距离相等的性质得点P的坐标为

（
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），即（﹣1，﹣1）。

练习题：

1. （2012重庆市4分）下列图形中，是轴对称图形的是【    】

　　A．[image: image12.png]


　　B．[image: image13.png]


　　C．[image: image14.png]


　　D．[image: image15.png]



2.（2012广东珠海3分）下列图形中不是中心对称图形的是【    】    

A.矩形            B.菱形         C.平行四边形         D.正五边形

3. （2012江苏盐城3分）下列图形中，既是轴对称图形又是中心对称图形的是【    】

[image: image16.png]



4.（2012四川达州3分）下列几何图形中，对称性与其它图形不同的是【    】
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5.（2012河南省3分）如下是一种电子记分牌呈现的数字图形，其中既是轴对称图形又是中心对称图形的是【    】

A．[image: image18.png]


      B．[image: image19.png]


      C．[image: image20.png]


      D．[image: image21.png]



6.（2012黑龙江大庆3分）下列哪个函数的图象不是中心对称图形【    】

A.
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7.（2011云南曲靖3分）小明、小辉两家所在位置关于学校中心对称。如果小明家距学校2公里，那么他们两家相距   ▲   公里；

二、构造旋转图形：

典型例题：例1. （2012浙江丽水、金华3分）在方格纸中，选择标有序号①②③④中的一个小正方形涂黑，与图中阴影部分构成中心对称图形．该小正方形的序号是【    】

[image: image26.png]



　　A．①　　B．②　　C．③　　D．④

【答案】B。

[image: image728.png]


【考点】中心对称图形。
【分析】根据中心对称图形的概念，中心对称图形是图形沿对称中心旋转180度后与原图重合。因此，通过观察发现，当涂黑②时，所形成的图形关于点A中心对称。故选B。

例2. （2012福建三明8分）如图，已知△ABC三个顶点的坐标分别为A（－2，－1），B（－3，－3），

C（－1，－3）.

①画出△ABC关于x轴对称的△A1B1C1，并写出点A1的坐标；（4分）

②画出△ABC关于原点O对称的△A2B2C2，并写出点A2的坐标.（4分）

[image: image27.png]



【答案】解：①如图所示，A1（－2，1）。

②如图所示，A2（2，1）。 

[image: image28.png]BEF T EERE




【考点】轴对称和中心对称作图。
【分析】根据轴对称和中心对称的性质作图，写出A1、A2的坐标。
例3.（2012海南省8分）如图，在正方形网络中，△ABC的三个顶点都在格点上，点A、B、C的坐标分别为（－2，4）、（－2，0）、（－4，1），结合所给的平面直角坐标系解答下列问题：

（1）画出△ABC关于原点O对称的△A1B1C1.

（2）平移△ABC，使点A移动到点A2（0，2），画出平移后的△A2B2C2并写出点B2、C2的坐标.

（3）在△ABC、△A1B1C1、△A2B2C2中，△A2B2C2与          成中心对称，其对称中心的坐标为        .
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【答案】解：（1）△ABC关于原点O对称的△A1B1C1如图所示：
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（2）平移后的△A2B2C2如图所示：
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    点B2、C2的坐标分别为（0，－2），（－2，－1）。

（3）△A1B1C1；（1，－1）。

[image: image729.png]BT EEHE



【考点】网格问题，作图（中心对称变换和平移变换），中心对称和平移的性质。
【分析】（1）根据中心对称的性质，作出A、B、C三点关于原点的对称点A1、B1、C1，连接即可。

        （2）根据平移的性质，点A（－2，4）→A2（0，2），横坐标加2，纵坐标减2，所以将B（－2，0）、C（－4，1）横坐标加2，纵坐标减2得到B2（0，－2）、C2（－2，－1），连接即可。

        （3）如图所示。

例4. （2012江苏泰州10分）如图，在边长为1个单位长度的小正方形组成的网格中，△ABC的顶点A、B、C在小正方形的顶点上，将△ABC向下平移4个单位、再向右平移3个单位得到△A1B1C1，然后将△A1B1C1绕点A1顺时针旋转90°得到△A1B2C2．

（1）在网格中画出△A1B1C1和△A1B2C2；

（2）计算线段AC在变换到A1C2的过程中扫过区域的面积（重叠部分不重复计算）
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【答案】解：（1）如图所示：
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（2）∵图中是边长为1个单位长度的小正方形组成的网格，

∴
[image: image34.wmf]22
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∵将△ABC向下平移4个单位AC所扫过的面积是以4为底，以2为高的平行四边形的面积：4×2=8。

再向右平移3个单位AC所扫过的面积是以3为底，以2为高的平行四边形的面积：4×2=6。

当△A1B1C1绕点A1顺时针旋转90°到△A1B2C2时，A1C1所扫过的面积是以A1为圆心以以
[image: image35.wmf]2 2

为半径，圆心角为90°的扇形的面积，重叠部分是以A1为圆心，以
[image: image36.wmf]2 2

为半径，圆心角为45°的扇形的面积，去掉重叠部分，面积为：
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         ∴线段AC在变换到A1C2的过程中扫过区域的面积=8＋6＋π×=14+π。

【考点】作图（平移和旋转变换），平移和旋转的性质，网格问题，勾股定理，平行四边形面积和扇形面积的计算。
【分析】（1）根据图形平移及旋转的性质画出△A1B1C1及△A1B2C2即可。
 （2）画出图形，根据图形平移及旋转的性质分三部分求取面积。 

例5.（2012江苏常州6分）在平面直角坐标系xOy中，已知△ABC和△DEF的顶点坐标分别为A（1，0）、B（3，0）、C（2，1）、D（4，3）、E（6，5）、F（4，7）。按下列要求画图：以点O为位似中心，将△ABC向y轴左侧按比例尺2：1放大得△ABC的位似图形△A1B1C1，并解决下列问题：

（1）顶点A1的坐标为    ▲    ，B1的坐标为    ▲    ，C1的坐标为    ▲    ；

（2）请你利用旋转、平移两种变换，使△A1B1C1通过变换后得到△A2B2C2，且△A2B2C2恰与△DEF拼接成一个平行四边形（非正方形）。写出符合要求的变换过程。
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【答案】解：作图如下： 
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          （1）（－2，0），（－6，0），（－4，－2）。

          （2）符合要求的变换有两种情况：

               情况1：如图1，变换过程如下： 

               将△A2B2C2向右平移12个单位，再向上平移5个单位；再以B1为中心顺时针旋转900。

情况2：如图2，变换过程如下： 

               将△A2B2C2向右平移8个单位，再向上平移5个单位；再以A1为中心顺时针旋转900。
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【考点】作图（位似、平移和旋转）网格问题，位似的性质，平移的性质，旋转的性质。

【分析】（1）作位似变换的图形的依据是相似的性质，基本作法是：①先确定图形的位似中心；②利用相似图形的比例关系作出关键点的对应点；③按原图形中的方式顺次连接对应点．要注意有两种情况，图形在位似中心的同侧或在位似中心的两侧。

        （2）作平移变换时，找关键点的对应点也是关键的一步．平移作图的一般步骤为：①确定平移的方向和距离，先确定一组对应点；②确定图形中的关键点；③利用第一组对应点和平移的性质确定图中所有关键点的对应点；④按原图形顺序依次连接对应点，所得到的图形即为平移后的图形。

作旋转变换时，找准旋转中心和旋转角度。

例6. （2012福建漳州8分）利用对称性可设计出美丽的图案．在边长为1的方格纸中,有如图所示的四边

形(顶点都在格点上)．    

(1)先作出该四边形关于直线
[image: image41.wmf]l

成轴对称的图形，再作出你所作的图形连同原四边形绕O点按顺时针方向旋转90o后的图形；

(2)完成上述设计后，整个图案的面积等于_________．

[image: image42.png]



【答案】解：（1）作图如图所示：

[image: image43.png]



先作出关于直线l的对称图形；再作出所作的图形连同原四边形绕O点按顺时针方向

旋转90°后的图形。

（2）20。

【考点】利用旋转设计图案，利用轴对称设计图案。
【分析】（1）根据图形对称的性质先作出关于直线l的对称图形，再作出所作的图形连同原四边形绕0点按顺时针方向旋转90°后的图形即可。

（2）先利用割补法求出原图形的面积，由图形旋转及对称的性质可知经过旋转与轴对称所得图形与原图形全等即可得出结论。

∵边长为1的方格纸中一个方格的面积是1，∴原图形的面积为5。

∴整个图案的面积=4×5=20。

例7. （2012福建福州7分）如图，方格纸中的每个小方格是边长为1个单位长度的正方形．

       ① 画出将Rt△ABC向右平移5个单位长度后的Rt△A1B1C1；

       ② 再将Rt△A1B1C1绕点C1顺时针旋转90°，画出旋转后的Rt△A2B2C1，并求出旋转过程中线段

A1C1所扫过的面积(结果保留π)．

[image: image44.png]



【答案】解：① 如图所示；

② 如图所示；

[image: image45.png]



在旋转过程中，线段A1C1所扫过的面积等于 eq \f(90·π·42,360)＝4π。

【考点】平移变换和旋转变换作图，扇形面积的计算。

【分析】根据图形平移的性质画出平移后的图形，再根据在旋转过程中，线段A1C1所扫过的面积等于以点C1为圆心，以A1C1为半径，圆心角为90度的扇形的面积，再根据扇形的面积公式进行解答即可。
例8. （2012四川南充3分）如图，四边形ABCD中，∠BAD=∠BCD=900,AB=AD,若四边形ABCD的面积是24cm2.则AC长是    ▲    cm. 

[image: image46.png]



【答案】4
[image: image47.wmf]3

。

[image: image731.png]RTBET EEHE



【考点】等腰直角三角形的性质，旋转的性质，勾股定理。
【分析】如图，将△ADC旋转至△ABE处，则△AEC的面积和四边形ABCD的面积一样多为24cm2，,这时三角形△AEC为等腰直角三角形，作边EC上的高AF，则AF=
[image: image48.wmf]1

2

EC=FC, 
∴ S△AEC= 
[image: image49.wmf]1

2

AF·EC=AF2=24 。∴AF2=24。

[image: image732.png]BREBPTEERE



∴AC2=2AF2=48  AC=4
[image: image50.wmf]3

。

练习题：

1. （2012湖南张家界6分）如图，在方格纸中，以格点连线为边的三角形叫格点三角形，请按要求完成下列操作：先将格点△ABC向右平移4个单位得到△A1B1C1，再将△A1B1C1绕点C1点旋转180°得到△A2B2C2．

[image: image51.png]



2.（2012贵州六盘水10分）如图，方格纸中的每个小方格都是边长为1个单位的正方形．Rt△ABC的顶点均在格点上，建立平面直角坐标系后，点A的坐标为（﹣4，1），点B的坐标为（﹣1，1）．

（1）先将Rt△ABC向右平移5个单位，再向下平移1个单位后得到Rt△A1B1C1．试在图中画出图形Rt△A1B1C1，并写出A1的坐标；

（2）将Rt△A1B1C1绕点A1顺时针旋转90°后得到Rt△A2B2C2，试在图中画出图形Rt△A2B2C2．并计算Rt△A1B1C1在上述旋转过程中C1所经过的路程．

[image: image52.png]



3.（吉林省6分）如图所示，在7×6的正方形网格中，选取14个格点，以其中三个格点为顶点一画出
[image: image53.wmf]D

ABC,

请你以选取的格点为顶点再画出一个三角形，且分别满足下列条件：

图①中所画的三角形与
[image: image54.wmf]D

ABC组成的图形是轴对称图形。

图②中所画的三角形与
[image: image55.wmf]D

ABC组成的图形是中心对称图形。

图③中所画的三角形与
[image: image56.wmf]D

ABC的面积相等，但不全等。
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4.（2011浙江绍兴8分）分别按下列要求解答：

（1）在图1中．作出⊙O关于直线l成轴对称的图形；

（2）在图2中．作出△ABC关于点P成中心对称的图形．

[image: image61.png]



5.（2011辽宁抚顺10分）如图，在边长为1个单位长度的小正方形组成的网格中，△ABC与△DEF关于点O成中心对称，△ABC与△DEF的顶点均在格点上，请按要求完成下列各题．

(1)在图中画出点O的位置．

(2)将△ABC先向右平移4个单位长度，再向下平移2个单位长度，得到△A1B1C1，请画出△A1B1C1；

(3)在网格中画出格点M，使A1M平分∠B1A1C1.
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6.（2011辽宁阜新10分）如图，在边长为1的小正方形组成的网格，直角梯形ABEF的顶点均在格点上，

请按要求完成下列各题：

（1）请在图中拼上一个直角梯形，使它与梯形ABEF构成一个等腰梯形ABCD；

（2）将等腰梯形ABCD绕点C按顺时针方向旋转90°，画出相应的图形A1B1CD1；

（3）求点A旋转到点A1时，点A所经过的路线长．（结果保留π）

[image: image63.png]o e
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7. （2011黑龙江省绥化、齐齐哈尔、黑河、大兴安岭、鸡西6分）如图，每个小方格都是边长为1个单位长度的小正方形．

（1）将△ABC向右平移3个单位长度，画出平移后的△A1B1C1．

（2）将△ABC绕点O旋转180°，画出旋转后的△A2B2C2．

（3）画出一条直线将△AC1A2的面积分成相等的两部分．

[image: image64.png]L1l





8.（2011广东台山10分）如图，在5×5的正方形网格中，每个小正方形的边长都为1，请在所给网格中按下

列要求画出图形。

从点A出发的一条线段AB，使它的另一个端点落在格点（即小方形的顶点）上，且长度为
[image: image65.wmf]2

2

；

   （2）以（1）中的AB为边的一个等腰三角形ABC，使点C在格点上，且另两边的长都是无理数；

   （3）以（1）中的AB为边的两个凸多边形，使它们都是中心对称图形且不全等，其顶点都在格点

上，各边长都是无理数。

[image: image66.png]



9.（2011湖北孝感8分）如图所示，网格中每个小正方形的边长为1，请你认真观察图（1）中的三个网格

中阴影部分构成的图案，解答下列问题：

[image: image67.emf]
                               图（1）                          图（2）

（1）这三个图案都具有以下共同特征：都是______对称图形，都不是____对称图形. （4分）

（2）请在图（2）中设计出一个面积为4，且具备上述特征的图案，要求所画图案不能与图（1）中所

给出的图案相同. （4分）

10. （2011四川巴中8分） 在如图所示的方格纸中，每个小正方形的边长都是l，△ABC与△
[image: image68.wmf]A'B'C'

成中心对称。

[image: image69.png]



(1)画出对称中心O；

(2)画出将△
[image: image70.wmf]A'B'C'

沿直线MN向上平移5格得到的△
[image: image71.wmf]A''B''C''

：

(3)要使△
[image: image72.wmf]A''B''C''

与△
[image: image73.wmf]CC'C''

重合，则△
[image: image74.wmf]A''B''C''

绕点
[image: image75.wmf]C''

沿顺时针方向旋转，至少旋转多少度?(直接写出答案)

11.（2011山东烟台4分）如图，三个边长均为2的正方形重叠在一起，O1、O2是其中两个正方形的中心，则阴影部分的面积是     ▲     .

[image: image76.png]



三、有关点的旋转：

典型例题：例1. （2012广东梅州7分）如图，在边长为1的正方形组成的网格中，△AOB的顶点均在格点上，点A、B的坐标分别是A（3，2）、B（1，3）．△AOB绕点O逆时针旋转90°后得到△A1OB1．（直接填写答案）

（1）点A关于点O中心对称的点的坐标为　    　；

（2）点A1的坐标为　    　；

（3）在旋转过程中，点B经过的路径为弧BB1，那么弧BB1的长为　    　．

[image: image77.png]



【答案】解：（1）（﹣3，﹣2）。

            （2） （﹣2，3）。

            （3）
[image: image78.wmf]10

2

p

。

【考点】坐标与图形的旋转变化，关于原点对称的点的坐标特征，弧长的计算。

【分析】（1）根据关于坐标原点成中心对称的点的横坐标与纵坐标都互为相反数的性质即可得。
（2）根据平面直角坐标系写出即可。

（3）先利用勾股定理求出OB的长度，然后根据弧长公式列式进行计算即可得解：

根据勾股定理，得
[image: image79.wmf]22

OB1+3=10

=

，∴弧BB1的长=
[image: image80.wmf]90010

=

1802

p

p

××

。
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例2. （2012黑龙江大庆9分）在直角坐标系中，C(2，3)，C′(－4，3)， C″(2,1)，D(－4，1)，A(0，
[image: image82.wmf]a

)，B(
[image: image83.wmf]a

，O)( 
[image: image84.wmf]a


[image: image85.wmf]>

0).

    （1）结合坐标系用坐标填空． 

 点C与C′关于点       对称; 点C与C″关于点       对称;   点C与D关于点       对称

    （2）设点C关于点(4，2)的对称点是点P，若△PAB的面积等于5，求
[image: image86.wmf]a

值．

[image: image87.png]E;

1.2.3.4.5.8

[EEEEEEN





[image: image88.png][CEEIR: (D(-1L 3, (2D (-L D.
() HCETFE (4 D WAFEP 6 D,

s A= (120 x6- L= L 60 5

BEE, o - Tar10=0, BB a= a5,

FilA: a fIEX 28 5.

[£5] MEAE LESERONTREL, BrSERER Ak 5

.

541 (1) m;gma%mﬁ‘f SRR PR LR TP el

£
I

Hl, R C5CRTE (-1, 3 AR RC5CRTSR (2 DA
s RCEDETH (-1, 1 ¥k

(2) SRR P M4, BFIA AAPE FEMBROERBRER M ER=RPNER, AETT
JSEAEECT VN

WERTTEEND



例3. （2012黑龙江牡丹江3分）如图，A(
[image: image89.wmf]3

，1)，B(1，
[image: image90.wmf]3

)．将△AOB绕点O旋转l500得到△A′OB′，，则此时点A的对应点A′的坐标为【    】．

[image: image91.png]



A．(－
[image: image92.wmf]3

，－l)    B．(－2，0)   C．(－l，－
[image: image93.wmf]3

)或（－2，0)   D．(－
[image: image94.wmf]3

，－1)或(－2，0)

【答案】C。

【考点】坐标和图形，锐角三角函数定义，特殊角的三角函数值，关于原点对称的点的坐标特征。
[image: image734.png]


【分析】如图，过点A作AC⊥ｘ轴于点C, 过点B作BD⊥ｙ轴于点D。

        由锐角三角函数定义，
[image: image95.wmf]AC3

tanAOC
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,∴
[image: image96.wmf]0
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        同理，
[image: image97.wmf]0

BOD30

Ð=

。∴
[image: image98.wmf]0

AOB30

Ð=

。

        若将△AOB绕点O顺时针旋转l500，则点A′与点B关于坐标原点对称， 

 ∴A′(－l，－
[image: image99.wmf]3

)。

        若将△AOB绕点O逆时针旋转l500，则点A′在ｘ轴反方向上，  ∴A′(－2，0)。

        综上所述，点A的对应点A′的坐标为(－l，－
[image: image100.wmf]3

)或(－2，0)。故选C。

练习题：

1. （2011河南省3分）如图，将一朵小花放置在平面直角坐标系中第三象限内的甲位置，先将它绕原点O旋转180°到乙位置，再将它向下平移2个单位长到丙位置，则小花顶点A在丙位置中的对应点A′的坐标为 【    】

[image: image101.png]2N






A、（3，1）

B、（1，3）     C、（3，﹣1）

D、（1，1）

2.（2011山东泰安3分）若点A的坐标为（6，3）O为坐标原点，将OA绕点O按顺时针方向旋转90°得到OA′，则点A′的坐标是【    】

[image: image102.png]




A、（3，﹣6）

B、（﹣3，6）     

 C、（﹣3，﹣6）

D、（3，6）

3. （2011辽宁盘锦10分）如图，风车的支杆OE垂直于桌面，风车中心O到桌面的距离OE为25cm，小小风车在风吹动下绕着中心O不停地转动，转动过程中，叶片端点A、B、C、D在同一圆O上，已知⊙O的半径为10cm.

(1)风车在转动过程中，当∠AOE＝45°时，求点A到桌面的距离(结果保留根号)．

(2)在风车转动一周的过程中，求点A相对于桌面的高度不超过20cm所经过的路径长(结果保留π)．

[image: image103.png]


　[image: image104.png]


备用图1　[image: image105.png]


备用图2

4.（2011四川眉山11分）如图，在直角坐标系中，已知点A（0，1），B（－4，4），将点B绕点A顺时针方向旋转90°得到点C；顶点在坐标原点的拋物线经过点B．

（1）求抛物线的解析式和点C的坐标；

（2）抛物线上一动点P，设点P到x轴的距离为d1，点P到点A的距离为d2，试说明d2=d1＋1；

（3）在（2）的条件下，请探究当点P位于何处时，△PAC的周长有最小值，并求出△PAC的周长的最小值．

[image: image106.png]



5.（2011辽宁葫芦岛10分）如图，有一直径MN＝4的半圆形纸片，其圆心为点P，从初始位置Ⅰ开始，在无滑动的情况下沿数轴向右翻滚至位置Ⅴ，其中，位置Ⅰ中的MN平行于数轴，且半⊙P与数轴相切于原点O；位置Ⅱ和位置Ⅳ中的MN垂直于数轴；位置Ⅲ中的MN在数轴上；位置Ⅴ中的点N到数轴的距离为3，且半⊙P与数轴相切于点A.

解答下列问题：

(1)位置Ⅰ中的MN与数轴之间的距离为________；

位置Ⅱ中的半⊙P与数轴的位置关系是________；

(2)求位置Ⅲ中的圆心P在数轴上表示的数；

(3)纸片半⊙P从位置Ⅲ翻滚到位置Ⅳ时，求点N所经过路径长及该纸片所扫过图形的面积；

(4)求OA的长．

[(2)，(3)，(4)中的结果保留π]

[image: image107.png]



四、有关直线（线段）的旋转：

典型例题：例1. （2012安徽省8分）如图，在边长为1个单位长度的小正方形组成的网格中，给出了格点△ABC（顶点是网格线的交点）和点A1.

（1）画出一个格点△A1B1C1，并使它与△ABC全等且A与A1是对应点；

[image: image108.png]A,




（2）画出点B关于直线AC的对称点D，并指出AD可以看作由AB绕A点经过怎样的旋转而得到的.

【答案】解：（1）答案不唯一，如图，平移即可：

[image: image109.png]B:

BT T HEERIE




(2)作图如上，

∵AB=
[image: image110.wmf]10

，AD=
[image: image111.wmf]10

，BD=
[image: image112.wmf]25

，∴AB2+AD2=BD2。

∴△ABD是直角三角形。

∴AD可以看作由AB绕A点逆时针旋转90°得到的。

【考点】作图（平移变换、轴对称变换），全等图形，旋转和轴对称的性质，勾股定理和逆定理。
【分析】（1）利用△ABC三边长度，画出以A1为顶点的三角形三边长度即可，利用图象平移，可得出

△A1B1C1。

（2）利用点B关于直线AC的对称点D，得出D点坐标，根据勾股定理和逆定理可得出AD与AB的位置关系。

例2.（2012湖北武汉7分）如图，在平面直角坐标系中，点A、B的坐标分别为(－1，3)、(－4，1)，先

将线段AB沿一确定方向平移得到线段A1B1，点A的对应点为A1，点B1的坐标为(0，2)，在将线段A1B1

绕远点O顺时针旋转90°得到线段A2B2，点A1的对应点为点A2．

(1)画出线段A1B1、A2B2；

(2)直接写出在这两次变换过程中，点A经过A1到达A2的路径长．

[image: image113.png]T M





【答案】解：（1）画出线段A1B1、A2B2如图：

[image: image114.png]BT T EEHIE




            （2）在这两次变换过程中，点A经过A1到达A2的路径长为
[image: image115.wmf]5
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【考点】网格问题，图形的平移和旋转变换，勾股定理，扇形弧长公式。

[image: image735.png]EaERTEERE



【分析】（1）根据图形的平移和旋转变换性质作出图形。

        （2）如图，点A到点A1的平移变换中，
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∴在这两次变换过程中，点A经过A1到达A2的路径长为
[image: image119.wmf]5
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例3. （2012四川泸州2分）将如图所示的直角梯形绕直线l 旋转一周，得到的立体图形是【    】

[image: image120.png]SI=pay=%i





【答案】D。

【考点】点、线、面的关系，旋转的性质。

【分析】将如图所示的直角梯形绕直线l 旋转一周得到圆台。故选D。
【注：本题已不是平面内的旋转，是空间内的旋转】

例4. （2012黑龙江大庆3分）平面直角坐标系中，O为坐标原点，点A的坐标为(
[image: image121.wmf]3

，1)，将OA绕原点按逆时针方向旋转30°得OB，则点B的坐标为【    】

  A.(1，
[image: image122.wmf]3

)             B.( －1，
[image: image123.wmf]3

)          C.(0，2)          D.(2，0)

【答案】 A。
【考点】坐标与图形的旋转变换，勾股定理，特殊角的三角函数值，全等三角形的判定和性质。
[image: image736.png]


【分析】如图，作AC⊥x轴于C点，BD⊥y轴于D点，

∵点A的坐标为（
[image: image124.wmf]3

，1），∴AC=1，OC=
[image: image125.wmf]3

。

∴OA=
[image: image126.wmf](

)

2

2

3+1=2

。∴∠AOC=30°。

∵OA绕原点按逆时针方向旋转30°得OB，

∴∠AOB=30°，OA=OB。∴∠BOD=30°。

∴Rt△OAC≌Rt△OBD（AAS）。

∴DB=AC=1，OD=OC=
[image: image127.wmf]3

。∴B点坐标为（1，
[image: image128.wmf]3

）。故选A。

例5. （2012陕西省3分）请从以下两个小题中任选一个作答，若多选，则按所选的第一题计分．

A．在平面内，将长度为4的线段AB绕它的中点M，按逆时针方向旋转30°，则线段AB扫过的面积为

    ▲    ．

B．用科学计算器计算：
[image: image129.wmf]7sin69

°»

    ▲    （精确到0.01）．

【答案】
[image: image130.wmf]2

 

3

p

；2.47。

[image: image737.png]


【考点】扇形面积的计算，计算器的应用。
【分析】A、画出示意图，根据扇形的面积公式求解即可：

 由题意可得，AM=MB=
[image: image131.wmf]1

2

AB=2。

∵线段AB扫过的面积为扇形MCB和扇形MAB的面积和，

∴线段AB扫过的面积=
[image: image132.wmf]2

302 2

2 

3603

p

p

××

×=

。

B、用计算器计算即可：
[image: image133.wmf]7sin692.47

°»

。

例6. （2012江苏镇江6分）在平面直角坐标系xOy中，点A的坐标为（0，2），直线OP经过原点，且位于一、三象限，∠AOP=450（如图1）。设点A关于直线OP的对称点为B。

（1）写出点B的坐标    ▲     ；

（2）过原点O的直线l从直线OP的位置开始，绕原点O顺时针旋转。

①当直线l顺时针旋转100到直线l1的位置时（如图1），点A关于直线l1的对称点为C，则∠BOC的度数是    ▲    ，线段OC的长为    ▲    ；

②当直线l顺时针旋转550到直线l2的位置时（如图2），点A关于直线l2的对称点为D，则∠BOD的度数是    ▲    ； 

③直线l顺时针旋转n0（0＜n≤900），在这个运动过程中，点A关于直线l的对称点所经过的路径长为

    ▲    （用含n的代数式表示）。

[image: image134.png]I

21





【答案】解：（1）（2，0）。

           （2）①200，2；②1100；③
[image: image135.wmf]n

45

p

。
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例7. （2012四川泸州7分）“五一”节期间，小明和同学一起到游乐场游玩。如图为某游乐场大型摩天轮

的示意图，其半径是20m，它匀速旋转一周需要24分钟，最底部点B离地面1m。小明乘坐的车厢经过点

B时开始计时。

(1)计时4分钟后小明离地面的高度是多少？

(2)的旋转一周的过程中，小明将有多长时间连续保持在离地面31m以上的空中？

[image: image138.png]



[image: image738.png]RTBET EEHE



【答案】解：（1）设4分钟后小明到达点C，过点C作CD⊥OB于点D，DA即为小明离地的高度，

∵∠COD=
[image: image139.wmf]0

0

360

4=60

24

´

，∴OD=
[image: image140.wmf]1

2

OC=
[image: image141.wmf]1

2

×20=10。

∴DA=20－10＋1=11（m）。

答：计时4分钟后小明离地面的高度是11m。

（2）设当旋转到E处时，小明离地面高度为31m。

作弦EF⊥AO交AO的延长线于点H，连接OE，OF，此时EF离地面高度为HA。

∵HA=31，∴OH=31－1－20=10。∴OH=
[image: image142.wmf]1

2

OE。∴∠HOE=60°。∴∠FOE=120°。

∵每分钟旋转的角度为：
[image: image143.wmf]0

0

360

=15

24

，∴由点E旋转到F所用的时间为：
[image: image144.wmf]0

0

120

=8

15

（分钟）。

答：在旋转一周的过程中，小明将有8分钟的时间连续保持在离地面31m以上的空中。

【考点】圆的综合题，垂径定理，锐角三角函数定义，特殊角的三角函数值。
【分析】（1）设4分钟后小明到达点C，过点C作CD⊥OB于点D，根据旋转的时间可以求得旋转角∠COD，利用三角函数即可求得OD的长，从而求解。

（2）设当旋转到E处时，小明离地面高度为31m。作弦EF⊥AO交AO的延长线于点H，连接OE，OF，此时EF离地面高度为HA，在直角△OEH中，利用三角函数求得∠HOE的度数，则∠EOF的度数即可求得，则旋转的时间即可求得。

例8. （2012辽宁营口14分）在平面直角坐标系中，已知抛物线
[image: image145.wmf]c

bx

ax

y

+

+

=

2

经过点A
[image: image146.wmf]3

(

-

，0)、B(0，3)、C（1，0）三点．

(1) 求抛物线的解析式和顶点D的坐标；

(2) 如图1，将抛物线的对称轴绕抛物线的顶点D顺时针旋转
[image: image147.wmf]o

60

,与直线
[image: image148.wmf]x

y

-

=

交于点N．在直线

DN上是否存在点M，使得∠MON=
[image: image149.wmf]o

75

．若存在，求出点M的坐标；若不存在，请说明理由；

(3) 点P、Q分别是抛物线
[image: image150.wmf]c

bx

ax

y

+

+

=

2

和直线
[image: image151.wmf]x

y

-

=

上的点，当四边形OBPQ是直角梯形时，

求出点Q的坐标．

[image: image152.png]



【答案】解：（1）由题意把A(－3，0)、B(0，3)、C(1，0)代入
[image: image153.wmf]2

yaxbxc

=++

得，


[image: image154.wmf]930

3

0

abc

c

abc

-+=

ì
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=
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++=

î

，解得 
[image: image155.wmf]1

2

3

a

b

c

=-

ì

ï

=-

í

ï

=

î

 。

∴抛物线的解析式是
[image: image156.wmf]2

23

yxx

=--+

。

∵
[image: image157.wmf]22

23(1)4

yxxx

=--+=-++

，

[image: image739.png]


∴抛物线的顶点D的坐标为（－1，4）。

（2）存在。理由如下：    

由旋转得∠EDF=60°。

在Rt△DEF中，∵∠EDF=60°，DE=4，

                  ∴EF=DE×tan60°=4
[image: image158.wmf]3

。

∴OF=OE+EF=1+4
[image: image159.wmf]3

。

∴F点的坐标为（
[image: image160.wmf]143

--

，0）。

设过点D、F的直线解析式是
[image: image161.wmf]ykxb

=+

，

把D（－1，4），F（
[image: image162.wmf]143

--

，0）代入求得 
[image: image163.wmf]33

4

33

yx

=++

。

分两种情况：

①当点M在射线ND上时，∵∠MON=75°，∠BON=45°，

∴∠MOB=∠MON﹣∠BON=30°。∴∠MOC=60°。

∴直线OM的解析式为
[image: image164.wmf]3

yx

=

。

∴点M的坐标为方程组．
[image: image165.wmf]33

4

33

3

yx

yx

ì

=++
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ï

=

î

的解，解方程组得，
[image: image166.wmf]1

23

2

3

6

2
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=+

ï

î

。

∴点M的坐标为（
[image: image167.wmf]1

23

2

+

，
[image: image168.wmf]3

6

2

+

）。

 ②当点M在射线NF上时，不存在点M使得∠MON=75°。

∵∠MON=75°，∠FON=45°， ∴∠FOM=∠MON－∠FON=30°。

∵∠DFE=30°。∴∠FOM=∠DFE。∴OM∥FN。∴不存在点M使得∠MON=75°。

综上所述，存在点M ，且点M的坐标为（
[image: image169.wmf]1

23

2

+

，
[image: image170.wmf]3

6

2

+

）。

（3）有两种情况：

①如图，直角梯形OBPQ中，PQ∥OB，∠OBP=90°。

∵∠OBP=∠AOB=90°，∴PB∥OA。

[image: image740.png]o/




∴点P、B的纵坐标相同都是3。

∵点P在抛物线
[image: image171.wmf]2

23

yxx

=--+

上，

∴把
[image: image172.wmf]y

=

3代入抛物线的解析式，

解得
[image: image173.wmf]1

x

＝﹣2，
[image: image174.wmf]2

x

＝0（舍去）。

由PQ∥OB得到点P、Q的横坐标相同，都等于－2，

把
[image: image175.wmf]x

＝﹣2代入
[image: image176.wmf]y

=

﹣
[image: image177.wmf]x

得
[image: image178.wmf]y

=

2。

所以Q点的坐标为（－2，2）。

②如图，在直角梯形OBPQ中，PB∥OQ，∠BPQ=90°。

[image: image741.png]F

P

B HE|Q
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∵D(－1，4)，B(0，3) ，∴DB∥OQ。

∵PB∥OQ，点P在抛物线上，∴点P、D重合。

∴∠EDF=∠EFD=45°。∴EF=ED=4。∴OF=OE+EF=5。

作QH⊥
[image: image179.wmf]x

轴于H，

∵∠QOF=∠QFO=45°，∴OQ=FQ。∴OH=
[image: image180.wmf]1

2

OF=
[image: image181.wmf]5

2

。

∴Q点的横坐标﹣
[image: image182.wmf]5

2

。

∵Q点在
[image: image183.wmf]y

=

﹣
[image: image184.wmf]x

上，∴把
[image: image185.wmf]x

＝﹣
[image: image186.wmf]5

2

代入
[image: image187.wmf]y

=

﹣
[image: image188.wmf]x

得
[image: image189.wmf]y

=


[image: image190.wmf]5

2

。

∴Q点的坐标为（﹣
[image: image191.wmf]5

2

，
[image: image192.wmf]5

2

）。

综上所述，符合条件的点Q有两个,坐标分别为：（－2，2），（﹣
[image: image193.wmf]5

2

，
[image: image194.wmf]5

2

）。

【考点】二次函数综合题，待定系数法，曲线上点的坐标与方程的关系，二次函数的性质，旋转的性质，锐角三角函数定义，特殊角的三角函数值，直角梯形的判定。

【分析】（1）用待定系数法，将A、B、C的坐标代入
[image: image195.wmf]2

yaxbxc

=++

即可求得抛物线的解析式，化为顶点式即可求得顶点坐标。

        （2）分点M在射线ND上和点M在射线NF上两种情况讨论即可。

        （3）分PQ∥OB，∠OBP=90°和PB∥OQ，∠BPQ=90°两种情况讨论即可。

例9. （2012辽宁阜新10分）如图，在由边长为1的小正方形组成的网格中，三角形ABC的顶点均落在格点上．

（1）将△ABC绕点O顺时针旋转90°后，得到△A1B1C1．在网格中画出△A1B1C1；

（2）求线段OA在旋转过程中扫过的图形面积；（结果保留π）

（3）求∠BCC1的正切值．

[image: image196.png]



【答案】解：（1）画图如下：

[image: image197.png]



（2）由勾股定理得，
[image: image198.wmf]22

OA2222

=+=

，

                 线段OA在旋转过程中扫过的图形为以OA为半径，
[image: image199.wmf]1

AOA

Ð

为圆心角的扇形，

　　　　　　     ∴
[image: image200.wmf](

)

1

2

OAA

9022

S2

360

p

p

××

==

扇

形

。
                 答：线段OA在旋转过程中扫过的图形面积为
[image: image201.wmf]p

2

．

　         （3）在Rt
[image: image202.wmf]1

BCC

D

中，
[image: image203.wmf]1

1

1

BC

21

tanBCC

CC42

Ð===

。       

 答：∠BCC1的正切值是
[image: image204.wmf]1

2

。

【考点】网格问题，旋转变换作图，勾股定理，扇形面积，锐角三角函数的定义。
【分析】（1）根据图形旋转的性质画出旋转后的图形即可。

（2）先根据勾股定理求出OA的长，再根据线段OA在旋转过程中扫过的图形为以OA为半径，∠AOA1为圆心角的扇形，利用扇形的面积公式得出结论即可。

（3）直接根据锐角三角函数的定义即可得出结论。

例10. （2012山东临沂13分）如图，点A在x轴上，OA=4，将线段OA绕点O顺时针旋转120°至OB的位置．

（1）求点B的坐标；

（2）求经过点A．O、B的抛物线的解析式；

（3）在此抛物线的对称轴上，是否存在点P，使得以点P、O、B为顶点的三角形是等腰三角形？若存在，求点P的坐标；若不存在，说明理由．

[image: image205.png]



[image: image742.png]AT EEHE



【答案】解：（1）如图，过B点作BC⊥x轴，垂足为C，则∠BCO=90°。

∵∠AOB=120°，∴∠BOC=60°。

又∵OA=OB=4，

∴OC=
[image: image206.wmf]1

2

OB=
[image: image207.wmf]1

2

×4=2，BC=OB•sin60°=
[image: image208.wmf]3

4=23

2

´

。

∴点B的坐标为（﹣2，﹣
[image: image209.wmf]23

）。

（2）∵抛物线过原点O和点A．B，

 ∴可设抛物线解析式为y=ax2+bx，将A（4，0），B（﹣2，﹣
[image: image210.wmf]23

）代入，得


[image: image211.wmf]16a+4b=0

4a2b=23
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，解得
[image: image212.wmf]3
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。

∴此抛物线的解析式为
[image: image213.wmf]323

y=x+

63

-

。

（3）存在。

如图，抛物线的对称轴是x=2，直线x=2与x轴的交点为D，设点P的坐标为（2，y）。
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①若OB=OP，则22+|y|2=42，解得y=±
[image: image214.wmf]23

，

当y=
[image: image215.wmf]23

时，

在Rt△POD中，∠PDO=90°，sin∠POD=
[image: image216.wmf]PD3

OP2

=

，

∴∠POD=60°

∴∠POB=∠POD+∠AOB=60°+120°=180°，即P、O、B三点在同一直线上。

∴y=
[image: image217.wmf]23

不符合题意，舍去。

∴点P的坐标为（2，﹣
[image: image218.wmf]23

）。

②若OB=PB，则42+|y+
[image: image219.wmf]23

|2=42，解得y=﹣
[image: image220.wmf]23

。

∴点P的坐标为（2，﹣
[image: image221.wmf]23

）。

③若OP=BP，则22+|y|2=42+|y+
[image: image222.wmf]23

|2，解得y=﹣
[image: image223.wmf]23

。

∴点P的坐标为（2，﹣
[image: image224.wmf]23

）。

综上所述，符合条件的点P只有一个，其坐标为（2，﹣
[image: image225.wmf]23

）。

【考点】二次函数综合题，旋转的性质，锐角三角函数定义，特殊角的三角函数值，待定系数法，曲线上点的坐标与方程的关系，等腰三角形的性质，勾股定理，分类讨论。
【分析】（1）首先根据OA的旋转条件确定B点位置，然后过B做x轴的垂线，通过构建直角三角形和OB的长（即OA长）确定B点的坐标。

（2）已知O、A、B三点坐标，利用待定系数法求出抛物线的解析式。

（3）根据（2）的抛物线解析式，可得到抛物线的对称轴，然后先设出P点的坐标，而O、B坐标已知，可先表示出△OPB三边的边长表达式，然后分①OP=OB、②OP=BP、③OB=BP三种情况分类讨论，然后分辨是否存在符合条件的P点。
练习题：

1. （2011浙江宁波3分）如图，Rt△ABC中，∠ACB=90°，AC=BC=
[image: image226.wmf]22

，若把Rt△绕边AB所在直线

旋转一周，则所得几何体的表面积为【    】

[image: image227.png]



(A)
[image: image228.wmf]4

p

           (B)
[image: image229.wmf]42

p

           (C)
[image: image230.wmf]8

p

           (D)
[image: image231.wmf]82

p


2.（2011广西北海3分）如图，直线l：
[image: image232.wmf]y

＝
[image: image233.wmf]x

＋2与
[image: image234.wmf]y

轴交于点A，将直线l绕点A旋转90º后，所得直

线的解析式为【    】

[image: image235.png]



A．
[image: image236.wmf]y

＝
[image: image237.wmf]x

－2        B．
[image: image238.wmf]y

＝－
[image: image239.wmf]x

＋2   

  C．
[image: image240.wmf]y

＝－
[image: image241.wmf]x

－2      D．
[image: image242.wmf]y

＝－2
[image: image243.wmf]x

－1

3.(2011四川德阳3分)如图，在平面直角坐标系中，已知点A(
[image: image244.wmf]a

，0)，B(0，
[image: image245.wmf]b

)，如果将线段AB绕点B顺时针旋转90°至CB，那么点C的坐标是【    】 

[image: image246.png]



       A．
[image: image247.wmf]()
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，

         B．
[image: image248.wmf]()

bba
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，

  

       C．
[image: image249.wmf]()
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--

，

         D．
[image: image250.wmf]()
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-

，


4.（2011广西百色8分）直线
[image: image251.wmf]2

yx

=--

与反比例函数y=
[image: image252.wmf]x

k

的图像交于Ａ、Ｂ两点，且与
[image: image253.wmf],

xy

 

轴交于C、D两点，A点的坐标为（－3，
[image: image254.wmf]k

＋4）.

（1）求反比例函数的解析式

（2）把直线AB绕着点M（―1，―1）顺时针旋转到MN，使直线MN⊥
[image: image255.wmf]x

轴，且与反比例函数的图像交于点N，求旋转角大小及线段MN的长。
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5. （2011广东台山12分）如图，点A在
[image: image257.wmf]y

轴上，点B在
[image: image258.wmf]x

轴上，且OA=OB=1，经过原点O的直线L交线段AB于点C，过C作OC的垂线，与直线
[image: image259.wmf]x

=1相交于点P，现将直线L绕O点旋转，使交点C从A向B运动，但C点必须在第一象限内，并记AC的长为
[image: image260.wmf]t

，分析此图后，对下列问题作出探究：

（1）当△AOC和△BCP全等时，求出t的值。

（2）通过动手测量线段OC和CP的长来判断它们之间的大小关系？并

证明你得到的结论。

（3）①设点P的坐标为（1, 
[image: image261.wmf]b

）,试写出b关于
[image: image262.wmf]t

的函数关系式和变量
[image: image263.wmf]t

的取值范围。②求出当△PBC

为等腰三角形时点P的坐标。

[image: image264.png]



五、有关等腰（边）三角形的旋转：

典型例题：例1. （2012湖北十堰3分）如图，O是正△ABC内一点，OA=3，OB=4，OC=5，将线段BO以点B为旋转中心逆时针旋转60°得到线段BO′，下列结论：①△BO′A可以由△BOC绕点B逆时针旋转60°得到；②点O与O′的距离为4；③∠AOB=150°；④
[image: image265.wmf]AOBO
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．其中正确的结论是【    】
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A．①②③⑤    B．①②③④    C．①②③④⑤    D．①②③ 

【答案】A。

【考点】旋转的性质，全等三角形的判定和性质，等边三角形的判定和性质，勾股定理的逆定理。

【分析】∵正△ABC，∴AB=CB，∠ABC=600。
∵线段BO以点B为旋转中心逆时针旋转60°得到线段BO′，∴BO=BO′，∠O′AO=600。

∴∠O′BA=600－∠ABO=∠OBA。∴△BO′A≌△BOC。

∴△BO′A可以由△BOC绕点B逆时针旋转60°得到。故结论①正确。 
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连接OO′，

∵BO=BO′，∠O′AO=600，∴△OBO′是等边三角形。∴OO′=OB=4。故结论②正确。

∵在△AOO′中，三边长为O′A=OC=5，OO′=OB=4，OA=3，是一组勾股数，

∴△AOO′是直角三角形。

∴∠AOB=∠AOO′＋∠O′OB =900＋600=150°。故结论③正确。


[image: image268.wmf]AOOOBO
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。故结论④错误。

如图所示，将△AOB绕点A逆时针旋转60°，使得AB与AC重合，

[image: image745.png]RTBET EEHE



点O旋转至O″点．

易知△AOO″是边长为3的等边三角形，△COO″是边长为3、4、5的

直角三角形。

则
[image: image269.wmf]AOCAOBAOCOCOOAOO
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故结论⑤正确。

综上所述，正确的结论为：①②③⑤。故选A。

例2. （2012广东广州3分）如图，在等边三角形ABC中，AB=6，D是BC上一点，且BC=3BD，△ABD绕点A旋转后得到△ACE，则CE的长度为　 ▲ 　．

[image: image270.png]



【答案】2。

【考点】等边三角形的性质，旋转的性质。
【分析】由在等边三角形ABC中，AB=6，D是BC上一点，且BC=3BD，根据等边三角形三边相等的性质，即可求得 BD=
[image: image271.wmf]1

3

BC=
[image: image272.wmf]1

3

 AB =2。由旋转的性质，即可求得CE=BD=2。
例3. （2012福建厦门4分）如图，点D是等边△ABC内一点，如果△ABD绕点A 逆时针旋转后能与△ACE

重合，那么旋转了    ▲    度.

[image: image273.png]



【答案】60。

【考点】旋转的性质，等边三角形的性质。
【分析】∵△ABC为等边三角形，∴AC=AB，∠CAB=60°。

又∵△ABD绕点A逆时针旋转后能与△ACE重合，

∴AB绕点A逆时针旋转了∠BAC到AC的位置。∴旋转角为60°。

例4. （2012山东青岛3分）如图，在△ABC中，∠ACB＝90º，∠ABC＝30º，AC＝1．现在将△ABC绕

点C逆时针旋转至△A′B′C，使得点A′恰好落在AB上，连接BB′，则BB′的长度为    ▲    ．

[image: image274.png]



【答案】
[image: image275.wmf]3

。

【考点】旋转的性质，等边三角形的判定和性质，勾股定理。
【分析】∵Rt△ABC中，∠ACB=90°，∠ABC=30°，AC=1，
∴A′C=AC=1，AB=2，BC=
[image: image276.wmf]3

。
∵∠A=60°，∴△AA′C是等边三角形。∴AA′=
[image: image277.wmf]1

2

AB=1。
∴A′C=A′B。∴∠A′CB=∠A′BC=30°。
∵△A′B′C是△ABC旋转而成，∴∠A′CB′=90°，BC=B′C。
∴∠B′CB=90°－30°=60°。∴△BCB′是等边三角形。
∴BB′=BC= 
[image: image278.wmf]3

。
例5. （2012江西南昌3分）如图，正方形ABCD与正三角形AEF的顶点A重合，将△AEF绕顶点A旋转，在旋转过程中，当BE=DF时，∠BAE的大小可以是　 ▲ 　．
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【答案】15°或165°。

【考点】正方形和正三角形的性质，旋转的性质，全等三角形的判定和性质。
【分析】正三角形AEF可以在正方形的内部也可以在正方形的外部，所以要分两种情况分别求解：
[image: image746.png]B




 ①当正三角形AEF在正方形ABCD的内部时，如图1，

∵正方形ABCD与正三角形AEF的顶点A重合，

∴AB=AD，AE=AF。

∵当BE=DF时，在△ABE和△ADF中，AB=AD，BE=DF，AE=AF，

∴△ABE≌△ADF（SSS）。∴∠BAE=∠FAD。

[image: image747.png]


∵∠EAF=60°，∴∠BAE+∠FAD=30°。∴∠BAE=∠FAD=15°。

②当正三角形AEF在正方形ABCD的外部，顺时针旋转小于1800时，如图2，

同上可得△ABE≌△ADF（SSS）。∴∠BAE=∠FAD。

∵∠EAF=60°，∴∠BAF=∠DAE。

∵900＋600＋∠BAF＋∠DAE=3600，∴∠BAF=∠DAE=105°。
∴∠BAE=∠FAD=165°。

③当正三角形AEF在正方形ABCD的外部，顺时针旋转大于1800时，如图3，

[image: image748.png]B3




同上可得△ABE≌△ADF（SSS）。∴∠BAE=∠FAD。

∵∠EAF=60°，∠BAE=90°，

∴90°＋∠DAE=60°＋∠DAE，这是不可能的。

∴此时不存在BE=DF的情况。

综上所述，在旋转过程中，当BE=DF时，∠BAE的大小可以是15°或165°。

例6. （2012吉林省3分）如图，在等边△ABC中，D是边AC上一点，连接BD．将△BCD绕点B逆时

针旋转60°得到△BAE，连接ED．若BC=10，BD=9，则△AED的周长是_   ▲____.
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【答案】19。

【考点】旋转的性质，等边三角形的判定和性质。
【分析】∵△BCD绕点B逆时针旋转60°得到△BAE， 

 ∴根据旋转前、后的图形全等的旋转性质，得，CD= AE，BD=BE。

∵△ABC是等边三角形，BC=10，∴AC= BC=10。∴AE＋AD=AC=10。

又∵旋转角∠DBE=600，∴△DBE是等边三角形。∴DE=BD=9。

∴△AED的周长=DE＋AE＋AD=9＋10=19。

例7. （2012北京市7分）在
[image: image281.wmf]ABC

△

中，
[image: image282.wmf]BA=BCBAC

Ð=a

，

，M是AC的中点，P是线段BM上的动点，

将线段PA绕点P顺时针旋转
[image: image283.wmf]2

a

得到线段PQ。

    （1） 若
[image: image284.wmf]a=60°

且点P与点M重合（如图1），线段CQ的延长线交射线BM于点D，请补全图形，

并写出∠CDB的度数；

[image: image285.png]



    （2） 在图2中，点P不与点B，M重合，线段CQ的延长线与射线BM交于点D，猜想∠CDB的大

小（用含
[image: image286.wmf]a

的代数式表示），并加以证明；

    （3） 对于适当大小的
[image: image287.wmf]a

，当点P在线段BM上运动到某一位置（不与点B，M重合）时，能使得

线段CQ的延长线与射线BM交于点D，且PQ=QD，请直接写出
[image: image288.wmf]a

的范围。

【答案】解：（1）补全图形如下：

[image: image289.png]
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∠CDB=30°。

（2）作线段CQ的延长线交射线BM于点D，连接PC，AD，

∵AB=BC，M是AC的中点，∴BM⊥AC。

∴AD=CD，AP=PC，PD=PD。

在△APD与△CPD中，∵AD=CD， PD=PD， PA=PC

∴△APD≌△CPD（SSS）。

∴AP=PC，∠ADB=∠CDB，∠PAD=∠PCD。

又∵PQ=PA，∴PQ=PC，∠ADC=2∠CDB，∠PQC=∠PCD=∠PAD。

∴∠PAD+∠PQD=∠PQC+∠PQD=180°。

∴∠APQ+∠ADC=360°－（∠PAD+∠PQD）=180°。

∴∠ADC=180°－∠APQ=180°－2α，即2∠CDB=180°－2α。

∴∠CDB=90°－α。

（3）45°＜α＜60°。

【考点】旋转的性质，等边三角形的判定和性质，三角形内角和定理，全等三角形的判定和性质，等腰三角形的判定和性质，。
【分析】（1）利用图形旋转的性质以及等边三角形的判定得出△CMQ是等边三角形，即可得出答案：

∵BA=BC，∠BAC=60°，M是AC的中点，∴BM⊥AC，AM=AC。

∵将线段PA绕点P顺时针旋转2α得到线段PQ，∴AM=MQ，∠AMQ=120°。 

∴CM=MQ，∠CMQ=60°。∴△CMQ是等边三角形。

∴∠ACQ=60°。∴∠CDB=30°。

（2）首先由已知得出△APD≌△CPD，从而得出∠PAD+∠PQD=∠PQC+∠PQD=180°，即可求出。

（3）由（2）得出∠CDB=90°－α，且PQ=QD，

∴∠PAD=∠PCQ=∠PQC=2∠CDB=180°－2α。

∵点P不与点B，M重合，∴∠BAD＞∠PAD＞∠MAD。

∴2α＞180°－2α＞α，∴45°＜α＜60°。

例8. （2012江苏宿迁12分）(1)如图1，在△ABC中，BA=BC，D，E是AC边上的两点，且满足∠DBE=
[image: image290.wmf]1

2

∠ABC(0°＜∠CBE＜
[image: image291.wmf]1

2

∠ABC)。以点B为旋转中心，将△BEC按逆时针方向旋转∠ABC，得到△BE’A（点C与点A重合，点E到点E’处），连接DE’。求证：DE’=DE. 

（2）如图2，在△ABC中，BA=BC，∠ABC=90°，D，E是AC边上的两点，

且满足∠DBE=
[image: image292.wmf]1

2

∠ABC(0°＜∠CBE＜45°).求证：DE2=AD2+EC2.

【答案】证明：（1）∵△BE’A是△BEC按逆时针方向旋转∠ABC得到，

                   ∴BE’=BE，∠E’BA=∠EBC。

                   ∵∠DBE=
[image: image293.wmf]1

2

∠ABC，∴∠ABD＋∠EBC =
[image: image294.wmf]1

2

∠ABC。

                   ∴∠ABD＋∠E’BA =
[image: image295.wmf]1

2

∠ABC，即∠E’BD=
[image: image296.wmf]1

2

∠ABC。∴∠E’BD=∠DBE。

                   在△E’BD和△EBD中，∵BE’=BE，∠E’BD=∠DBE，BD=BD，

                   ∴△E’BD≌△EBD（SAS）。∴DE’=DE。

[image: image750.png]BREBPTEEHE



（2）以点B为旋转中心，将△BEC按逆时针方向旋转∠ABC=90°，得到△BE’A（点C与点A重合，点E到点E’处），连接DE’。

     由（1）知DE’=DE。

     由旋转的性质，知E’A=EC，∠E’ AB=∠ECB。

     又∵BA=BC，∠ABC=90°，∴∠BAC=∠ACB=45°。

     ∴∠E’ AD=∠E’ AB＋∠BAC=90°。

     在Rt△DE’A中，DE’2=AD2+E’A2，∴DE2=AD2+EC2。

【考点】旋转的性质，等腰（直角）三角形的性质，全等三角形的判定和性质，勾股定理。
【分析】（1）由旋转的性质易得BE’=BE，∠E’BA=∠EBC，由已知∠DBE=
[image: image297.wmf]1

2

∠ABC经等量代换可得

∠E’BD=∠DBE，从而可由SAS得△E’BD≌△EBD，得到DE’=DE。
（2）由（1）的启示，作如（1）的辅助图形，即可得到直角三角形DE’A，根据勾股定理即可证得结论。

例9. （2012湖北天门、仙桃、潜江、江汉油田10分）△ABC中，AB=AC，D为BC的中点，以D为顶点作∠MDN=∠B．

[image: image298.png]LS





（1）如图（1）当射线DN经过点A时，DM交AC边于点E，不添加辅助线，写出图中所有与△ADE相似的三角形．

（2）如图（2），将∠MDN绕点D沿逆时针方向旋转，DM，DN分别交线段AC，AB于E，F点（点E与点A不重合），不添加辅助线，写出图中所有的相似三角形，并证明你的结论．

（3）在图（2）中，若AB=AC=10，BC=12，当△DEF的面积等于△ABC的面积的
[image: image299.wmf]1

4

时，求线段EF的长．

【答案】解：（1）图（1）中与△ADE相似的有△ABD，△ACD，△DCE。

（2）△BDF∽△CED∽△DEF，证明如下：

∵∠B+∠BDF+∠BFD=180°，∠EDF+∠BDF+∠CDE=180°，

又∵∠EDF=∠B，∴∠BFD=∠CDE。

∵AB=AC，∴∠B=∠C。∴△BDF∽△CED。∴
[image: image300.wmf]BDDF

=

CEED

。

∵BD=CD，∴
[image: image301.wmf]CDDF

=

CEED

，即
[image: image302.wmf]CDCE

=

DFED

。

又∵∠C=∠EDF，∴△CED∽△DEF。∴△BDF∽△CED∽△DEF。   

（3）连接AD，过D点作DG⊥EF，DH⊥BF，垂足分别为G，H．
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∵AB=AC，D是BC的中点，∴AD⊥BC，BD=
[image: image303.wmf]1

2

BC=6。

在Rt△ABD中，AD2=AB2﹣BD2，即AD2=102﹣62，

∴AD=8。

∴S△ABC=
[image: image304.wmf]1

2

•BC•AD=
[image: image305.wmf]1

2

×12×8=48，

S△DEF=
[image: image306.wmf]1

4

S△ABC=
[image: image307.wmf]1

4

×48=12。

又∵
[image: image308.wmf]1

2

•AD•BD=
[image: image309.wmf]1

2

•AB•DH，∴
[image: image310.wmf]ADBD8624
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===

。

∵△BDF∽△DEF，∴∠DFB=∠EFD。   

∵DH⊥BF，DG⊥EF，∴∠DHF=∠DGF。

又∵DF=DF，∴△DHF≌△DGF（AAS）。∴DH=DG=
[image: image311.wmf]24

5

。

∵S△DEF=
[image: image312.wmf]1

2

·EF·DG=
[image: image313.wmf]1

2

·EF·
[image: image314.wmf]24

5

=12，∴EF=5。
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例10. （2012湖北襄阳5分）如图，在△ABC中，AB=AC，AD⊥BC于点D，将△ADC绕点A顺时针旋转，使AC与AB重合，点D落在点E处，AE的延长线交CB的延长线于点M，EB的延长线交AD的延长线于点N．

求证：AM=AN．

[image: image316.png]



【答案】证明：∵△AEB由△ADC旋转而得，∴△AEB≌△ADC。∴∠EAB=∠CAD，∠EBA=∠C。

∵AB=AC，AD⊥BC，∴∠BAD=∠CAD，∠ABC=∠C。

∴∠EAB=∠DAB，∠EBA=∠DBA。

∵∠EBM=∠DBN，∴∠MBA=∠NBA。

又∵AB=AB，∴△AMB≌△ANB（ASA）。∴AM=AN。

【考点】等腰三角形的性质，旋转的性质，全等三角形的判定和性质。
【分析】根据旋转的性质可得△AEB≌△ADC，根据全等三角形对应角相等可得∠EAB=∠CAD，∠EBA=∠C，结合等腰三角形三线合一的性质即可推出∠EAB=∠DAB，∠EBA=∠DBA，从而推出∠MBA=∠NBA，然后根据“角边角”证明△AMB≌△ANB，根据全等三角形对应边相等即可得证。

练习题：

1. （2011浙江湖州3分）如图，△AOB是正三角形，OC⊥OB，OC＝OB，将△AOB绕点O按逆时针方

向旋转，使得OA与OC重合，得到△OCD，则旋转角度是【    】

[image: image317.png]



A．150º          B．120º          C．90º          D．60º

2. （2011广西玉林、防城港3分）如图，等边△ABC绕点B逆时针旋转30°时，点C转到C′的位置，且BC′与AC交于点D，则
[image: image318.wmf]'

CD

CD

的值为   ▲   ．[image: image319.png]



3. （2011湖北恩施3分）如图，△AOB的顶点O在原点，点A在第一象限，点B在x轴的正半轴上，且AB=6，∠AOB=60°，反比例函数

（k＞0）的图象经过点A，将△AOB绕点O顺时针旋转120°，顶点B恰好落在

的图象上，则k的值为　 ▲   ．

[image: image324.png]



4. （2011四川南充8分）如图，等腰梯形ABCD中，AD∥BC，AD=AB=CD=2，∠C=60°，M是BC的中点．

（1）求证：△MDC是等边三角形；

（2）将△MDC绕点M旋转，当MD（即MD′）与AB交于一点E，MC（即MC′）同时与AD交于一点F时，点E，F和点A构成△AEF．试探究△AEF的周长是否存在最小值．如果不存在，请说明理由；如果存在，请计算出△AEF周长的最小值．

[image: image325.png]



5.（2011云南玉溪11分）将两个等边△ABC和△DEF（DE＞AB）如图所示摆放，点D是BC上的一点（除B、C点外）．把△DEF绕顶点D顺时针旋转一定的角度，使得边DE、DF与△ABC的边（除BC边外）分别相交于点M、N．

（1）∠BMD和∠CDN相等吗？

（2）画出使∠BMD和∠CDN相等的所有情况的图形；

（3）在（2）题中任选一种图形说明∠BMD和∠CDN相等的理由

[image: image326.png]



6.（浙江义乌10分）如图1，在等边△ABC中，点D是边AC的中点，点P是线段DC上的动点(点P

与点C不重合)，连结BP. 将△ABP绕点P按顺时针方向旋转α角（0°＜α＜180°），得到△A1B1P,连结

AA1，射线AA1分别交射线PB、射线B1B于点E、F.

      （1） 如图1，当0°＜α＜60°时，在α角变化过程中，△BEF与△AEP始终存在  ▲  关系（填“相

似”或“全等”），并说明理由；

（2）如图2，设∠ABP=β . 当60°＜α＜180°时，在α角变化过程中，是否存在△BEF与△AEP全

等？若存在，求出α与β之间的数量关系；若不存在，请说明理由； 

（3）如图3，当α=60°时，点E、F与点B重合. 已知AB=4，设DP=
[image: image327.wmf]x

，△A1BB1的面积为S，求S关于
[image: image328.wmf]x

的函数关系式. 
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7.（2012山东莱芜9分）如图1，在△ABC中，AB＝AC，∠BAC＝90º，D、E分别是AB、AC边的

中点．将△ABC绕点A顺时针旋转
[image: image330.wmf]a

角(0º＜
[image: image331.wmf]a

＜180º)，得到△AB′C′(如图2)．

(1)探究DB′与EC′的数量关系，并给予证明；

(2)当DB′∥AE时，试求旋转角
[image: image332.wmf]a

的度数．

[image: image333.png]



六、有关直角三角形的旋转：

典型例题：例1. （2012广东佛山3分）如图，把一个斜边长为2且含有300角的直角三角板ABC绕直角顶点C顺时针旋转900到△A1B1C，则在旋转过程中这个三角板扫过的图形的面积是【    】

[image: image334.png]




A．π        B．
[image: image335.wmf]3

      C．
[image: image336.wmf]33
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【答案】D。

【考点】旋转的性质，勾股定理，等边三角形的性质，扇形面积。
【分析】因为旋转过程中这个三角板扫过的图形的面积分为三部分扇形ACA1、 BCD和△ACD 计算即可：

在△ABC中，∠ACB=90°，∠BAC=30°，AB=2，

∴BC=
[image: image338.wmf]1

2

AB=1，∠B=90°－∠BAC=60°。∴
[image: image339.wmf]22

ACABBC3

=-=

。

[image: image752.png]RTEP T EEHIE



∴
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设点B扫过的路线与AB的交点为D，连接CD，

∵BC=DC，∴△BCD是等边三角形。∴BD=CD=1。

∴点D是AB的中点。

∴
[image: image341.wmf]ACDABC
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故选D。

例2. （2012四川绵阳3分）如图，P是等腰直角△ABC外一点，把BP绕点B顺时针旋转90°到BP′，已知∠AP′B=135°，P′A：P′C=1：3，则P′A：PB=【    】。

[image: image344.png]



A．1：
[image: image345.wmf]2

     B．1：2     C．
[image: image346.wmf]3

：2     D．1：
[image: image347.wmf]3


【答案】B。

【考点】旋转的性质，等腰直角三角形的判定和性质，全等三角形的判定和性质，勾股定理。
[image: image753.png]RTBET EEHE



【分析】如图，连接AP，

∵BP绕点B顺时针旋转90°到BP′，

∴BP=BP′，∠ABP+∠ABP′=90°。

又∵△ABC是等腰直角三角形，

∴AB=BC，∠CBP′+∠ABP′=90°，∴∠ABP=∠CBP′。

在△ABP和△CBP′中，∵ BP=BP′，∠ABP=∠CBP′，AB=BC ，∴△ABP≌△CBP′（SAS）。

∴AP=P′C。

∵P′A：P′C=1：3，∴AP=3P′A。

连接PP′，则△PBP′是等腰直角三角形。∴∠BP′P=45°，PP′= 2 PB。

∵∠AP′B=135°，∴∠AP′P=135°-45°=90°，∴△APP′是直角三角形。

设P′A=x，则AP=3x，

在Rt△APP′中，
[image: image348.wmf](
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在Rt△APP′中，
[image: image349.wmf]PP2PB
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。

∴
[image: image350.wmf]2PB=22 x

，解得PB=2x。∴P′A：PB=x：2x=1：2。 故选B。

例3. （2012山东淄博4分）如图，OA⊥OB，等腰直角三角形CDE的腰CD在OB上，∠ECD=45°，将三角形CDE绕点C逆时针旋转75°，点E的对应点N恰好落在OA上，则
[image: image351.wmf]OC

CD

的值为【     】

[image: image352.png]




(A)
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      (B)
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       (C)
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【答案】C。

【考点】旋转的性质，等腰直角三角形的性质，锐角三角函数定义，特殊角的三角函数值，勾股定理。

【分析】由旋转的性质，旋转角∠ECN=750，CN=CE。 ∵∠ECD=45°，∴∠OCN=60°。

∴在直角三角形OCN中，
[image: image357.wmf]OC

cosOCN=

CN

Ð

，即
[image: image358.wmf]1OC

=

2CE

。

又在等腰直角三角形CDE中，
[image: image359.wmf]CN2CD

=

，∴
[image: image360.wmf]1OC
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，即
[image: image361.wmf]OC2
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。故选C。

例4. （2012山东枣庄3分）如图，直角三角板ABC的斜边AB=12㎝，∠A=30°，将三角板ABC绕C顺时针旋转90°至三角板
[image: image362.wmf]ABC

¢¢¢

的位置后，再沿CB方向向左平移，使点落在原三角板ABC的斜边AB上，则三角板平移的距离为【    】

[image: image363.png]



A. 6㎝     B. 4㎝     C.（6－
[image: image364.wmf]23
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【答案】C。

[image: image754.png]G
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【考点】锐角三角函数定义，特殊角的三角函数值，旋转的性质。
【分析】如图，过B′作B′D⊥AC，垂足为B′，

∵在Rt△ABC中，AB=12，∠A=30°，

∴BC=
[image: image366.wmf]1

2

AB=6，AC=AB•sin30°=
[image: image367.wmf]63

。

由旋转的性质可知B′C=BC=6，

∴AB′=AC－B′C=
[image: image368.wmf]636

-

。

在Rt△AB′D中，∵∠A=30°，∴B′D=AB′•tan30°=
[image: image369.wmf](
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3
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（cm）。故选C。

例5. （2012黑龙江黑河、齐齐哈尔、大兴安岭、鸡西3分）Rt△ABC中，AB=AC，点D为BC中点．∠MDN=900，∠MDN绕点D旋转，DM、DN分别与边AB、AC交于E、F两点．下列结论

①(BE+CF)=
[image: image370.wmf]2

2

BC，②
[image: image371.wmf]AEFABC
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[image: image372.wmf]AEDF
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AD·EF，④AD≥EF，⑤AD与EF可能互相平分，

其中正确结论的个数是【    】

[image: image373.png]



A．1个    B．2个    C．3个    D．4个

【答案】C。

【考点】等腰直角三角形的判定和性质，全等三角形的判定和性质，勾股定理，完全平方式的非负数性质，矩形的判定和性质，三角形边角关系，三角形中位线定理。

【分析】∵Rt△ABC中，AB=AC，点D为BC中点．∠MDN=900，

∴AD =DC，∠EAD=∠C=450，∠EDA=∠MDN－∠ADN =900－∠AND=∠FDC。

∴△EDA≌△FDC（ASA）。∴AE=CF。∴BE+CF= BE+ AE=AB。

在Rt△ABC中，根据勾股定理，得AB=
[image: image374.wmf]2

2

BC。∴(BE+CF)= 
[image: image375.wmf]2

2

BC。∴结论①正确。

设AB=AC=a，AE=b，则AF=BE= a－b。

∴
[image: image376.wmf](
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∴
[image: image377.wmf]AEFABC
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。∴结论②正确。

如图，过点E作EI⊥AD于点I，过点F作FG⊥AD于点G，过点F作FH⊥BC于点H，ADEF相交于点O。

∵四边形GDHF是矩形，△AEI和△AGF是等腰直角三角形，

∴EO≥EI（EF⊥AD时取等于）=FH=GD，

OF≥GH（EF⊥AD时取等于）=AG。

∴EF=EO＋OF≥GD＋AG=AD。∴结论④错误。

∵△EDA≌△FDC，

∴
[image: image378.wmf]22
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。∴结论③错误。

又当EF是Rt△ABC中位线时，根据三角形中位线定理知AD与EF互相平分。

∴结论⑤正确。

综上所述，结论①②⑤正确。故选C。

例6. （2012四川广安3分）如图，Rt△ABC的边BC位于直线l上，AC=
[image: image379.wmf]3

，∠ACB=90°，∠A=30°．若Rt△ABC由现在的位置向右滑动地旋转，当点A第3次落在直线l上时，点A所经过的路线的长为

　 ▲ 　（结果用含有π的式子表示）

[image: image380.png]



【答案】
[image: image381.wmf](
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【考点】旋转的性质，含300角直角三角形的性质，弧长的计算。
[image: image756.png]C B Ax C:
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【分析】如图，根据含30度的直角三角形三边的关系得到BC=1，AB=2BC=2，∠ABC=60°；点A先是以B点为旋转中心，顺时针旋转120°到A1，再以点C1为旋转中心，顺时针旋转90°到A2，然后根据弧长公式计算两段弧长，从而得到点A第3次落在直线l上时，点A所经过的路线的长：
∵Rt△ABC中，AC=
[image: image382.wmf]3

，∠ACB=90°，∠A=30°，∴BC=1，AB=2BC=2，∠ABC=60°。

∵Rt△ABC在直线l上无滑动的翻转，且点A第3次落在直线l上时，有3个
[image: image383.wmf]¼

1
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的长，2个
[image: image384.wmf]¼
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的长，

∴点A经过的路线长=
[image: image385.wmf](
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例7. （2012贵州六盘水4分）两块大小一样斜边为4且含有30°角的三角板如图水平放置．将△CDE绕C点按逆时针方向旋转，当E点恰好落在AB上时，△CDE旋转了    ▲    度，线段CE旋转过程中扫过的面积为    ▲    ．
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例8. （2012湖北荆门9分）如图，Rt△ABC中，∠C=90°，将△ABC沿AB向下翻折后，再绕点A按顺时针方向旋转α度（α＜∠BAC），得到Rt△ADE，其中斜边AE交BC于点F，直角边DE分别交AB、BC于点G、H．

（1）请根据题意用实线补全图形；

（2）求证：△AFB≌△AGE．

[image: image387.png]



【答案】解：（1）画图，如图：

[image: image388.png]RTBET EEHE




（2）证明：由题意得：△ABC≌△AED。

∴AB=AE，∠ABC=∠E。

在△AFB和△AGE中，∵∠ABC=∠E，AB=AE，∠α=∠α，

∴△AFB≌△AGE（ASA）。

【考点】翻折变换（折叠问题），旋转的性质，全等三角形的判定。
【分析】（1）根据题意画出图形，注意折叠与旋转中的对应关系。

（2）由题意易得△ABC≌△AED，即可得AB=AE，∠ABC=∠E，然后利用ASA的判定方法，即可证得△AFB≌△AGE。

例9. （2012四川成都10分）  如图，△ABC和△DEF是两个全等的等腰直角三角形，∠BAC=∠EDF=90°，△DEF的顶点E与△ABC的斜边BC的中点重合．将△DEF绕点E旋转，旋转过程中，线段DE与线段AB相交于点P，线段EF与射线CA相交于点Q．

（1）如图①，当点Q在线段AC上，且AP=AQ时，求证：△BPE≌△CQE；

（2）如图②，当点Q在线段CA的延长线上时，求证：△BPE∽△CEQ；并求当BP=a，CQ=
[image: image389.wmf]9

a

2

时，P、Q两点间的距离 (用含a的代数式表示)．

[image: image390.png]BBBBBB




【答案】解：（1）证明：∵△ABC是等腰直角三角形，∴∠B=∠C=45°，AB=AC。

 ∵AP=AQ，∴BP=CQ。

∵E是BC的中点，∴BE=CE。

在△BPE和△CQE中，∵BE=CE，∠B=∠C，BP=CQ，

∴△BPE≌△CQE（SAS）。

（2）连接PQ。

[image: image757.png]


∵△ABC和△DEF是两个全等的等腰直角三角形，

∴∠B=∠C=∠DEF=45°。

∵∠BEQ=∠EQC+∠C，即∠BEP+∠DEF=∠EQC+∠C，

∴∠BEP+45°=∠EQC+45°。∴∠BEP=∠EQC。

∴△BPE∽△CEQ。∴
[image: image391.wmf]BPBE
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。

∵BP=a，CQ=
[image: image392.wmf]9
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，BE=CE，

∴
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，即BE=CE=
[image: image394.wmf]32
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。∴BC=
[image: image395.wmf]32a

。

∴AB=AC=BC•sin45°=3a。∴AQ=CQ﹣AC=
[image: image396.wmf]3

a

2

，PA=AB﹣BP=2a。

∴在Rt△APQ中，
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【考点】等腰直角三角形的性质，旋转的性质，全等三角形的判定和性质，三角形的外角性质，相似三角形的判定和性质，锐角三角函数定义，特殊角的三角函数值，勾股定理。

【分析】（1）由△ABC是等腰直角三角形，易得∠B=∠C=45°，AB=AC，又由AP=AQ，E是BC的中点，利用SAS，可证得：△BPE≌△CQE。

（2）由△ABC和△DEF是两个全等的等腰直角三角形，易得∠B=∠C=∠DEF=45°，然后利用三角形的外角的性质，即可得∠BEP=∠EQC，则可证得：△BPE∽△CEQ；根据相似三角形的对应边成比例，即可求得BE的长，即可得BC的长，从而求得AQ与AP的长，利用勾股定理即可求得P、Q两点间的距离。

例10. （2012山东济南9分）如图1，在菱形ABCD中，AC=2，BD=2 3 ，AC，BD相交于点O．

（1）求边AB的长；

（2）如图2，将一个足够大的直角三角板60°角的顶点放在菱形ABCD的顶点A处，绕点A左右旋转，其中三角板60°角的两边分别与边BC，CD相交于点E，F，连接EF与AC相交于点G．

①判断△AEF是哪一种特殊三角形，并说明理由；

②旋转过程中，当点E为边BC的四等分点时（BE＞CE），求CG的长．

[image: image398.png]



【答案】解：（1）∵四边形ABCD是菱形，∴△AOB为直角三角形，且OA=
[image: image399.wmf]1

2

AC=1，OB=
[image: image400.wmf]1

2

BD= 3。

在Rt△AOB中，由勾股定理得：AB=
[image: image401.wmf]2222

OAOB1(3)2

+=+=

。

（2）①△AEF是等边三角形。理由如下：

∵由（1）知，菱形边长为2，AC=2，∴△ABC与△ACD均为等边三角形。

∴∠BAC=∠BAE+∠CAE=60°。

又∠EAF=∠CAF+∠CAE=60°，∴∠BAE=∠CAF。

在△ABE与△ACF中，∵∠BAE=∠CAF ，AB=AC=2 ，∠EBA=∠FCA=60°，

∴△ABE≌△ACF（ASA）。∴AE=AF。∴△AEF是等腰三角形。

又∵∠EAF=60°，∴△AEF是等边三角形。

②BC=2，E为四等分点，且BE＞CE，∴CE=
[image: image402.wmf]1

2

，BE=
[image: image403.wmf]3

2

。

由①知△ABE≌△ACF，∴CF=BE=
[image: image404.wmf]3

2

。

∵∠EAC+∠AEG+∠EGA=∠GFC+∠FCG+∠CGF=180°（三角形内角和定理），

∠AEG=∠FCG=60°（等边三角形内角），∠EGA=∠CGF（对顶角），

∴∠EAC=∠GFC。

在△CAE与△CFG中，∵ ∠EAC=∠GFC ，∠ACE=∠FCG=60°，

∴△CAE∽△CFG 。∴
[image: image405.wmf]CGCF
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，即
[image: image406.wmf]3
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。解得：CG=
[image: image407.wmf]3

8

。

【考点】旋转的性质，菱形的性质，相似三角形的判定和性质，全等三角形的判定和性质，等边三角形的判定和性质，勾股定理。

【分析】（1）根据菱形的性质，确定△AOB为直角三角形，然后利用勾股定理求出边AB的长度。

（2）①确定一对全等三角形△ABE≌△ACF，得到AE=AF，再根据已知条件∠EAF=60°，可以判定△AEF是等边三角形。

②确定一对相似三角形△CAE∽△CFG，由对应边的比例关系求出CG的长度。

练习题：

1. （2012广西玉林、防城港3分）如图，两块相同的三角板完全重合在一起，∠A=30°，AC=10，把上面一块绕直角顶点B逆时针旋转到△A′BC′的位置，点C′在AC上，A′C ′与AB相交于点D，则C′D=

     ▲     .

[image: image408.png]o




2. （2012广西钦州3分）如图，直线
[image: image409.wmf]3

yx3
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=+

�

与x轴、y轴分别交于A、B两点，把△AOB绕点A旋转90°后得到△AO′B′，则点B′的坐标是　  ▲  　．

[image: image410.png]



3. （2012广西来宾3分）如图，在直角△OAB中，∠AOB=30°，将△OAB绕点O逆时针旋转100°得到△OA1B1，则∠A1OB=     ▲    0．

[image: image411.png]



4. （2012河南省5分）如图，在Rt△ABC中，∠C=900，AC=6，BC=8，把△ABC绕AB边上的点D顺时针旋转90°得到△A′B′C′，A′C′交AB于点E，若AD=BE，则△A′DE的面积为    ▲    

[image: image412.png]



5. （2012山东菏泽10分）如图，在平面直角坐标系中放置一直角三角板，其顶点为A（0，1），B（2，0），O（0，0），将此三角板绕原点O逆时针旋转90°，得到△A′B′O．

（1）一抛物线经过点A′、B′、B，求该抛物线的解析式；

（2）设点P是在第一象限内抛物线上的一动点，是否存在点P，使四边形PB′A′B的面积是△A′B′O面积4倍？若存在，请求出P的坐标；若不存在，请说明理由．

（3）在（2）的条件下，试指出四边形PB′A′B是哪种形状的四边形？并写出四边形PB′A′B的两条性质．

[image: image413.png]i




6. （2012山东济宁8分）如图，在平面直角坐标系中，有一Rt△ABC，且A（﹣1，3），B（﹣3，﹣1），C（﹣3，3），已知△A1AC1是由△ABC旋转得到的．

（1）请写出旋转中心的坐标是　      　，旋转角是　   　度；

（2）以（1）中的旋转中心为中心，分别画出△A1AC1顺时针旋转90°、180°的三角形；

（3）设Rt△ABC两直角边BC=a、AC=b、斜边AB=c，利用变换前后所形成的图案证明勾股定理．
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7. （2011湖南株洲10分）孔明是一个喜欢探究钻研的同学，他在和同学们一起研究某条抛物线
[image: image415.wmf]2
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[image: image416.wmf](0)

a

<

的性质时，将一把直角三角板的直角顶点置于平面直角坐标系的原点O，两直角边与该抛物线交于

A、B两点，请解答以下问题：

（1）若测得OA=OB=
[image: image417.wmf]22

（如图1），求
[image: image418.wmf]a

的值；

（2）对同一条抛物线，孔明将三角板绕点
[image: image419.wmf]O

旋转到如图2所示位置时，过B作
[image: image420.wmf]BF

x

^

轴于点F，测

得OF=1，写出此时点B的坐标，并求点
[image: image421.wmf]A

的横坐标；

（3）对该抛物线，孔明将三角板绕点O旋转任意角度时惊奇地发现，交点A、B的连线段总经过

一个固定的点，试说明理由并求出该点的坐标．

[image: image422.png]



8. （2011湖南张家界12分）如图，抛物线
[image: image423.wmf]bx

ax
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+
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2

经过点A（—4，0）、B（—2，2），连接OB、AB，

（1）求该抛物线的解析式.

（2）求证：△OAB是等腰直角三角形.

（3）将△OAB绕点O按逆时针方向旋转135°，得到△OA′B′，写出A′B′的中点P的坐标，试判断点P是否在此抛物线上.

（4）在抛物线上是否存在这样的点M，使得四边形ABOM成直角梯形，若存在，请求出点M坐标及该直角梯形的面积，若不存在，请说明理由.

[image: image424.png]



9. （2011福建漳州13分）如图，直线y＝－2x＋2与x轴、y轴分别交于A、B两点，将△OAB绕点O逆时针方向旋转90°后得到△OCD．
（1）填空：点C的坐标是(_   ▲   ，_   ▲   )，

点D的坐标是(_   ▲   ，_   ▲   )；

（2）设直线CD与AB交于点M，求线段BM的长；

（3）在y轴上是否存在点P，使得△BMP是等腰三角形？若存在，请求出所有满足条件的点P的坐标；

若不存在，请说明理由．

[image: image425.png]



10. （福建龙岩12分）一副直角三角板叠放如图所示，现将含45°角的三角板ADE固定不动，把含30°角的三角板ABC绕顶点A顺时针旋转∠α（α=∠BAD且0°<α<180°），使两块三角板至少有一组边平行。

（1）如图①，α=______°时，BC∥DE；

（2）请你分别在图②、图③的指定框内，各画一种符合要求的图形，标出α，并完成各项填空：

图②中α=______°时，______∥______；图③中α=______°时，______∥______。
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七、有关平行四边形、矩形、菱形的旋转：

典型例题：例1. （2012福建龙岩4分）如图，矩形ABCD中，AB=1，BC=2，把矩形ABCD 绕AB所在直线旋转一

周所得圆柱的侧面积为【    】

[image: image426.png]




A．[image: image427.wmf]10

p

      
B．[image: image428.wmf]4

p

           C．[image: image429.wmf]2

p

       
D．2

【答案】B。

【考点】矩形的性质，旋转的性质。

【分析】把矩形ABCD 绕AB所在直线旋转一周所得圆柱是以BC=2为底面半径，AB=1为高。所以，它

的侧面积为
[image: image430.wmf]221=4

pp

××

。故选B。

例2. （2012福建泉州4分）如图，在矩形ABCD中，AB=1，AD=2，将AD绕点A顺时针旋转，当点D落在BC上点D′时，则AD′=    ▲    ，∠A D′B=    ▲    °.

[image: image431.png]



【答案】2；30。


【考点】旋转的性质，矩形的性质，锐角三角函数定义，特殊角的三角函数值。

【分析】根据旋转图形对应点到旋转中心的距离相等的性质，AD′= AD=2。

        根据矩形的性质，∠B=900，根据锐角三角函数定义，
[image: image432.wmf]AB1
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。

        ∴∠A D′B=300。
例3. （2012广西河池3分）如图，在平面直角坐标系中，矩形OEFG的顶点F的坐标为(4，2)，将矩形OEFG

绕点O逆时针旋转，使点F落在y轴上，得到矩形OMNP，OM与GF相交于点A．若经过点A的反比例

函数
[image: image433.wmf]k

y(x0)

x

=>

的图象交EF于点B，则点B的坐标为     ▲     .

[image: image434.png]



【答案】（4，
[image: image435.wmf]1

2

）。

【考点】反比例函数综合题，矩形的性质，旋转的性质，相似三角形的判定和性质，曲线上点的坐标与方

程的关系。

【分析】∵矩形OEFG绕点O逆时针旋转，使点F落在y轴的点N处，得到矩形OMNP，

∴∠P=∠POM=∠OGF=90°。∴∠PON+∠PNO=90°，∠GOA+∠PON=90°。∴∠PNO=∠GOA。

∴△OGA∽△NPO。

∵E点坐标为（4，0），G点坐标为（0，2），∴OE=4，OG=2。∴OP=OG=2，PN=GF=OE=4。

∵△OGA∽△NPO，∴OG：NP=GA：OP，即2：4=GA：2。∴GA=1。∴A点坐标为（1，2）。

把A（1，2）代入
[image: image436.wmf]k
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得k=1×2=2。∴过点A的反比例函数解析式为
[image: image437.wmf]2

y
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。

把x=4代入
[image: image438.wmf]2

y

x

=

得
[image: image439.wmf]1

y

2

=

。∴B点坐标为（4，
[image: image440.wmf]1
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）。

例4. （2012江苏淮安12分）如图，矩形OABC在平面直角坐标系中，O为坐标原点，点A（0，4），C（2，0），将矩形OABC绕点O按顺时针方向旋转1350，得到矩形EFGH（点E与O重合）.

（1）若GH交y轴于点M，则∠FOM＝       ，OM=      
（2）矩形EFGH沿y轴向上平移t个单位。

①直线GH与x轴交于点D，若AD∥BO，求t的值；

②若矩形EFHG与矩形OABC重叠部分的面积为S个平方单位，试求当0<t≤
[image: image441.wmf]2

2
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时，S与t之间的函数关系式。
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【答案】解：（1）450；
[image: image443.wmf]22

。

            （2）①如图1，设直线HG与y轴交于点I。

∵四边形OABC是矩形，∴AB∥DO，AB=OC。

                 ∵C（2，0），∴AB=OC=2。

又∵AD∥BO， 

                 ∴四边形ABOD是平行四边形。∴DO=AB=2。

                 由（1）易得，△DOI是等腰直角三角形，∴OI=OD=2。

[image: image760.png]TG
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                 ∴t=IM=OM－OI=
[image: image444.wmf]22

－2。

                 ②如图2，过点F，G分别作x轴，y轴的垂线，垂足为R，T，连接OC。则

由旋转的性质，得，OF=OA=4，∠FOR＝450，

∴OR=RF=
[image: image445.wmf]22

，F（
[image: image446.wmf]22

，－
[image: image447.wmf]22

）。

由旋转的性质和勾股定理，得OG=
[image: image448.wmf]25

，

设TG=MT=x，则OT=OM＋MT=
[image: image449.wmf]22+x

。

在Rt△OTG中，由勾股定理，得
[image: image450.wmf](

)

(
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22

2

x+22+x=25

，解得x=
[image: image451.wmf]2

。

∴G（
[image: image452.wmf]2

，－
[image: image453.wmf]32

）。

∴用待定系数法求得直线FG的解析式为
[image: image454.wmf]y=x42

-

。

当x=2时，
[image: image455.wmf]y=242

-

。

∴当t=
[image: image456.wmf]422

-

时，就是GF平移到过点C时的位置（如图5）。

∴当0<t≤
[image: image457.wmf]422

-

时，几个关键点如图3，4，5所示：
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                   如图3 ，t=OE=OC=2，此时，矩形EFGH沿y轴向上平移过程中边EF经过点C；

如图4，t=OE=OM=
[image: image459.wmf]22

，此时，矩形EFGH沿y轴向上平移过程中边HG经过点O；

如图5，t=OE=
[image: image460.wmf]422

-

，此时，矩形EFGH沿y轴向上平移过程中边FG经过点C。

                   ∴（I）当0<t≤2时，矩形EFHG与矩形OABC重叠部分的面积为△OCS的面积（如图6）。此时，OE=OS= t， ∴
[image: image461.wmf]2
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。

                   （II）当2<t≤
[image: image462.wmf]22

时，矩形EFHG与矩形OABC重叠部分的面积为直角梯形OEPC的面积（如图7）。此时OE= t，，OC=2。

                   由E（0，t），∠FFO=450，用用待定系数法求得直线EP的解析式为
[image: image463.wmf]y=x+t

-

。

                   当x=2时，
[image: image464.wmf]y=2+t

-

。∴CP=
[image: image465.wmf]2+t
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。∴
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                   （III）当
[image: image467.wmf]22

<t≤
[image: image468.wmf]422

-

时，矩形EFHG与矩形OABC重叠部分的面积为五边形EQCUV的面积（如图8），它等于直角梯形EQCO的面积减去直角三角形VOU的的面积。

                   此时，OE= t，，OC=2，CQ= 
[image: image469.wmf]2+t
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，OU=OV= t－
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                  综上所述，当0<t≤
[image: image472.wmf]422
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时，S与t之间的函数关系式为
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【考点】旋转的性质，矩形的性质，勾股定理，平移的性质，平行四边形的判定和性质，等腰直角三角形的判定和性质，待定系数法，直线上点的坐标与方程的关系。
【分析】（1）由旋转的性质，得∠AOF＝1350，∴∠FOM＝450。

             由旋转的性质，得∠OHM＝450，OH=OC=2，∴OM=
[image: image475.wmf]22

。

        （2）①由矩形的性质和已知AD∥BO，可得四边形ABOD是平行四边形，从而DO=AB=2。又由△DOI是等腰直角三角形可得OI=OD=2。从而由平移的性质可求得t=IM=OM－OI=
[image: image476.wmf]22

－2。

        ②首先确定当0<t≤
[image: image477.wmf]422

-

时，矩形EFGH沿y轴向上平移过程中关键点的位置，分0<t≤2，2<t≤
[image: image478.wmf]22

，
[image: image479.wmf]22

<t≤
[image: image480.wmf]422

-

三种情况求出S与t之间的函数关系式。
例5. （2012福建南平12分）在平面直角坐标系中，矩形OABC如图所示放置，点A在x轴上，点B的坐标为（m，1）（m＞0），将此矩形绕O点逆时针旋转90°，得到矩形OA′B′C′．

（1）写出点A、A′、C′的坐标；

（2）设过点A、A′、C′的抛物线解析式为y=ax2+bx+c，求此抛物线的解析式；（a、b、c可用含m的式子表示）

（3）试探究：当m的值改变时，点B关于点O的对称点D是否可能落在（2）中的抛物线上？若能，求出此时m的值． 
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例6.（2012福建宁德13分）如图，矩形OBCD的边OD、OB分别在x轴正半轴和y轴负半轴上，且OD＝10，OB＝8．将矩形的边BC绕点B逆时针旋转，使点C恰好与x轴上的点A重合．
(1)直接写出点A、B的坐标：A(      ，      )、B(      ，      )；

(2)若抛物线y＝－ EQ \F( 1 ,3)x2＋bx＋c经过点A、B，则这条抛物线的解析式是             ；

(3)若点M是直线AB上方抛物线上的一个动点，作MN⊥x轴于点N．问是否存在点M，使△AMN

与△ACD相似？若存在，求出点M的坐标；若不存在，说明理由；

(4)当 EQ \F( 7 ,2)≤x≤7，在抛物线上存在点P，使△ABP的面积最大，求△ABP面积的最大值．
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【答案】解：（1）（6，0），（0，－8）。

            （2）
[image: image484.wmf]2

110

yx+x8

33

--

＝

。

            （3）存在。

设M
[image: image485.wmf]2
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，

则N（m，0）MN=
[image: image486.wmf]2
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33

--

，NA=6－m。

                 又DA=4，CD=8，

①若点M在点N上方，
[image: image487.wmf]MNNA
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=

，则△AMN∽△ACD。

∴
[image: image488.wmf]2
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，即
[image: image489.wmf]2

m16m+60=0

-

，解得m=6或m=10。

与点M是直线AB上方抛物线上的一个动点不符。

∴此时不存在点M，使△AMN与△ACD相似。

②若点M在点N下方，
[image: image490.wmf]MNNA
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=

，则△AMN∽△ACD。

∴
[image: image491.wmf]2
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，即
[image: image492.wmf]2

m4m12=0
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，解得m=－2或m=6。

与点M是直线AB上方抛物线上的一个动点不符。

∴此时不存在点M，使△AMN与△ACD相似。

③若点M在点N上方，
[image: image493.wmf]MNNA
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，则△AMN∽△ACD。

∴
[image: image494.wmf]2

110

m+m8

6m

33

48

--

-

=

，即
[image: image495.wmf]2
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，方程无解。

∴此时不存在点M，使△AMN与△ACD相似。

④若点M在点N下方，
[image: image496.wmf]MNNA
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，则△AMN∽△ACD。

∴
[image: image497.wmf]2

110

mm+8

6m

33

48

-

-

=

，即
[image: image498.wmf]2
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，解得m=
[image: image499.wmf]5
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或m=6。

当m=
[image: image500.wmf]5
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时符合条件。

∴此时存在点M（
[image: image501.wmf]5

2

，
[image: image502.wmf]7

4

-

），使△AMN与△ACD相似。

综上所述，存在点M（
[image: image503.wmf]5

2

，
[image: image504.wmf]7
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-

），使△AMN与△ACD相似。

（4）设P（p，
[image: image505.wmf]2
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），
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     在
[image: image506.wmf]2
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中，令y=0，得x=4或x=6。

     ∴ EQ \F( 7 ,2)≤x≤7分为 EQ \F( 7 ,2)≤x＜4，4≤x＜6和6≤x≤7三个区间讨论：

     ①如图，当 EQ \F( 7 ,2)≤x＜4时，过点P作PH⊥x轴于点H

则OH=p，HA=6－p ，PH=
[image: image507.wmf]2
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∴
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  ∴当 EQ \F( 7 ,2)≤x＜4时，
[image: image510.wmf]ABP
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随p的增加而减小。
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∴当x= EQ \F( 7 ,2)时，
[image: image511.wmf]ABP
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取得最大值，最大值为
[image: image512.wmf]35

4

。

②如图，当4≤x＜6时，过点P作PH⊥BC于点H，过点A作AG⊥BC于点G。

则BH= p，HG=6－p，PH=
[image: image513.wmf]22
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∴当4≤x＜6时，
[image: image516.wmf]ABP

S

D

随p的增加而减小。

∴当x=4时，
[image: image517.wmf]ABP
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D

取得最大值，最大值为8。

③如图，当6≤x≤7时，过点P作PH⊥x轴于点H。

则OH=p，HA= p－6，PH=
[image: image518.wmf]2
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∴当6≤x≤7时，
[image: image521.wmf]ABP
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D

随p的增加而增加。

∴当x=7时，
[image: image522.wmf]ABP

S

D

取得最大值，最大值为7。

综上所述，当x= EQ \F( 7 ,2)时，
[image: image523.wmf]ABP
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D

取得最大值，最大值为
[image: image524.wmf]35
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。

【考点】二次函数综合题，矩形的性质，旋转的性质，勾股定理， 曲线上点的坐标与方程的关系，相似三角形的判定，二次函数的性质。

【分析】（1）由OD＝10，OB＝8，矩形的边BC绕点B逆时针旋转，使点C恰好与x轴上的点A重合，可得OA2=AB2－OB2=102－82=36，∴OA=6。∴A（6，0），B（0，－8）。

（2）∵抛物线y＝－ EQ \F( 1 ,3)x2＋bx＋c经过点A、B，

                 ∴
[image: image525.wmf]12+6b+c=0
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，解得
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b=

3

c=8

ì

ï

í

ï

-

î

。

                 ∴这条抛物线的解析式是
[image: image527.wmf]2
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（3）分①若点M在点N上方，
[image: image528.wmf]MNNA

CDDA

=

，②若点M在点N下方，
[image: image529.wmf]MNNA

CDDA

=

，③若点M在点N上方，
[image: image530.wmf]MNNA

DACD

=

，④若点M在点N下方，
[image: image531.wmf]MNNA

DACD

=

四种情况讨论即可。

（4）根据二次函数的性质，分 EQ \F( 7 ,2)≤x＜4，4≤x＜6和6≤x≤7三个区间分别求出最大值，比较即可。

例7. （2012湖南怀化10分）如图1，四边形ABCD是边长为
[image: image532.wmf]2

3

的正方形，长方形AEFG的宽
[image: image533.wmf]AE

7

2

=

,长
[image: image534.wmf]EF
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=

．将长方形AEFG绕点A顺时针旋转15°得到长方形AMNH (如图2)，这时BD与MN相交于点O．

（1）求
[image: image535.wmf]DOM

Ð

的度数；

（2）在图2中，求D、N两点间的距离；

（3）若把长方形AMNH绕点A再顺时针旋转15°得到长方形ARTZ,请问此时点B在矩形ARTZ的

内部、外部、还是边上？并说明理由．

[image: image536.png]



图1                图2

【答案】解：（1）如图，设AB与MN相交于点K，根据题意得：∠BAM=15°，

  ∵四边形AMNH是矩形，∴∠M=90°。∴∠AKM=90°－∠BAM=75°。

∴∠BKO=∠AKM=75°。，

[image: image765.png]R TEEHE



∵四边形ABCD是正方形，∴∠ABD=45°。

∴∠DOM=∠BKO+⊂ABD=75°+45°=120°。

（2）连接AN，交BD于I，连接DN，

∵NH=
[image: image537.wmf]7
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2

=

，AH=
[image: image538.wmf]7
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=

，∠H=90°，

∴
[image: image539.wmf]NH3

tanHAN

AH3

Ð==

。∴∠HAN=30°。

∴AN=2NH=7。

由旋转的性质：∠DAH=15°，∴∠DAN=45°。

∵∠DAC=45°，∴A，C，N共线。

∵四边形ABCD是正方形，∴BD⊥AC。

∵AD=CD=
[image: image540.wmf]32

，∴
[image: image541.wmf]1
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image542.wmf]22
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=+=

。

∴NI=AN－AI=7－3=4。

[image: image766.png]


在Rt△DIN中，
[image: image543.wmf]2222

DNDINI345
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（3）点B在矩形ARTZ的外部。理由如下：

如图，根据题意得：∠BAR=15°+15°=30°。

∵∠R=90°，AR= 
[image: image544.wmf]7

2

，

∴
[image: image545.wmf]7
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∵
[image: image546.wmf]739273162147
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，∴AB=
[image: image547.wmf]32

 ＞
[image: image548.wmf]73
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∴点B在矩形ARTZ的外部。

【考点】旋转的性质，矩形的性质，正方形的性质，勾股定理，锐角三角函数定义，特殊角的三角函数值，实数的大小比较。

【分析】（1）由旋转的性质，可得∠BAM=15°，即可得∠OKB=∠AOM=75°，又由正方形的性质，可得∠ABD=45°，然后利用外角的性质，即可求得∠DOM的度数。

（2）首先连接AM，交BD于I，连接DN，由特殊角的三角函数值，求得∠HAN=30°，又由旋转的性质，即可求得∠DAN=45°，即可证得A，C，N共线，然后由股定理求得答案。

（3）在Rt△ARK中，利用三角函数即可求得AK的值，与AB比较大小，即可确定B的位置。

例8. . （2012山东泰安3分）如图，菱形OABC的顶点O在坐标原点，顶点A在x轴上，∠B=120°，OA=2，将菱形OABC绕原点顺时针旋转105°至OA′B′C′的位置，则点B′的坐标为【    】
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　　A．（
[image: image550.wmf]2

，
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）　　B．（
[image: image552.wmf]2
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，
[image: image553.wmf]2

）　　C．（2012泰安）　　D．（
[image: image554.wmf]3

，
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）
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【答案】A。
【考点】坐标与图形变化（旋转），菱形的性质，等边三角形的判定和性质。
【分析】连接OB，OB′，过点B′作B′E⊥x轴于E，

根据题意得：∠BOB′=105°，

∵四边形OABC是菱形，

∴OA=AB，∠AOB=
[image: image556.wmf]1

2

∠AOC=
[image: image557.wmf]1

2

∠ABC=
[image: image558.wmf]1

2

×120°=60°，

∴△OAB是等边三角形。∴OB=OA=2。

∴∠AOB′=∠BOB′﹣∠AOB=105°﹣60°=45°，OB′=OB=2。

∴OE=B′E=OB′•sin45°=
[image: image559.wmf]2

22

2

´=

。∴点B′的坐标为：（
[image: image560.wmf]22

-

 

，

）。故选A。

例9. （2012黑龙江哈尔滨3分）如图，平行四边形ABCD绕点A逆时针旋转30°，得到平行四边形AB′C′D′（点B′与点B是对应点，点C′与点C是对应点，点D′与点D是对应点），点B′恰好落在BC边上则∠C=

   ▲   度．

[image: image561.png]



【答案】105。

【考点】旋转的性质，平行四边形的性质，等腰三角形的性质，三角形内角和定理。
【分析】∵平行四边形ABCD绕点A逆时针旋转30°，得到平行四边形AB′C′D′（点B′与点B是对应点，点C′与点C是对应点，点D′与点D是对应点），

∴AB=AB′，∠BAB′=30°。∴∠B=∠AB′B=（180°-30°）÷2=75°。

∴∠C=180°-75°=105°。

练习题：

1. （2011湖北宜昌3分）如图，矩形OABC的顶点O为坐标原点，点A在x轴上，点B的坐标为（2，1）．如果将矩形0ABC绕点O旋转180°旋转后的图形为矩形OA1B1C1，那么点B1的坐标为 【    】

[image: image562.png]Al
B 1

C

B(2,1)





A、（2，1）

    B、（﹣2，1）   

C、（﹣2，﹣1）

D、（2，﹣l）

2. （2011湖北孝感3分）如图，菱形OABC的一边OA在
[image: image563.wmf]x

轴上，将菱形OABC绕原点O顺时针旋转75°至OA′B′C′的位置，若OB=
[image: image564.wmf]23

，∠C=120°，则点B′的坐标为 【    】
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A.
[image: image566.wmf](3,3)

      B. 
[image: image567.wmf](3,3)

-

      C. 
[image: image568.wmf](6,6)

      D. 
[image: image569.wmf](6,6)
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3. （2011辽宁本溪3分）菱形OCAB在平面直角坐标系中的位置如图所示，点O的坐标是（0，0），点A在y轴的正半轴上，点P是菱形对角线的交点，点C坐标是（
[image: image570.wmf]3

，3）若把菱形OCAB绕点A逆时针旋转90°，则点P的对应点P′的坐标是    ▲    。

[image: image571.png]



4. （2011黑龙江牡丹江3分）平行四边形AOBC在平面直角坐标系中的位置如图所示，∠AOB=600，AO=1，AC=2，把平行四边形AOBC绕点O逆时针旋转，使点A落在y轴上，则旋转后点C的对应点C′的坐标为   ▲   

[image: image572.png]



5. （2011湖南岳阳8分）如图①，将菱形纸片AB（E）CD（F）沿对角线BD（EF）剪开，得到△ABD和△ECF，固定△ABD，并把△ABD与△ECF叠放在一起．

（1）操作：如图②，将△ECF的顶点F固定在△ABD的BD边上的中点处，△ECF绕点F在BD边上方左右旋转，设旋转时FC交BA于点H（H点不与B点重合），FE交DA于点G（G点不与D点重合）．

求证：BH•GD=BF2
（2）操作：如图③，△ECF的顶点F在△ABD的BD边上滑动（F点不与B、D点重合），且CF始终经过点A，过点A作AG∥CE，交FE于点G，连接DG．

探究：FD+DG=　  　．请予证明．

[image: image573.jpg]



6. （2011湖北荆门9分）如图，P是矩形ABCD下方一点，将△PCD绕P点顺时针旋转60°后恰好D点

与A点重合，得到△PEA，连接EB，问△ABE是什么特殊三角形？请说明理由.

[image: image574.png]



7. （2011辽宁盘锦12分）已知菱形ABCD的边长为5，∠DAB＝60°.将菱形ABCD绕着A逆时针旋转得到菱形AEFG，设∠EAB＝α，且0°＜α＜90°，连接DG、BE、CE、CF.

(1)如图(1)，求证：△AGD≌△AEB；

(2)当α＝60°时，在图(2)中画出图形并求出线段CF的长；

(3)若∠CEF＝90°，在图(3)中画出图形并求出△CEF的面积．

[image: image575.png]


 (1)[image: image576.png]


 (2)[image: image577.png]


 (3)

8. （2011安徽芜湖14分）平面直角坐标系中，平行四边形ABOC如图放置，点A、C的坐标分别为(0，3)、(
[image: image578.wmf]1

-

，0)，将此平行四边形绕点O顺时针旋转90°，得到平行四边形
[image: image579.wmf]'''

ABOC

。

(1)若抛物线过点C，A，
[image: image580.wmf]A'

，求此抛物线的解析式；

(2)求平行四边形ABOC和平行四边形
[image: image581.wmf]'''

ABOC

重叠部分△
[image: image582.wmf]'

OCD

的周长；

(3)点M是第一象限内抛物线上的一动点，间：点M在何处时△
[image: image583.wmf]AMA'

的面积最大?最大面积是多少?并求出此时点M的坐标。

[image: image584.png]



十、有关正方形的旋转：

典型例题：例1. （2012湖南岳阳3分）如图，两个边长相等的正方形ABCD和EFGH，正方形EFGH的顶点E固定在正方形ABCD的对称中心位置，正方形EFGH绕点E顺时针方向旋转，设它们重叠部分的面积为S，旋转的角度为θ，S与θ的函数关系的大致图象是【    】

[image: image585.png]A D




A．[image: image586.png]


B．[image: image587.png]


C．[image: image588.png]


D．[image: image589.png]



【答案】B。

【考点】旋转问题的函数图象，正方形的性质，旋转的性质，全等三角形的判定和性质。
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【分析】如图，过点E作EM⊥BC于点M，EN⊥AB于点N，

∵点E是正方形的对称中心，∴EN=EM，EMBN是正方形。

由旋转的性质可得∠NEK=∠MEL，

在Rt△ENK和Rt△EML中，

∠NEK=∠MEL，EN=EM，∠ENK=∠EML，

∴△ENK≌△ENL（ASA）。

 ∴阴影部分的面积始终等于正方形面积的
[image: image590.wmf]1

4

，即它们重叠部分的面积S不因旋转的角度θ的改变

而改变。故选B。
例2. （2012四川泸州2分）如图，边长为a的正方形ABCD绕点A逆时针旋转30°得到正方形A′B′C′D′，图中阴影部分的面积为【    】
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【答案】D。

【考点】正方形的性质，旋转的性质，全等三角形的判定和性质，三角形内角和定理，锐角三角函数定义，特殊角的三角函数值。
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【分析】设B′C′与CD交于点E，连接AE.

在△AB′E与△ADE中，∠AB′E=∠ADE=90°，AE=AE, AB′=AD,

∴△AB′E≌△ADE（HL）。∴∠B′AE=∠DAE。

∵∠BAB′=30°，∠BAD=90°，∴∠B′AE=∠DAE=30°。

∴DE=AD•tan∠DAE=
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。故选D。

例3. （2012贵州黔东南4分）点P是正方形ABCD边AB上一点（不与A、B重合），连接PD并将线段PD绕点P顺时针旋转90°，得线段PE，连接BE，则∠CBE等于【    】

[image: image599.png]



A．75°     B．60°     C．45°     D．30°

【答案】C。

【考点】正方形的性质，旋转的性质，全等三角形的判定和性质，等腰直角三角形的判定和性质。
【分析】过点E作EF⊥AF，交AB的延长线于点F，则∠F=90°，

∵四边形ABCD为正方形，∴AD=AB，∠A=∠ABC=90°。∴∠ADP+∠APD=90°。

[image: image770.png]AP B F
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由旋转可得：PD=PE，∠DPE=90°，∴∠APD+∠EPF=90°。

∴∠ADP=∠EPF。

在△APD和△FEP中，∵∠ADP=∠EPF，∠A=∠F，PD=PE，

∴△APD≌△FEP（AAS）。∴AP=EF，AD=PF。

又∵AD=AB，∴PF=AB，即AP+PB=PB+BF。∴AP=BF。∴BF=EF

又∵∠F=90°，∴△BEF为等腰直角三角形。∴∠EBF=45°。

又∵∠CBF=90°，∴∠CBE=45°。故选C。

例4. （2012青海西宁3分）如图，E、F分别是正方形ABCD的边BC、CD上的点，BE＝CF，连接AE、

BF．将△ABE绕正方形的对角线的交点O按顺时针方向旋转到△BCF，则旋转角是【    】

[image: image600.png]o





A．45º            B．120º            C．60º            D．90º

【答案】D。
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【考点】旋转的性质，正方形的性质，三角形的内角和定理。

【分析】如图，将△ABE绕正方形的对角线交点O按顺时针方向旋转到△BCF时，A和B重合，即∠AOB是旋转角。

∵四边形ABCD是正方形，∴∠BAO=∠ABO=45°。

∴∠AOB=180°－45°－45°=90°，即旋转角是90°。故选D。

例5. （2012广东肇庆3分）正方形绕其中心旋转一定的角度与原图形重合，则这个角至少为   ▲   度 ． 

【答案】90。

【考点】旋转对称图形，正方形的性质。
【分析】∵正方形的对角线把正方形分成四个全等的直角三角形，

∴顶点处的周角被分成四个相等的角，360°÷4=90°。

∴这个正方形绕着它的中心旋转90°的整数倍后，就能与它自身重合。

∴这个角度至少是90°。

例6. （2012宁夏区8分）正方形ABCD的边长为3，E、F分别是AB、BC边上的点,且∠EDF=45°。将△DAE绕点D逆时针旋转90°，得到△DCM。

（1）求证：EF=FM 

（2）当AE=1时，求EF的长。

[image: image601.png]il
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【答案】 解：(1) 证明：∵△DAE逆时针旋转90°得到△DCM，∴DE=DM，∠EDM=90°。
∴∠EDF + ∠FDM=90°。

∵∠EDF=45°，∴∠FDM =∠EDF=45°。

∵DF= DF ，∴△DEF≌△DMF（SAS）。∴EF=MF。

（2）设EF=x 。

∵AE=CM=1 ，∴ BF=BM－MF=BM－EF=4－x 。 

∵ EB=2，∴在Rt△EBF中，由勾股定理得
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∴EF的长为
[image: image605.wmf]5
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【考点】正方形的性质，旋转的性质，全等三角形的判定和性质，勾股定理，
【分析】（1）由旋转可得DE=DM，∠EDM为直角，可得出∠EDF+∠MDF=90°，由∠EDF=45°，得到∠MDF为45°，可得出∠EDF=∠MDF，再由DF=DF，利用SAS可得出三角形DEF与三角形MDF全等，由全等三角形的对应边相等可得出EF=MF。

（2）由（1）的全等得到AE=CM=1，正方形的边长为3，用AB－AE求出EB的长，再由BC+CM求出BM的长，设EF=MF=x，可得出BF=BM－FM=BM－EF=4－x，在Rt△EBF中，利用勾股定理列出关于x的方程，求出方程的解得到x的值，即为EF的长。

例7. （2012广东珠海7分） 如图，把正方形ABCD绕点C按顺时针方向旋转45°得到正方形A′B′CD′（此时，点B′落在对角线AC上，点A′落在CD的延长线上），A′B′交AD于点E，连接AA′、CE．

求证：（1）△ADA′≌△CDE；

（2）直线CE是线段AA′的垂直平分线．

[image: image606.png]S





【答案】证明：（1）∵四边形ABCD是正方形，∴AD=CD，∠ADC=90°。∴∠A′DE=90°。

根据旋转的方法可得：∠EA′D=45°，∴∠A′ED=45°。∴A′D=DE。

∵在△AD A′和△CDE中，AD=CD，∠EDC=∠A′DA=90°，A′D=DE，

∴△ADA′≌△CDE（SAS）。

（2）∵AC=A′C，∴点C在AA′的垂直平分线上。

∵AC是正方形ABCD的对角线，∴∠CAE=45°。

∵AC=A′C，CD=CB′，∴AB′=A′D。

∵在△AEB′和△A′ED中，∠EAB′=∠EA′D，∠AEB′=∠A′ED，AB′=A′D，

∴△AEB′≌△A′ED（AAS）。∴AE=A′E。

∴点E也在AA′的垂直平分线上。∴直线CE是线段AA′的垂直平分线。

【考点】正方形的性质，旋转的性质，等腰三角形的判定，全等三角形的判定和性质，线段垂直平分线的判定。
【分析】（1）根据正方形的性质可得AD=CD，∠ADC=90°，∠EA′D=45°，则∠A′DE=90°，再计算出∠A′ED=45°，根据等角对等边可得AD=ED，即可利用SAS证明△AA′D≌△CED。

（2）首先由AC=A′C，可得点C在AA′的垂直平分线上；再证明△AEB′≌△A′ED，可得AE=A′E，从而得到点E也在AA′的垂直平分线上，根据两点确定一条直线可得直线CE是线段AA′的垂直平分线。
例8. （2012湖南益阳12分）已知：如图1，在面积为3的正方形ABCD中，E、F分别是BC和CD边上的两点，AE⊥BF于点G，且BE=1．

（1）求证：△ABE≌△BCF；

（2）求出△ABE和△BCF重叠部分（即△BEG）的面积；

（3）现将△ABE绕点A逆时针方向旋转到△AB′E′（如图2），使点E落在CD边上的点E′处，问△ABE在旋转前后与△BCF重叠部分的面积是否发生了变化？请说明理由．

[image: image607.png]B




【答案】（1）证明：∵四边形ABCD是正方形，∴∠ABE=∠BCF=90°，AB=BC。∴∠ABF+∠CBF=90°。

∵AE⊥BF，∴∠ABF+∠BAE=90°。∴∠BAE=∠CBF。

在△ABE和△BCF中，∵∠ABE=∠BCF，AB=BC，∠BAE=∠CBF，

∴△ABE≌△BCF（ASA）。  

（2）解：∵正方形面积为3，∴AB=
[image: image608.wmf]3

。

在△BGE与△ABE中，∵∠GBE=∠BAE，∠EGB=∠EBA=90°，∴△BGE∽△ABE。

∴
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又∵BE=1，∴AE2=AB2+BE2=3+1=4。

∴
[image: image610.wmf]2

BGEABE

2

BE133

S=S

428

AE

DD

×=´=

。

（3）解：没有变化。理由如下：

∵AB=
[image: image611.wmf]3

，BE=1，∴
[image: image612.wmf]13
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。∴∠BAE=30°。

∵AB′=AD，∠AB′E′=∠ADE'=90°，AE′= AE′，∴Rt△ABE≌Rt△AB′E′≌Rt△ADE′，

∴∠DAE′=∠B′AE′=∠BAE=30°。

∴AB′与AE在同一直线上，即BF与AB′的交点是G。

设BF与AE′的交点为H，

则∠BAG=∠HAG=30°，而∠AGB=∠AGH=90°，AG= AG，∴△BAG≌△HAG。

∴
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∴△ABE在旋转前后与△BCF重叠部分的面积没有变化。

【考点】正方形的性质，全等三角形的判定和性质，相似三角形的判定和性质，旋转的性质，解直角三角形。

【分析】（1）由四边形ABCD是正方形，可得∠ABE=∠BCF=90°，AB=BC，又由AE⊥BF，由同角的余角相等，即可证得∠BAE=∠CBF，然后利用ASA，即可判定：△ABE≌△BCF。

（2）由正方形ABCD的面积等于3，即可求得此正方形的边长，由在△BGE与△ABE中，∠GBE=∠BAE，∠EGB=∠EBA=90°，可证得△BGE∽△ABE，由相似三角形的面积比等于相似比的平方，即可求得答案。

（3）由正切函数，求得∠BAE=30°，易证得Rt△ABE≌Rt△AB′E′≌Rt△ADE′，可得AB′与AE在同一直线上，即BF与AB′的交点是G，然后设BF与AE′的交点为H，可证得△BAG≌△HAG，从而证得结论。

例9. （2012湖南长沙9分）如图，已知正方形ABCD中，BE平分∠DBC且交CD边于点E，将△BCE绕点C顺时针旋转到△DCF的位置，并延长BE交DF于点G．

（1）求证：△BDG∽△DEG；

（2）若EG•BG=4，求BE的长．
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【答案】（1）证明：∵将△BCE绕点C顺时针旋转到△DCF的位置，∴△BCE≌△DCF。∴∠FDC=∠EBC。

∵BE平分∠DBC，∴∠DBE=∠EBC。∴∠FDC=∠EBE。

又∵∠DGE=∠DGE，∴△BDG∽△DEG。

（2）解：∵△BCE≌△DCF，∴∠F=∠BEC，∠EBC=∠FDC。

∵四边形ABCD是正方形，∴∠DCB=90°，∠DBC=∠BDC=45°。

∵BE平分∠DBC，∴∠DBE=∠EBC=22.5°=∠FDC。

∴∠BDF=45°+22.5°=67.5°，∠F=90°﹣22.5°=67.5°=∠BDF。∴BD=BF，

∵△BCE≌△DCF，∴∠F=∠BEC=67.5°=∠DEG。

∴∠DGB=180°﹣22.5°﹣67.5°=90°，即BG⊥DF。

∵BD=BF，∴DF=2DG。

∵△BDG∽△DEG，BG×EG=4，∴
[image: image615.wmf]DGBG
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。 ∴BG×EG=DG×DG=4。∴DG=2

∴BE=DF=2DG=4。

【考点】旋转的性质，正方形的性质，相似三角形的判定和性质，全等三角形的性质，三角形内角和定理。
【分析】（1）根据旋转性质求出∠EDG=∠EBC=∠DBE，根据相似三角形的判定推出即可。

（2）先求出BD=BF，BG⊥DF，求出BE=DF=2DG，根据相似求出DG的长，即可求出答案。

例10.（2012四川乐山12分）如图1，△ABC是等腰直角三角形，四边形ADEF是正方形，D、F分别在AB、AC边上，此时BD=CF，BD⊥CF成立．
（1）当正方形ADEF绕点A逆时针旋转θ（0°＜θ＜90°）时，如图2，BD=CF成立吗？若成立，请证明；若不成立，请说明理由．

（2）当正方形ADEF绕点A逆时针旋转45°时，如图3，延长BD交CF于点G．

①求证：BD⊥CF；

②当AB=4，AD=
[image: image616.wmf]2

时，求线段BG的长．
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【答案】解：（1）BD=CF成立。理由如下：

∵△ABC是等腰直角三角形，四边形ADEF是正方形，

∴AB=AC，AD=AF，∠BAC=∠DAF=90°。

∵∠BAD=∠BAC﹣∠DAC，∠CAF=∠DAF﹣∠DAC，∴∠BAD=∠CAF。

在△BAD和△CAF中，∵AB=AC，∠BAD=∠CAF，

∴△BAD≌△CAF（SAS）。∴BD=CF。

（2）①证明：设BG交AC于点M．

∵△BAD≌△CAF（已证），∴∠ABM=∠GCM。

[image: image772.png]


又∵∠BMA=∠CMG，∴△BMA∽△CMG。

∴∠BGC=∠BAC=90°。∴BD⊥CF。

②过点F作FN⊥AC于点N。

∵在正方形ADEF中，AD=DE=
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∴
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∵在等腰直角△ABC 中，AB=4，∴CN=AC﹣AN=3，
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[image: image622.wmf]FN1

tanFCN

CN3

Ð==

。

在Rt△ABM中，
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∵△BMA∽△CMG，∴
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【考点】等腰直角三角形和正方形的性质，全等三角形、相似三角形的判定和性质，旋转的性质，勾股定理。
【分析】（1）△ABC是等腰直角三角形，四边形ADEF是正方形，易证得△BAD≌△CAF，根据全等三角形的对应边相等，即可证得BD=CF。

（2）①由△BAD≌△CAF，可得∠ABM=∠GCM，又由对顶角相等，易证得△BMA∽△CMG，根据相似三角形的对应角相等，可得BGC=∠BAC=90°，即可证得BD⊥CF。

②首先过点F作FN⊥AC于点N，利用勾股定理即可求得AE，BC的长，继而求得AN，CN的长，又由等角的三角函数值相等，可求得AM=
[image: image631.wmf]14
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。然后利用△BMA∽△CMG，求得CG的长，再由勾股定理即可求得线段BG的长。
练习题：

1. （2012贵州遵义4分）如图，将边长为
[image: image632.wmf]2

cm的正方形ABCD沿直线l向右翻动（不滑动），当正方形连续翻动6次后，正方形的中心O经过的路线长是　 ▲ 　cm．（结果保留π）
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2.（四川资阳3分）如图，若正方形EFGH由正方形ABCD绕某点旋转得到，则可以作为旋转中心的是【    】
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A. M或O或N

B. E或O或C

C. E或O或N

    D. M或O或C 

3.（2011四川广元3分）如图，边长为1的正方形ABCD绕点A旋转45º得到正方形AB1C1D1，边B1C1与CD交于点O，则四边形AB1OD的周长是 【    】
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A． eq \r(2)          B．2 eq \r(2)          C．1＋ eq \r(2)          D．3

4.（2011江苏南京2分）如图，E、F分别是正方形ABCD的边BC、CD上的点，BE=CF，连接AE、BF，

将△ABE绕正方形的中心按逆时针方向转到△BCF，旋转角为α（0°＜α＜180°），则∠α=  ▲  ．

[image: image636.png]



5.（2011江苏盐城3分）如图，已知正方形ABCD的边长为12cm，E为CD边上一点，DE=5cm．以点A

为中心，将△ADE按顺时针方向旋转得△ABF，则点E所经过的路长为   ▲   cm．
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6.（2012四川资阳8分）（1）(3分)如图（1），正方形AEGH的顶点E、H在正方形ABCD的边上，直接写出HD∶GC∶EB的结果（不必写计算过程）；

（2）(3分)将图（1）中的正方形AEGH绕点A旋转一定角度，如图（2），求HD∶GC∶EB；

（3）(2分)把图（2）中的正方形都换成矩形，如图（3），且已知ＤA∶AB＝HA∶AE＝m: n，此时HD∶GC∶EB的值与（2）小题的结果相比有变化吗？如果有变化，直接写出变化后的结果（不必写计算过程）．

[image: image638.png][6))
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7.（2012辽宁鞍山12分）如图，正方形ABCO的边OA、OC在坐标轴上，点B坐标（3，3），将正方形ABCO绕点A顺时针旋转角度α（0°＜α＜90°），得到正方形ADEF，ED交线段OC于点G，ED的

延长线交线段BC于点P，连AP、AG．

（1）求证：△AOG≌△ADG；

（2）求∠PAG的度数；并判断线段OG、PG、BP之间的数量关系，说明理由；

（3）当∠1=∠2时，求直线PE的解析式．
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8. （2012内蒙古呼和浩特7分）如图，四边形ABCD是正方形，点G是BC边上任意一点，DE⊥AG于E，BF∥DE，交AG于F．

（1）求证：AF﹣BF=EF；

（2）将△ABF绕点A逆时针旋转，使得AB与AD重合，记此时点F的对应点为点F′，若正方形边长为3，求点F′与旋转前的图中点E之间的距离．

[image: image640.png]|





9. （2011湖北襄阳10分）如图，点P是正方形ABCD边AB上一点（不与点A，B重合），连接PD并将线段PD绕点P顺时针方向旋转90°得到线段PE，PE交边BC于点F，连接BE，DF．

（1）求证：∠ADP=∠EPB；

（2）求∠CBE的度数；

（3）当
[image: image641.wmf]AP

AB

的值等于多少时，△PFD∽△BFP？并说明理由．
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10. （2011甘肃天水8分）如图，在平面直角坐标系中，O为坐标原点，每个小方格的边长为1个单位长度．正方形ABCD顶点都在格点上，其中，点A的坐标为（1，1）．

（1）若将正方形ABCD绕点A顺时针方向旋转90°，点B到达点B1，点C到达点C1，点D到达点D1，求点B1、C1、D1的坐标．

（2）若线段AC1的长度与点D1的横坐标的差恰好是一元二次方程x2+ax+1=0的一个根，求a的值．
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十一、有关其它图形的旋转：

典型例题：例1. （2012天津市3分）将下列图形绕其对角线的交点逆时针旋转900，所得图形一定与原图形重合的是【    】

（A）平行四边形
  （B）矩形   （C）菱形
  （D）正方形

【答案】D。

【考点】旋转对称图形

【分析】根据旋转对称图形的性质，可得出四边形需要满足的条件：此四边形的对角线互相垂直、平分且相等，则这个四边形是正方形。故选D。

例2. （2012广东汕头4分）如图，将△ABC绕着点C顺时针旋转50°后得到△A′B′C′．若∠A=40°．∠B′=110°，则∠BCA′的度数是【    】

[image: image644.png]&




A．110°     B．80°     C．40°      D．30°

【答案】B。

【考点】旋转的性质，三角形内角和定理。
【分析】根据旋转的性质可得：∠A′=∠A，∠A′CB′=∠ACB，

∵∠A=40°，∴∠A′=40°。

∵∠B′=110°，∴∠A′CB′=180°﹣110°﹣40°=30°。∴∠ACB=30°。

∵将△ABC绕着点C顺时针旋转50°后得到△A′B′C′，∴∠ACA′=50°，

∴∠BCA′=30°+50°=80°，故选B。

例3. （2012江苏苏州3分）如图，将△AOB绕点O按逆时针方向旋转45°后得到△A＇OB＇，若

∠AOB=15°，则∠AOB＇的度数是【    】
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【答案】B。

【考点】旋转的性质。
【分析】根据旋转的性质，旋转前后图形全等以及对应边的夹角等于旋转角，从而得出答案：
∵将△AOB绕点O按逆时针方向旋转45°后得到△A′OB′，

∴∠A′OA=45°，∠AOB=∠A′OB′=15°，

∴∠AOB′=∠A′OA－∠A′OB=45°－15°=30°。故选B。

例4. （2012山东日照3分）如图，在4×4的正方形网格中，若将△ABC绕着点A逆时针旋转得到△AB′C′，则
[image: image646.wmf]¼
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的长为【    】
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（A）
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【答案】A。

【考点】旋转的性质，弧长的计算。
【分析】根据图示知，∠BAB′=45°，∴
[image: image652.wmf]¼
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的长为：
[image: image653.wmf]454
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p
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××

=

。故选A。

例5. （2012广西柳州3分）如图，小红做了一个实验，将正六边形ABCDEF绕点F顺时针旋转后到达

A′B′C′D′E′F′的位置，所转过的度数是【    】
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A．60° 　　B．72°　　 C．108°　　 D．120° 

【答案】A。

【考点】旋转的性质，多边形内角和定理。
【分析】∵六边形ABCDEF是正六边形，∴∠AFE=180°×(6－2)
[image: image655.wmf]1
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´

 =120°。

∴∠EFE′=180°-∠AFE=180°－120°=60°。

∵将正六边形ABCDEF绕点F顺时针旋转后到达A′B′C′D′E′F′的位置，

∴∠EFE′是旋转角，∴所转过的度数是60°。故选A。

例6. （2012浙江宁波3分）把二次函数y=（x﹣1）2+2的图象绕原点旋转180°后得到的图象的解析式为

    ▲    ．

【答案】y=﹣（x+1）2﹣2。

【考点】二次函数图象与几何变换，旋转的性质。
【分析】∵二次函数y=（x﹣1）2+2顶点坐标为（1，2），
∴绕原点旋转180°后得到的二次函数图象的顶点坐标为（﹣1，﹣2）。

∴旋转后的新函数图象的解析式为y=﹣（x+1）2﹣2。

例7.（2012浙江温州5分）分别以正方形的各边为直径向其内部作半圆得到的图形如图所示，将该图形绕其中心旋转一个合适的角度后会与原图形重合，则这个旋转角的最小度数是   ▲   度.
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【答案】90。
【考点】旋转对称图形。
【分析】观察图形可得，图形可看作由一个基本图形每次旋转90°，旋转4次所组成，故最小旋转角为90°。
例8. （2012江苏无锡2分）如图，△ABC中，∠C=30°．将△ABC绕点A顺时针旋转60°得到△ADE，AE与BC交于F，则∠AFB=　 ▲ 　°．
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【答案】90。

【考点】旋转的性质，三角形外角性质。
【分析】根据旋转的性质可知∠CAF=60°，根据三角形的一个外角等于和它不相邻的两内角之和的性质，得：∠CFA=∠C+∠CAF=90°。
例9. （2012浙江义乌10分）在锐角△ABC中，AB=4，BC=5，∠ACB=45°，将△ABC绕点B按逆时针方向旋转，得到△A1BC1．

（1）如图1，当点C1在线段CA的延长线上时，求∠CC1A1的度数；

（2）如图2，连接AA1，CC1．若△ABA1的面积为4，求△CBC1的面积；

（3）如图3，点E为线段AB中点，点P是线段AC上的动点，在△ABC绕点B按逆时针方向旋转过程中，点P的对应点是点P1，求线段EP1长度的最大值与最小值．
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【答案】解：（1）∵由旋转的性质可得：∠A1C1B=∠ACB=45°，BC=BC1，

 ∴∠CC1B=∠C1CB=45°。

∴∠CC1A1=∠CC1B+∠A1C1B=45°+45°=90°。

（2）∵由旋转的性质可得：△ABC≌△A1BC1，

∴BA=BA1，BC=BC1，∠ABC=∠A1BC1。
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∴
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∴∠ABA1=∠CBC1。

∴△ABA1∽△CBC1。∴
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（3）过点B作BD⊥AC，D为垂足，

∵△ABC为锐角三角形，∴点D在线段AC上。

在Rt△BCD中，BD=BC×sin45°=
[image: image662.wmf]5

2

2

。

①如图1，当P在AC上运动至垂足点D，△ABC绕点B旋转，使点P的对应点P1在线段AB上时，EP1最小。
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最小值为：EP1=BP1﹣BE=BD﹣BE=
[image: image663.wmf]5

2

2

﹣2。

②如图2，当P在AC上运动至点C，△ABC绕点B旋转，使点P的对应点P1在线段AB的延长线上时，EP1最大。

最大值为：EP1=BC+BE=5+2=7。

【考点】旋转的性质，等腰三角形的性质，全等三角形的判定和性质，相似三角形的判定和性质。
【分析】（1）由旋转的性质可得：∠A1C1B=∠ACB=45°，BC=BC1，又由等腰三角形的性质，即可求得∠CC1A1的度数。

（2）由旋转的性质可得：△ABC≌△A1BC1，易证得△ABA1∽△CBC1，利用相似三角形的面积比等于相似比的平方，即可求得△CBC1的面积。

（3）由①当P在AC上运动至垂足点D，△ABC绕点B旋转，使点P的对应点P1在线段AB上时，EP1最小；②当P在AC上运动至点C，△ABC绕点B旋转，使点P的对应点P1在线段AB的延长线上时，EP1最大，即可求得线段EP1长度的最大值与最小值。
例10. （2012辽宁大连12分）如图，抛物线y=ax2+bx+c经过A（－
[image: image664.wmf]3

，0）、B（3
[image: image665.wmf]3

，0）、C（0，3）三点，线段BC与抛物线的对称轴l相交于点D。设抛物线的顶点为P，连接PA、AD、DP，线段AD与y轴相交于点E。

  （1）求该抛物线的解析式；

  （2）在平面直角坐标系中是否存在点Q，使以Q、C、D为顶点的三角形与△ADP全等？若存在，求出点Q的坐标，若不存在，说明理由；

  （3）将∠CED绕点E顺时针旋转，边EC旋转后与线段BC相交于点M，边ED旋转后与对称轴l相交于点N，连接PM、DN，若PM＝2DN，求点N的坐标（直接写出结果）。 
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【答案】解：（1）∵抛物线y=ax2+bx+c经过A（－
[image: image667.wmf]3

，0）、B（3
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，0）、C（0，3）三点，

                 ∴抛物线的解析式可设为
[image: image669.wmf](

)

(

)

y=ax+3x33

-

，

                 将C（0，3）代入得
[image: image670.wmf](

)

(

)

3=a0+3033

-

，解得
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                 ∴抛物线的解析式为
[image: image672.wmf](
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，即
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 （2）存在。如图，

      由
[image: image674.wmf]2
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y=x+x+3

33

-

得对称轴l为
[image: image675.wmf]x=3

，

      由B（3
[image: image676.wmf]3

，0）、C（0，3）得tan∠OBC=
[image: image677.wmf]3

3

，

      ∴∠OBC==300。

      由轴对称的性质和三角形外角性质，得

∠ADP==1200。

由锐角三角函数可得点D的坐标为（
[image: image678.wmf]3

，2）。

∴DP=CP=1，AD=4。

①在y轴正方向上存在点Q1，只要CQ1=4，则由SAS可判断△Q1CD≌△ADP，

此时，Q1的坐标为（0，7）。

②由轴对称的性质，得Q1关于直线BC的对称点Q2也满足△Q2CD≌△ADP，

过点Q2作Q2G⊥y轴于点G，则在Rt△CQ2G中，由Q2C=4，∠Q2CG=600可得

CG=2，Q2G=2
[image: image679.wmf]3

。∴OG=1。∴Q2的坐标为（－2
[image: image680.wmf]3

，1）。

③在对称轴l点P关于点D的反方向上存在点Q3，只要DQ3=4，则△Q3DC≌△ADP，

此时，Q3的坐标为（
[image: image681.wmf]3

，－2）。

④由轴对称的性质，得Q3关于直线BC的对称点Q4也满足△Q2DC≌△ADP，

过点Q4作Q4H⊥l于点H，则在Rt△DQ4H中，由Q4D=4，∠Q4DH=600可得

DH=2，HQ4=2
[image: image682.wmf]3

。∴Q4的坐标为（3
[image: image683.wmf]3

，4）。

综上所述，点Q的坐标为（0，7）或（－2
[image: image684.wmf]3

，1）或（
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，－2）或（3
[image: image686.wmf]3

，4）。

（3）（
[image: image687.wmf]713
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）。

【考点】二次函数综合题，待定系数法，曲线上点的坐标与方程的关系，二次函数的性质，锐角三角函数定义，特殊角的三角函数值，轴对称的性质，三角形外角性质，勾股定理，全等三角形的判定和性质，旋转的性质。

【分析】（1）根据已知点的坐标，设抛物线的交点式，用待定系数法即可求。

        （2）求出△ADP的两边夹一角，根据SAS作出判断。

（3）如图，作做EF⊥l于点F，

由题意易证明△PMD ≌△EMD，△CME ≌△DNE，

             ∴PM=EM=EN=2DN。

由题意DF=1，EF=
[image: image688.wmf]3

，NF=1-DN

             在Rt△EFN中，
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            ∴
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，整理得
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，解得
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∴点N的纵坐标为
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练习题：

1. （2011广西桂林3分）在平面直角坐标系中，将抛物线
[image: image696.wmf]y

=
[image: image697.wmf]x

2＋2
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＋3绕着它与
[image: image699.wmf]y

轴的交点旋转180°，所得抛物线的解析式是【    】

A、
[image: image700.wmf]y

=－（
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＋1）2＋2

B、
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C、
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－1）2＋2

D、
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＋1）2＋4

2.（2011四川泸州2分）如图，该图形绕点O按下列角度旋转后，不能与其自身重合的是【    】

[image: image708.png]




A、72°

B、108°   
C、144°

D、216°

3. （2011天津10分）在平面直角坐标系中．已知O坐标原点．点A(3．0)，B(0，4)．以点A为旋转中心，把△ABO顺时针旋转，得△ACD．记旋转转角为α．∠ABO为β．

   (I) 如图①，当旋转后点D恰好落在AB边上时．求点D的坐标；

 (Ⅱ) 如图②，当旋转后满足BC∥
[image: image709.wmf]x

轴时．求α与β之闻的数量关系；

(Ⅲ) 当旋转后满足∠AOD=β时．求直线CD的解析式(直接写出即如果即可)，
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4.（2011广东珠海7分）如图，将一个钝角△ABC（其中∠ABC＝120°）绕点B顺时针旋转得△A1BC1，使得C点落在AB的延长线上的点C1处，连结AA1．

（1）写出旋转角的度数；

（2）求证：∠A1AC＝∠C1．

[image: image711.png]a




5. （2011河北省10分）如图1至图4中，两平行线AB、CD间的距离均为6，点M为AB上一定点．

思考

如图1，圆心为0的半圆形纸片在AB，CD之间（包括AB，CD），其直径MN在AB上，MN=8，点P为半圆上一点，设∠MOP=α．

当α=  ▲  度时，点P到CD的距离最小，最小值为  ▲  ．

探究一

在图1的基础上，以点M为旋转中心，在AB，CD 之间顺时针旋转该半圆形纸片，直到不能再转动为止，如图2，得到最大旋转角∠BMO=  ▲  度，此时点N到CD的距离是  ▲  ．

探究二

将如图1中的扇形纸片NOP按下面对α的要求剪掉，使扇形纸片MOP绕点M在AB，CD之间顺时针旋转．

（1）如图3，当α=60°时，求在旋转过程中，点P到CD的最小距离，并请指出旋转角∠BMO的最大值；

（2）如图4，在扇形纸片MOP旋转过程中，要保证点P能落在直线CD上，请确定α的取值范围．

（参考数椐：sin49°=

，cos41°=

，tan37°=

．）
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6. （2011江西南昌10分）如图所示，抛物线m：y=ax2+b（a＜0，b＞0）与x轴于点A、B（点A在点B

的左侧），与y轴交于点C．将抛物线m绕点B旋转180°，得到新的抛物线n，它的顶点为C1，与x

轴的另一个交点为A1．

（1）当a=﹣1，b=1时，求抛物线n的解析式；

（2）四边形AC1A1C是什么特殊四边形，请写出结果并说明理由；

（3）若四边形AC1A1C为矩形，请求出a，b应满足的关系式．

[image: image722.png]



7.（2011四川资阳10分）已知抛物线C：
[image: image723.wmf](

)

2

0

yaxbxca<

=++

过原点，与
[image: image724.wmf]x

轴的另一个交点为B(4，0)，A为抛物线C的顶点．

(1) 如图1，若∠AOB=60°，求抛物线C的解析式；(3分)

(2) 如图2，若直线OA的解析式为
[image: image725.wmf]yx

=

，将抛物线C绕原点O旋转180°得到抛物线C′，求抛物线C、C′的解析式；(3分)

(3) 在(2)的条件下，设A′为抛物线C′的顶点，求抛物线C或C′上使得
[image: image726.wmf]PBPA

=¢

的点P的坐标．(4分)

[image: image727.png]
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