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中 等 数 学

2002年西部数学奥林匹克

                第 一 天

    1.求所有的正整数n，使得矿一4n'+22n'-

36n+ 18是一个完全平方数_

    2.设 0为锐角△ABC的外心，P为△A08内部

一点，v在△ABC的三边BC, CA, AB上的射影分别

为D,E,F.求证:以FE, FD为邻边的平行四边形位

于△ABC内

    3.考虑复平面上的正方形，它的4个顶点所对

应的复数恰好是某个整系数一元四次方程二‘+Px3

+树+。十，=0的4个根.求这种正方形面积的最
小值.

    4.设n为正整数，集合Ai,A,，⋯，人十1是集合

X1,2,⋯   ,n!的n+1个非空子集.证明:存在{1,2,

一，R+川的两个不交的非空子集{:，艺",  ',El}和

泞,,J,,·"Jm}，使得

  A,， U A;2 U.二U A,,=A;， U气U ... U气
                第 二 天

    5.在给定的梯形ABCI〕中，AD// BC, E是边AB

上的动点，0_0:分别是△AED,G BEC的外心.求

证:0, 0:的长为一定值

    6.设n(n}2)是给定的正整数，求所有整数组

(aj"az,.-， a.)满足条件:

    (1)a}+a2+·+an'- n';

    (2) a;+ai+⋯十。}Sn'+l.

    7.设a.R为方程扩一:一1=0的两个根，令

z配方后得

n'一2.+ 9)2一63 =。

于是，63二(nZ一2n+ 9)'

工三

        2
一 刀蕊

=(n2一2n+9一m) ( n2一2n+9+。)

    注意到，nZ一2n十9+

N ，所以，必有

m二(n一1 )z+m+8E

rnz-2n+9-m=1,3,7,Sllnz-2n+9+m=63,21,9.
而矿一2n十9二32,12或8，分别求解得n只能

为l或3(对应的m=1,9)

注:在得到式①后，还可用不等式估计来处理

    2.如图 l,以 FE,

FD为邻边作0 EFDC.

为证命题成立，只须证

明

    LFDE < L CEO,①

且 L FED < L EDC.②
创 l

    注意到①、②是对

称的，故只须证明其中一式成立

类似地证明

    对于式①，由于L FDE二

B,D,P,F四点共圆，故

    L凡)尸二L FBP</A及〕

，另一式子可以完全

L Fl刃1十/石刁尸。而

二90,一合L AOB二90一L c

久 二
a‘一P"
a一Q’

    (1)证明:对任意正整数n，有丐:二入十1+a。;

    (2)求所有正整数a,6,a(b，满足对任意正整

数n，有A整除a�一2、。.

    8.设S二(aia, a--, a.)是一个由。,1组成的

满足下述条件的最长的数列:数列S中任意两个连

续的5项不同，即对任意I}- i<j-} n一4, a; , a,.�

a,.2,a,.s,a,.‘与马，马，，ai.x,a-.3,q.;不相同.证
明;数列S最前面的4项与最后面的4项相同.

            参 考答 案

    1.设-E N,，使得。‘一4a' +22n'一36n+18二

(这里用到P在△AOB内部及O为△ABC的外心)

    又C,E,P,D四点共圆，故

    L PDE二匕八;E，

    艺CEl〕二/CPD二90,一L PCD.

    所以，匕FDE < (900一乙c)十艺PCE

          二90一L PCb)二/CED.

    从而，式①成立.命题获证.

    3.依题意，可知方程的4个根只能是下面的两

种情形:2个实根与1对共扼虚根;2对共扼虚根.

    (1)若方程的4个根是2个实根与1对共扼虚

根，则可设此4个根为a土b,a土员.于是，原方程为

  (x一a)‘二ba
即 ‘4一4"x' + 6.'.'一4a'x+R一b" =0.

    由一4aCZ，且4a'EZ可知aEZ.由矿一b0 E
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Z知b0 E Z,所以，b"}-- 1.b':1此时正方形的面积

为2犷32，当a任Z, b=士1时等号成立.

    (2)若方程的4个根为2对共扼虚根，则可设此

4个根为a士bi,a+26土‘i.这4个根为方程(x-
(n十的)"= -4b0的4个根 同上讨论可知4b' C- Z,

进而4b031,b'二合.于是，正方形的面积为4b'3
2.当。二·2

    综上可知

,a+b任Z时等号成立

，这样的正方形的面积大于等于2.又

方程扩二1的4个根为复平面上一个面积等于2的

正方形的4个顶点，所以，这种正方形面积的最小值

为2

    4.对。归纳，用数学归纳法证明.

    当n=1时，必有A,=A，二{14，命题获证.

    设命题对n二l成立，考虑n二l十1的情形.

    此时若存在A‘二A,，则命题成立.因此，可设
A,. A,,二，A-两两不同.令A; =A,、{1+11，则

    川C11,2.---,II,i=1,2，一，1+2.

    (1)A:两两不同.此时，考虑41,A,,·  -·,Ai，，

运用归纳假设，可得分组

集合去掉时〔保持式③成立)，式③的两边不会变为

空集.若A',在式③中重复出现，不妨设A;〔U;，若

A;〔U;，则从 11;中去掉A，式③仍成立;若A,'〔

U; U矶，由于U;与U的下标不同，故必有A', E

Un.此时结合U;=U;可知，将A;从U;中去掉后，

式③仍成立.依此处理，直至式③两边没有相同下标

的项，从而命题获证

    (2)若A;中存在相同的集合(I}- 1EI+2)，这

时，如果A;中有3个相同，不妨设A;二A3二A3，则

A�A,,A，中必有2个相等，矛盾;如果川中有两对集

合分别相等，不妨设A;二A_ , A3二A;，这时A� A,

中恰有一个含有I+1,A�A‘中也恰有一个含有1

+I.不妨设I+1EA�I+IEA,，而1+1茫A�1+l

it A<,此时，得到A, U Aa=A, U A.命题获证-

    最后，A',中恰有两个集合相同，设为A;二A3 ,

此时，l+1必恰属于A} ,A:中的一个.注意到，两个

集合组A',,A3,...， A;:与A'2,A;，二，Ai.2中没有相

同的集合(指同一组内)_这时，利用(1)的处理方法，

可知命题成立.

    综上可知，命题对一切正整数。成立.

17,  u. A;1 U A; U  . U A,',

    = A,',uA    " U A'2 U二U A, "" Lr,. ①
    如果将式①中的A;改为A』后，得U,二112,则

命题获证 若U. #姚.则必有 一边含有1+1，而另一

边不含1+1，不妨设I十1E成，·而对任意l}- k书:，
均有1+1彭人

    5.如图 2，连结 0, E,

O,D,02E,02C(不妨设乙A

-LB).注意到
    匕EO, D二360一2LA

    = 2(1800一/A)

    =2乙B.于是，有
图2

LO, ED=告(1。一二。、。、二。一二。，
    此时，考虑A',,A,，

个集合.利用归纳假设，

’一队冲除月:、以外的I十1
可得另一分组

U... U A'

LO,EC= 一L E02 C )二90'一LB

②

则

V, =}=A'- U A'

  =A'_ U A'U ... U A'- i u',
如果将式②中的群改为A;后，得U,=认

命题获证 若姚拼认，则必有一边含有I+1，而另一

边不含I+1，不妨设1+1 }! U�1+1E U,.此时，考

虑下面的并集

从而LO, ED=艺O, EC.故

艺0. EO:二匕DEC.

另一方面，由正弦定理，可知

黔二2EO,，黯= 2EO2.

胭为‘·‘二ev,”，故DEEC二E0,E02
结合L 0, EO,二L DEC，可知

鱿U姚二姚U矶

则式③中两边去掉“”后，必有U, U U=

      ③

UU饥.

G DEC ND 01 E02

所以，0, 02CD二E0,DE二2s- AA
这时，只需对式③中下标相同的集合予以处理.

  注意到，A;〔矶，但A;， "矶,k二2,3,4,故下
标i，仅在式③中出现一次.从而，在将下标相同的

从而，0, 0,=CD2-..-A为定值
(下转第4S页)
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2, Ix,}+I x2}+‘·十

    S(x� x2I"',XI)

都是3的倍数

I Xs}A0，和式

=a, x,+内 名2+ + "R里‘

则}S(x�xsf...,xb)I

--2(3' +3'+...+30)

二3(3̀一1)=3(3，一1) (33+1)
=3 x26 x28=3x728.

不妨设x, , x2，二，x,中不为零且下标

大的数是几，，即,, #0,且x3·。!XI, .2二
0,则

k,为最

  二xe=

S(x�x2,...,xe

=3' x,+3'二，+= a, x,+ 3t,
+a2 x2+“.+atl x,

气 ，

另外，不妨设x">。(当朴，<。时，可考虑
S(x�

若k, --2.、.、, x6 ))
S(x�x21...,xc)

-- 3̀‘一2 x 30i一1-2x3',-' ‘一2x3'

    = 3̀,一(3一1)(3‘一’+3*一2+ +3')
    = 3';一(3",一3')=3>0

    若k,=1，则

    二，#0,S(z�x�...,xs)二a, x, > 0.

    综上可知

    31S(x，二:，一，二。)，且S( x�，  -,  .，二。)00,

IS(x�x2,---,x6)I}3x728.

    显然2003与3互素.

    假若有2 003整除S(x�x z, ..., x,)，则S(x，

x2， ...， -s)二3x, t为整数，且l}- lt1}- 728.于是，

20031t，这与I }- 111 }-728矛盾 因此，当取a。二3',

1二1,2,...,6时，就不可能有:，::，,x6EZ,Ix;l

<2,￡二1,2,---,6, I x,}十}二:}十⋯十}凡1并。，能使

得

    20刀1S(x�xe,...,xs)=a,二.十a7 z:十⋯十a6x6.

    这个反例说明:当k=6时，命题不成立.
    由上述两步可知，所求的最小正整数k为7.

        (吴伟朝 广州大学理学院数学系,510405)

(上接第39页)
    ‘.由条件可知

    艺(a。一n)}=艺。卜2nE。十矿
‘(矿+1)一2n 3+n玉=1.

二0或 I

= 0,则a,=ai = = a.二 n

若艺(a‘一。)，二1，则1、一。，(k二‘,2
a)中恰有一个为1，其余n一1个都为0.依此不妨设

la、一n1二1, a2=a，⋯=a"=n，此时，结合a+‘

+⋯+a。妻砂，可知a，二。+1,故)J 6F=(n+1)'

+(n一1) n'二n'+2n +17 n'

综上可知，只有一组数(n,

十1.矛盾.

n,..., n)满足条件

7.(1)由条件可知a'=a+1, =R+1.从而，

口.+2=
a一R cR

兰’一R"’
a一R a二R=a..,+a�

    (2)由条件可知hl(a:一2a)，由韦达定理可知

a,=a，二1.于是，ni(1一2a)_注意到1},2a一1<2b

一1<2b，而2.一1是 b的倍数，故 ‘=2a一1.

    又bl(a3一6.3)，即有(2a一1)1(6.3一2).

    而6a，一2=3a'(2a一1)+3.'一2,故(2a一，) I

(3 a'一2)_从而，有(2a一1)I(6a'一4).

    结合6.2一4二(3a+1)(2a一1)+a一3,故

(2a一1) I (.一3)从而，(2a一1) 1(2a一6)，于是，

(2a一1)15.所以,2a-1二1或5.但2.一1=1推出

a=b二1，矛盾.故2.一1=5,进而a=3,b=5.

    下面证明:对任意nEN、，均有

    51 (a�一2n x3").

    对此可以利用数学归纳法予以证明(以下略).

    8.用反证法.

    若S的前4项与最后4项不相同，设S的最后

4项为abed.由于S为最长的具有题中性质的数列，

从而，在5后添加0或1后，所形成的5数段abcdC

和abed‘必在S中出现，即存在i#j, i,jE 12,3,---,
n一5}，使得

    a,a,,.."a.,s=abcd0, aja,. , " " " aj�=abcdl.

    考虑氏 .at, 'a,与aa:这3个数.其中必有2个
数相同.

    若a_，=a _,，则a，一，⋯4-，二马一，⋯a,.,，从
而，S中有2个相同的5数段，矛盾.

    另外的情形将推出同样的矛盾_

    所以，命题成立.

                                〔李胜宏 提供)

声

?
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