智浪教育--普惠英才文库

数学竞赛中的数论问题

第二部分  数论题的范例讲解

主要讲几个重要类型：奇数与偶数，约数与倍数（素数与合数），平方数，整除，同余，不定方程，数论函数等．重点是通过典型范例来分析解题思路、提炼解题方法和巩固基本内容．

一、奇数与偶数

整数按照能否被2整除可以分为两类，一类余数为0，称为偶数，一类余数为1，称为奇数．偶数可以表示为
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，奇数可以表示为
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或
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．一般地，整数被正整数
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去除，按照余数可以分为
[image: image5.wmf]m

类，称为模
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的剩余类
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)

{

}

mod

i

Cxxim

=º

，从每类中各取出一个元素
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，可得模
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的完全剩余系（剩余类派出的一个代表团），
[image: image10.wmf]0,1,2,,1

m

-

L

称为模
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的非负最小完全剩余系.

通过数字奇偶性质的分析而获得解题重大进展的技巧，常称作奇偶分析，这种技巧与分类、染色、数字化都有联系，在数学竞赛中有广泛的应用． 

　  关于奇数和偶数，有下面的简单性质： 

（1）奇数
[image: image12.wmf]¹

偶数．

（2）偶数的个位上是0、2、4、6、8；奇数的个位上是1、3、5、7、9．
（3）奇数与偶数是相间排列的；两个连续整数中必是一个奇数一个偶数；．

　　（4）奇数个奇数的和是奇数；偶数个奇数的和是偶数；偶数跟奇数的和是奇数；任意多个偶数的和是偶数． 

（5）除2外所有的正偶数均为合数；
（6）相邻偶数的最大公约数为2，最小公倍数为它们乘积的一半．
（7）偶数乘以任何整数的积为偶数．

（8）两数和与两数差有相同的奇偶性，
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（9）乘积为奇数的充分必要条件是各个因数为奇数．

（10）
[image: image14.wmf]n

个偶数的积是
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的倍数．
（11）
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的充分必要条件是
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为偶数，
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的充分必要条件是
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为奇数．
（12）
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（13）任何整数都可以表示为
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例1 （1906，匈牙利）假设
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是
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的某种排列，证明：如果
[image: image24.wmf]n

是奇数，则乘积
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是偶数．

类似题： 

例1-1（1986，英国）设
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是整数，
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是它们的一个排列，证明
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是偶数．

（
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中奇数与偶数个数不等）

 例1-2   
[image: image30.wmf]p

的前24位数字为
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为该24个数字的任一排列，求证
[image: image33.wmf](

)

(

)

(

)

12342324

aaaaaa

---

L

必为偶数．

（暗藏
[image: image34.wmf]3,1,4,1,5,9,2,6,5,3,5,8,9,7,9,3,2,3,8,4,
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中奇数与偶数个数不等）
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例2  能否从
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中选出
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个数填入图的圆圈中，使得每两个有线相连的圈中的数相减（大数减小数），所得的14个差恰好为
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例3  有一大筐苹果和梨分成若干堆，如果你一定可以找到这样的两堆，其苹果数之和与梨数之和都是偶数，问最少要把这些苹果和梨分成几堆？
例4  有
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个数
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，它们中的每一个要么是
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例5  
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个整数
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，其积为
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，其和为0，试证
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例6  在数轴上给定两点1和
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，在区间
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内任取
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个点，在此
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个点中，每相邻两点连一线段，可得
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条互不重叠的线段，证明在此
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条线段中，以一个有理点和一个无理点为端点的线段恰有奇数条．

二、约数与倍数

最大公约数与最小公倍数的求法．

（1）短除法．

（2）分解质因数法．设
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记           
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（3）辗转相除法
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例7 （1）求
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例8  正整数
[image: image64.wmf]n

分别除以
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得到的余数依次为
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，则
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的最小值为     ．
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例9  有两个容器，一个容量为27升，一个容量为15升，如何利用它们从一桶油中倒出6升油来？

例10 对每一个
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，求证存在
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个互不相同的正整数
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例11  
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证明对任意正整数
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例12  不存在这样的多项式
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，
使得对任意的正整数
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三、平方数

若
[image: image79.wmf]a

是整数，则
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a

就叫做
[image: image81.wmf]a

的完全平方数，简称平方数．

1．平方数的简单性质

（1）平方数的个位数只有6个：
[image: image82.wmf]0,1,4,5.6.9
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（2）平方数的末两位数只有22个：00，01，21，41，61，81，04，24，44，64，84，25，16，36，56，76，96，09，29，49，69，89． 

（3）
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（6）凡是不能被3整除的数，平方后被3除余1．

（7）在两个相邻整数的平方数之间，不能再有平方数．

（8）非零平方数的约数有奇数个．

（9）直角三角形的三边均为整数时，我们把满足
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其中
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为正整数，
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一奇一偶．这个公式可给出全部素勾股数．

2．平方数的证明方法

（1）反证法．

（2）恒等变形法．

（3）分解法．设
[image: image91.wmf]a

为平方数，且
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（4）约数法．证明该数有奇数个约数．

3．非平方数的判别方法

（1）若
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不是平方数．

（2）约数有偶数个的数不是平方数．

（3）个位数为2，3，7，8的数不是平方数．

（4）同余法：满足下式的数
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都不是平方数．
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（5）末两位数不是：00，01，21，41，61，81，04，24，44，64，84，25，16，36，56，76，96，09，29，49，69，89．如

个位数与十位数都是都是奇数的数，

个位数是6、而十位数是偶数的数．

例13  有100盏电灯，排成一横行，从左到右，我们给电灯编上号码1，2，…，99，100．每盏灯由一个拉线开关控制着．最初，电灯全是关着的．另外有100个学生，第一个学生走过来，把凡是号码为1的倍数的电灯的开关拉了一下；接着第2个学生走过来，把凡是号码为2的倍数的电灯的开关拉了一下；第3个学生走过来，把凡是号码为3的倍数的电灯的开关拉了一下，如此等等，最后那个学生走过来，把编号能被100整除的电灯的开关拉了一下，这样过去之后，问哪些灯是亮的？

例14  已知直角三角形的两条直角边分别为正整数
[image: image103.wmf],
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，斜边为正整数
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，若
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为素数，求证
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例15  求证，任意3个连续正整数的积不是平方数．

例16  
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是异于2，5，13的任一整数．求证在集合
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例17  (
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为正整数，
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四．整除

整除的判别方法主要有7大类．

1．定义法．证
[image: image117.wmf]baabq

Û=

，有三种方式．

（1）假设
[image: image118.wmf]aqbr
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，然后证明
[image: image119.wmf]0

r

=
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（2）具体找出
[image: image120.wmf]q

，满足
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．

（3）论证
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的存在．

例18  任意一个正整数
[image: image123.wmf]m

与它的十进制表示中的所有数码之差能被9整除．

2．数的整除判别法．

（1）任何整数都能被1整除．

（2）如果一个整数的末位能被2或５整除，那么这个数就能被2或５整除．

  （3）如果一个整数的末两位能被４或25整除，那么这个数就能被4或25整除．
  （4）如果一个整数的末三位能被8或125整除，那么这个数就能被8或125整除．
  （5）如果一个整数各数位上的数字之和能被3或9整除，那么这个数就能被3或9整除．
证明  由
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   （6）如果一个整数的末三位数与末三位数以前的数字所组成的数的差能被7或11或13整除，那么这个数就能被7或11或13整除．
    证明  由
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    又由
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能被7或11或13整除．
（7）如果一个整数的奇位数字之和与偶位数字之和的差能被11整除，则这个数能被11整除．
证明  由
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3．分解法．主要用乘法公式．如
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例19  试证
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例20   
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求证
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可被1979整除（1979
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例20-1  2009年9月9日的年、月、日组成“长长久久、永不分离”的吉祥数字20090909，而它也恰好是一个不能再分解的素数．若规定含素因子
[image: image145.wmf]20090909

的数为吉祥数，请证明最简分数
[image: image146.wmf]11
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的分子
[image: image147.wmf]m

是吉祥数．

4． 余数分类法．

例21  试证
[image: image148.wmf](
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．
例22  
[image: image149.wmf]k

个连续整数中必有一个能被
[image: image150.wmf]k

整除．

例23  
[image: image151.wmf]k

个连续整数之积必能被
[image: image152.wmf]!

k

整除．

例24  有男孩、女孩共
[image: image153.wmf]n

个围坐在一个圆周上（
[image: image154.wmf]3

n

³

），若顺序相邻的3人中恰有一个男孩的有
[image: image155.wmf]a

组，顺序相邻的3人中恰有一个女孩的有
[image: image156.wmf]b

组，求证
[image: image157.wmf]3
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例25 （1956，中国北京）证明
[image: image158.wmf]32
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对任何正整数
[image: image159.wmf]n

都是整数，并且用3除时余2．

五、同余

根据定义，同余问题可以转化为整除问题来解决；同时，同余本身有很多性质，可以直接用来解题．

例26  正方体的顶点标上
[image: image160.wmf]1

+

或
[image: image161.wmf]1

-

，面上标上一个数，它等于这个面四个顶点处的数的乘积，求证，这样得出的14个数之和不能为0．

．
例27  设多项式
[image: image162.wmf](
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的系数都是整数，并且有一个奇数
[image: image163.wmf]a

及一个偶数
[image: image164.wmf]b

使得
[image: image165.wmf](
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f

及
[image: image166.wmf](
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b

f

都是奇数，求证方程
[image: image167.wmf](
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没有整数根． 

六、不定方程

未知数的个数多于方程个数的整系数代数方程，称为不定方程．求不定方程的整数解，叫做解不定方程． 解不定方程通常要解决3个问题，方程是否有解？有解时，有几个解，解数是有限还是无穷？求出全部解．

例28 解方程
[image: image168.wmf]719213

xy

+=

．

例29  求方程
[image: image169.wmf]32

22009

xxy

+=

的整数解．
例30  甲乙两队各出7名队员按事先排好的顺序出场参加围棋擂台赛，双方先由1号队员比赛，负者被淘汰，胜者再与负方2号队员比赛，…直到有一方队员全被淘汰为止，另一方获得胜利，形成一种比赛过程，那么所有可能出现的比赛过程的种数为        ．（1988，高中联赛）
例31（1989，高中）如果从数1，2，…，14中按由小到大的顺序取出
[image: image170.wmf]123

,,
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，使同时满足

        
[image: image171.wmf]2132
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那么，所有符合上述要求的不同取法有多少种？

七．数论函数

主要是
[image: image172.wmf][

]

x

高斯函数，
[image: image173.wmf](
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j

欧拉函数．
例32  某学校要召开学生代表大会，规定各班每10人推选一名代表，当各班人数除以10的余数大于6时再增选一名代表．那么，各班可推选代表人数
[image: image174.wmf]y

与该班人数
[image: image175.wmf]x

之间的函数关系用取整函数
[image: image176.wmf][
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x

表示不大于
[image: image178.wmf]x

的最大整数）可以表示为              
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      (D)
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例33  用
[image: image183.wmf][

]

x

表示不大于
[image: image184.wmf]x

的最大整数，求
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例34  
[image: image186.wmf]50!

的标准分解式中2的指数．

八、综合练习
例35 整数勾股形中，证明

（1）必有一条直角边长是3的倍数；

（2）必有一条直角边长是4的倍数；

（3）必有一条边长是5的倍数；

（4）三角形的面积是6的倍数．

例36　已知
[image: image187.wmf]ABC

V

内有
[image: image188.wmf]n

个点，连同
[image: image189.wmf],,

ABC

共有
[image: image190.wmf]3

n

+

个点，以这些点为顶点，把
[image: image191.wmf]ABC

V

分割为若干个互不重叠的小三角形，现把
[image: image192.wmf],,

ABC

分别染上红色、蓝色、黄色，而其余
[image: image193.wmf]n

个点，每点任意染上红、蓝、黄三色之一，证明三顶点都不同色的小三角形的总数必是奇数．（斯潘纳定理）

例37  对整点25边形的顶点作三染色，求证，存在一个三顶点同色的三角形，它的重心也是整点．
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