（内部资料）智浪教育--普惠英才文库

上海市初中数学竞赛知识点整理
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一．正整数A的p进制表示：
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，其中
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且
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二．整除

在数学竞赛中如果不加特殊说明，我们所涉及的数都是整数，所采用的字母也表示整数。
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定义：设
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则称
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由整除的定义，容易推出以下性质：
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即为某一整数倍数的整数之集关于加、减运算封闭。若反复运用这一性质，易知
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(3)若
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(4)
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(5)
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是质数，若
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中的某一个；特别地，若
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(6)(带余除法)设
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除得的(不完全)商，数
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除得的余数。注意：
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易知，带余除法中的商实际上为
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的最大整数），而带余除法的核心是关于余数
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的基本手法是将
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分解为
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与一个整数之积，在较为初级的问题中，这种数的分解常通过在一些代数式的分解中取特殊值而产生，下面两个分解式在这类论证中应用很多。

若
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若
[image: image102.wmf]n

是正奇数，则
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；（在上式中用
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(7)如果在等式
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中取去某一项外，其余各项均为
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的倍数，则这一项也是
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的倍数；

(8)n个连续整数中，有且只有一个是n的倍数；

(9)任何n个连续的整数之积一定是n!的倍数，特别地，三个连续的正整数之积能被6整除；

三．数的性质

1．奇数、偶数有如下性质：

(1)奇数
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奇数=偶数，偶数
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偶数＝偶数，奇数
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奇数＝奇数；即任意多个偶数的和、差、积仍为偶数，奇数个奇数的和、差仍为奇数，偶数个奇数的和、差为偶数，奇数与偶数的和为奇数，和为偶数；

（2）奇数的平方都可以表示成
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的形式，偶数的平方可以表示为
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（3）任何一个正整数
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，都可以写成
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的形式，其中
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为负整数，
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为奇数。

（4）若有限个整数之积为奇数，则其中每个整数都是奇数；若有限个整数之积为偶数，则这些整数中至少有一个是偶数；两个整数的和与差具有相同的奇偶性；偶数的平方根若是整数，它必为偶数。

2．完全平方数及其性质

能表示为某整数的平方的数称为完全平方数，简称平方数。平方数有以下性质与结论：

（1）平方数的个位数字只可能是0,1，4,5，6,9；

（2）偶数的平方数是4的倍数，奇数的平方数被8除余1，即任何平方数被4除的余数只有可能是0或1；

（3）奇数平方的十位数字是偶数；

（4）十位数字是奇数的平方数的个位数一定是6；

（5）不能被3整除的数的平方被3除余1，能被3整数的数的平方能被3整除。因而，平方数被9也合乎的余数为0,1，4,7，且此平方数的各位数字的和被9除的余数也只能是0,1，4,7；

（6）平方数的约数的个数为奇数；

（7）任何四个连续整数的乘积加1，必定是一个平方数。

（8）设正整数
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次方幂（
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都是整数的
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次方幂。

3.整数整除性的一些数码特征（即常见结论）

（1）若一个整数的未位数字能被2（或5）整除，则这个数能被2（或5）整除，否则不能；

（2）一个整数的数码之和能被3（或9）整除，则这个数能被3（或9）整除，否则不能；

（3）若一个整数的未两位数字能被4（或25）整除，则这个数能被4（或25）整除，否则不能；

（4）若一个整数的未三位数字能被8（或125）整除，则这个数能被8（或125）整除，否则不能；

（5）若一个整数的奇位上的数码之和与偶位上的数码之和的差是11的倍数，则这个数能被11整除，否则不能。

4.质数与合数及其性质

1．正整数分为三类：（1）单位数1；（2）质数（素数）：一个大于1的正整数，如果它的因数只有1和它本身，则称为质（素）数；（3）如果一个自然数包含有大于1而小于其本身的因子，则称这个自然数为合数。

2．有关质（素）数的一些性质

（1）若
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（2）若
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（4）（算术基本定理）任何一个大于1的正整数
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，能唯一地表示成质（素）因数的乘积（不计较因数的排列顺序）；

（5）任何大于1的整数
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　　①　　　　　的形式，其中
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）。上式叫做整数
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的标准分解式；

（6）若
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的标准分解式为①，
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推论1.若
[image: image154.wmf]a

的标准分解式是（1）式，则
[image: image155.wmf]d

是
[image: image156.wmf]a

的正因数的充要条件是：

　
[image: image157.wmf]k

i
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=
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b

b

b

b

　　　（2）

应说明（2）不能称为是
[image: image158.wmf]d

的标准分解式，，其原因是其中的某些
[image: image159.wmf]i

b

可能取零值（
[image: image160.wmf]d

也有可能不含有某个素因数
[image: image161.wmf]i

p

，因而
[image: image162.wmf]0

=

i

b

）

推论2.设
[image: image163.wmf]bc

a

=

，且
[image: image164.wmf]1

)

,

(

=

c

b

，若
[image: image165.wmf]a

是整数的
[image: image166.wmf]k

次方，则
[image: image167.wmf]c

b

,

也是整数的
[image: image168.wmf]k

次方。特别地，若
[image: image169.wmf]a

是整数的平方，则
[image: image170.wmf]c

b

,

也是整数的平方。

四．最大公约数与最小公倍数

最大公约数与最小公倍数是数论中的一个重要的概念，这里我们主要讨论两个整数互素、最大公约数、最小公倍数等基本概念与性质。

定义1.（最大公约数）设
[image: image171.wmf]b

a

,

不全为零，同时整除
[image: image172.wmf]b

a

,

的整数（如
[image: image173.wmf]1

±

）称为它们的公约数。因为
[image: image174.wmf]b

a

,

不全为零，故
[image: image175.wmf]b

a

,

只有有限多个，我们将其中最大一个称为
[image: image176.wmf]b

a

,

的最大公约数，用符号（
[image: image177.wmf]b

a

,

）表示。显然，最大公约数是一个正整数。

当（
[image: image178.wmf]b

a

,

）＝1（即
[image: image179.wmf]b

a

,

的公约数只有
[image: image180.wmf]1

±

）时，我们称
[image: image181.wmf]a

与
[image: image182.wmf]b

互素（互质）。这是数论中的非常重要的一个概念。

　　　同样，如果对于多个（不全为零）的整数
[image: image183.wmf]c

b
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,

,

,

L

，可类似地定义它们的最大公约数（
[image: image184.wmf]c

b
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）。若（
[image: image185.wmf]c
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）＝1，则称
[image: image186.wmf]c
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互素。请注意，此时不能推出
[image: image187.wmf]c
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两两互素；但反过来，若（
[image: image188.wmf]c

b

a
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L

）两两互素，则显然有（
[image: image189.wmf]c

b
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,
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,

L

）＝1。

　　由最大公约数的定义，我们不难得出最大公约数的一些简单性质：例如任意改变
[image: image190.wmf]b

a

,

的符号，不改变（
[image: image191.wmf]b

a

,

）的值，即
[image: image192.wmf])
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[image: image193.wmf]b
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）可以交换，（
[image: image194.wmf]b
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,

）＝（
[image: image195.wmf]a

b

,

）；（
[image: image196.wmf]b

a

,

）作为
[image: image197.wmf]b

的函数，以
[image: image198.wmf]a

为周期，即对于任意的实数
[image: image199.wmf]x

，有（
[image: image200.wmf]ax

b

a
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,

）＝（
[image: image201.wmf]b

a

,

）等等。为了更详细地介绍最大公约数，我们给出一些常用的一些性质：

（1）设
[image: image202.wmf]b

a

,

是不全为0的整数，则存在整数
[image: image203.wmf]y

x

,

，使得
[image: image204.wmf])
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b
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by
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；

（2）（裴蜀定理）两个整数
[image: image205.wmf]b

a

,

互素的充要条件是存在整数
[image: image206.wmf]y

x

,

，使得
[image: image207.wmf]1
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；

事实上，条件的必要性是性质（1）的一个特例。反过来，若有
[image: image208.wmf]y
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,

使等式成立，不妨设
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，则
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及
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[image: image215.wmf]1
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（3）若
[image: image216.wmf]b
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，则
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，即
[image: image218.wmf]b
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的任何一个公约数都是它们的最大公约数的约数；

（4）若
[image: image219.wmf]0
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，则
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（5）若
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，则
[image: image222.wmf]1
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，因此两个不互素的整数，可以自然地产生一对互素的整数；

（6）若
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，则
[image: image224.wmf]1
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，也就是说，与一个固定整数互素的整数集关于乘法封闭。并由此可以推出：若
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（7）设
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，若
[image: image231.wmf]1
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，则
[image: image232.wmf]a
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；

（8）设正整数
[image: image233.wmf]b
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,

之积是一个正整数的
[image: image234.wmf]k

次方幂（
[image: image235.wmf]2
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），若（
[image: image236.wmf]b
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）＝1，则
[image: image237.wmf]b
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都是整数的
[image: image238.wmf]k

次方幂。一般地，设正整数
[image: image239.wmf]c
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之积是一个正整数的
[image: image240.wmf]k

次方幂（
[image: image241.wmf]2
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），若
[image: image242.wmf]c

b

a

,

,

,

L

两两互素，则
[image: image243.wmf]c
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都是正整数的
[image: image244.wmf]k

次方幂。

定义2.设
[image: image245.wmf]b

a

,

是两个非零整数，一个同时为
[image: image246.wmf]b

a

,

倍数的数称为它们的公倍数，
[image: image247.wmf]b

a

,

的公倍数有无穷多个，这其中最小的一个称为
[image: image248.wmf]b
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,

的最小公倍数，记作
[image: image249.wmf][
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，对于多个非零实数
[image: image250.wmf]c
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，可类似地定义它们的最小公倍数［
[image: image251.wmf]c
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］。

　　最小公倍数主要有以下几条性质：

（1）
[image: image252.wmf]a

与
[image: image253.wmf]b

的任一公倍数都是
[image: image254.wmf][

]

b
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,

的倍数，对于多于两个数的情形，类似结论也成立；

（2）两个整数
[image: image255.wmf]b
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的最大公约数与最小公倍满足：
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（但请注意，这只限于两个整数的情形，对于多于两个整数的情形，类似结论不成立）；

（3）若
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（4）若
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[image: image263.wmf]d
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五．高斯函数

数论函数
[image: image264.wmf]]
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，称为高斯函数，又称取整函数. 它是数学竞赛热点之一.
定义一：对任意实数
[image: image265.wmf]]
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x

x

是不超过
[image: image266.wmf]x

的最大整数，称
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由
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的定义不难得到如下性质：
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的定义域为R，值域为Z；
[image: image273.wmf]}

{

x

y

=

的定义域为R，值域为
[image: image274.wmf])

1

,

0

[


（2）对任意实数
[image: image275.wmf]x

，都有
[image: image276.wmf]1

}

{

0

},

{

]

[

<

£

+

=

x

x

x

x

且

.
（3）对任意实数
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（7）
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 (9) 若
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请注意，此式虽然被写成了无限的形式，但实际上对于固定的
[image: image295.wmf]n

，必存在正整数
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，使得
[image: image297.wmf]n

p

k

>

，因而
[image: image298.wmf]1

0

<

<

k

p

，故
[image: image299.wmf]0

]

[

=

k

p

n

，而且对于
[image: image300.wmf]k

m

>

时，都有
[image: image301.wmf]0

]

[

=

m

p

n

。因此，上式实际上是有限项的和。另外，此式也指出了乘数
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的标准分解式中，素因数
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的指数
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的计算方法。


（10）对正实数
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（11）对整数
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六．同余

定义1.（同余）设
[image: image311.wmf]0
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，若
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，则称
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同余，记作
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；若不然，则称
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不同余，记作
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。当
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时，
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，则称
[image: image324.wmf]b

是
[image: image325.wmf]a

对模
[image: image326.wmf]m

的最小非负剩余。

由带余除法可知，
[image: image327.wmf]a

和
[image: image328.wmf]b

对模
[image: image329.wmf]m

同余的充要条件是
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[image: image332.wmf]m

除得的余数相同。对于固定的模
[image: image333.wmf]m

，模
[image: image334.wmf]m

的同余式与通常的等式有许多类似的性质：

性质1. 
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性质2.同余关系满足以下规律：

（1）（反身性）
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（4）（同余式相加）若
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反复利用（4）（5），可以对多个两个的（模相同的）同余式建立加、减和乘法的运算公式。特别地，由（5）易推出：若
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互素时，可以在原同余式两边约去
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而不改变模（这一点再一次说明了互素的重要性）。

现在提及几个与模相关的简单而有用的性质：
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性质4.设
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这一性质在计算时特别有用：在计算大数字的式子时，可以改变成与它同余的小的数字，使计算大大地简化。

八．中国剩余定理（不作要求）
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九．不定方程

1．不定方程问题的常见类型：

（1）求不定方程的解；

（2）判定不定方程是否有解；

（3）判定不定方程的解的个数（有限个还是无限个）。

2．解不定方程问题常用的解法：

（1）代数恒等变形：如因式分解、配方、换元等；

（2）不等式估算法：利用不等式等方法，确定出方程中某些变量的范围，进而求解；

（3）同余法：对等式两边取特殊的模（如奇偶分析），缩小变量的范围或性质，得出不定方程的整数解或判定其无解；

（4）构造法：构造出符合要求的特解，或构造一个求解的递推式，证明方程有无穷多解；

（5）无穷递推法。

以下给出几个关于特殊方程的求解定理：

（一）二元一次不定方程（组）

定义1.形如
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不同时为零)的方程称为二元一次不定方程。

定理1.方程
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方法与技巧：

1．解二元一次不定方程通常先判定方程有无解。若有解，可先求
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一个特解，从而写出通解。当不定方程系数不大时，有时可以通过观察法求得其解，即引入变量，逐渐减小系数，直到容易得其特解为止；

2．
[image: image399.wmf]m

个
[image: image400.wmf]n

元一次不定方程组成的方程组，其中
[image: image401.wmf]n

m

<

，可以消去
[image: image402.wmf]1

-

m

个未知数，从而消去了
[image: image403.wmf]1

-

m

个不定方程，将方程组转化为一个
[image: image404.wmf]1

+

-

m

n

元的一次不定方程。

（二）高次不定方程（组）及其解法

1．因式分解法：对方程的一边进行因式分解，另一边作质因式分解，然后对比两边，转而求解若干个方程组；

2．同余法：如果不定方程
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，利用这一条件，同余可以作为探究不定方程整数解的一块试金石；

3．不等式估计法：利用不等式工具确定不定方程中某些字母的范围，再分别求解；

方法与技巧：

1．因式分解法是不定方程中最基本的方法，其理论基础是整数的唯一分解定理，分解法作为解题的一种手段，没有因定的程序可循，应具体的例子中才能有深刻地体会；

2．同余法主要用于证明方程无解或导出有解的必要条件，为进一步求解或求证作准备。同余的关键是选择适当的模，它需要经过多次尝试；

3．不等式估计法主要针对方程有整数解，则必然有实数解，当方程的实数解为一个有界集，则着眼于一个有限范围内的整数解至多有有限个，逐一检验，求出全部解；若方程的实数解是无界的，则着眼于整数，利用整数的各种性质产生适用的不等式；

（三）特殊的不定方程

1．利用分解法求不定方程
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2．定义2：形如
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定理3.勾股数方程
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推论：勾股数方程
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十.其他：

（1）整数的离散性：
任何两个整数
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（2）有理数运算的封闭性（略）

（3）约数和定理：
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（4）欧几里得辗转相除法
   
[image: image437.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

121

,,,,,0

nnnn

abbrrrrrrr

-

======

L

．

（5）定理 对任意的正整数
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定理  互素的简单性质： 
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(13)将军饮马问题
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组合几何
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	函数名称
	函数的记号
	函数的图形
	函数的性质

	指数函数
	[image: image487.png]y=a"a>0 a=1)




	[image: image488.png]



	 a):不论x为何值,y总为正数;
 b):当x=0时,y=1.

	幂函数
	[image: image489.png]


a为任意实数
	[image: image490.png]



这里只画出部分函数图形的一部分。
	 令a=m/n
 a):当m为偶数n为奇数时,y是偶函数;
 b):当m,n都是奇数时,y是奇函数;
 c):当m奇n偶时,y在(-∞,0)无意义.

	三角函数
	[image: image491.png]y=sinx



(正弦函数)
 这里只写出了正弦函数
	[image: image492.png]



	 a):正弦函数是以2π为周期的周期函数
 b):正弦函数是奇函数且[image: image493.png]fsin x| <1






导数的定义：设函数[image: image494.png]


在点x0的某一邻域内有定义，当自变量x在x0处有增量△x(x+△x也在该邻域内)时，相应地函数有增量[image: image495.png]by = f(x) +bx) = f (%)



，若△y与△x之比当△x→0时极限存在，则称这个极限值为[image: image496.png]


在x0处的导数。记为：[image: image497.png]


还可记为：[image: image498.png]4
s



，[image: image499.png]F(xg)




函数[image: image500.png]f(x)



在点x0处存在导数简称函数[image: image501.png]f(x)



在点x0处可导，否则不可导。若函数[image: image502.png]f(x)



在区间(a,b)内每一点都可导，就称函数[image: image503.png]f(x)



在区间(a,b)内可导。这时函数[image: image504.png]


对于区间(a,b)内的每一个确定的x值，都对应着一个确定的导数，这就构成一个新的函数，我们就称这个函数为原来函数[image: image505.png]


的导函数。
    注：导数也就是差商的极限
左、右导数
前面我们有了左、右极限的概念，导数是差商的极限，因此我们可以给出左、右导数的概念。若极限[image: image506.png]et Az



存在，我们就称它为函数[image: image507.png]


在x=x0处的左导数。若极限[image: image508.png]st A



存在，我们就称它为函数[image: image509.png]


在x=x0处的右导数。
注：函数[image: image510.png]


在x0处的左右导数存在且相等是函数[image: image511.png]


在x0处的可导的充分必要条件
函数的和、差求导法则
函数的和差求导法则
   法则：两个可导函数的和(差)的导数等于这两个函数的导数的和(差).用公式可写为：[image: image512.png](wtv)' =u'tv



。其中u、v为可导函数。
例题：已知[image: image513.png]1.5
y=ttxi47



，求[image: image514.png]



解答：[image: image515.png]



例题：已知[image: image516.png]y=sin x—log, x+e"



，求[image: image517.png]



解答：[image: image518.png]»'=(sin 2~ (log , )’ + (") = cos 1= ——+¢

xha




函数的积商求导法则
常数与函数的积的求导法则
法则：在求一个常数与一个可导函数的乘积的导数时，常数因子可以提到求导记号外面去。用公式可写成： [image: image519.png](cu)' = cu'




例题：已知[image: image520.png]¥ =3sin x+4x°



，求[image: image521.png]



解答：[image: image522.png]3sin x)' + (42°) = 3(sin x)' +4(x") = 3cos x+4 - 2.

cos x+8x





函数的积的求导法则
法则：两个可导函数乘积的导数等于第一个因子的导数乘第二个因子，加上第一个因子乘第二个因子的导数。用公式可写成：[image: image523.png](wv)' =uv+uv'




例题：已知[image: image524.png]F(x) = fxsin x



，求[image: image525.png]Fx)




解答：[image: image526.png]7 = (f7Ysin 7+ 7o 1) = ——sin x +ofF cos 7
2%




注：若是三个函数相乘，则先把其中的两个看成一项。
函数的商的求导法则
法则：两个可导函数之商的导数等于分子的导数与分母导数乘积减去分母导数与分子导数的乘积，在除以分母导数的平方。用公式可写成： [image: image527.png]u,_uv-w'

(S




例题：已知[image: image528.png]J(x)=tan x



，求[image: image529.png]Fx)




解答：
[image: image530.png]sinxy, (sin x)' cos x —sin x(cosx) _ cos’ x+sin x

J®'

(tan 2’

cosx costx costx




复合函数的求导法则
在学习此法则之前我们先来看一个例子!
例题：求[image: image531.png](sin 2x)"



=?
解答：由于[image: image532.png](sin x)'=cosx



，故[image: image533.png](sin 2x)" = cos2x



   这个解答正确吗?
这个解答是错误的，正确的解答应该如下：
[image: image534.png](sin 2x)" = (2sin xcos x)' = 2[(sin x)'cos x +sin x(cos x)]= 2cos 2x




我们发生错误的原因是[image: image535.png](sin 2x)"



是对自变量x求导，而不是对2x求导。
下面我们给出复合函数的求导法则
复合函数的求导规则
规则：两个可导函数复合而成的复合函数的导数等于函数对中间变量的导数乘上中间变量对自变量的导数。用公式表示为：
[image: image536.png]dy _dy du
dx du dx



，其中u为中间变量
例题：已知[image: image537.png]sin?



，求[image: image538.png]



解答：设[image: image539.png]u=sinx



,则[image: image540.png]sin?



可分解为[image: image541.png]


,[image: image542.png]u=sinx



因此



注：在以后解题中，我们可以中间步骤省去。
例题：已知[image: image543.png]y=Insinx



，求[image: image544.png]



   解答：[image: image545.png]D _ o sin x)' = — s )’ = 25K

=cotx




	基本初等函数的微分公式 
   

导数公式

[image: image546.png]



[image: image547.png]



[image: image548.png]() = nx™?




[image: image549.png](sin x)'=cosx






	微分运算法则
   由函数和、差、积、商的求导法则，可推出相应的微分法则.为了便于理解，下面我们用表格来把微分的运算法则与导数的运算法则对照一下：

函数和、差、积、商的求导法则

[image: image550.png](wtv)' =u'tv




[image: image551.png](Cu)'=Cu'




[image: image552.png](wv)' =uv+uv'




[image: image553.png]
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