智浪教育--普惠英才文库

初中数学竞赛知识点归纳

一、数的整除（一）

如果整数A除以整数B(B≠0)所得的商A/B是整数,那么叫做A被B整除.  0能被所有非零的整数整除.

          一些数的整除特征
	除 数
	  能被整除的数的特征

	2或5
	末位数能被2或5整除 

	4或25
	末两位数能被4或25整除

	8或125
	末三位数能被8或125整除

	3或9
	各位上的数字和被3或9整除(如771，54324)

	11
	奇数位上的数字和与偶数位上的数和相减,其差能被11整除

(如143,1859,1287,908270等)

	7,11,13
	从右向左每三位为一段,奇数段的各数和与偶数段的各数和相减,其差能被7或11或13整除.(如1001，22743，17567，21281等)


能被7整除的数的特征：

　　①抹去个位数　　②减去原个位数的2倍　③其差能被7整除。

如　1001　　100－2＝98（能被7整除）

又如7007　　700－14＝686，　　68－12＝56（能被7整除）

能被11整除的数的特征：　　

①抹去个位数　　②减去原个位数　　　③其差能被11整除

如　1001　　　100－1＝99（能11整除）

又如10285　　1028－5＝1023　　102－3＝99（能11整除）

二、倍数.约数

1 两个整数A和B（B≠0），如果B能整除A（记作B｜A），那么A叫做B的倍数，B叫做A的约数。例如3｜15，15是3的倍数，3是15的约数。

2 因为0除以非0的任何数都得0，所以0被非0整数整除。0是任何非0整数的倍数，非0整数都是0的约数。如0是7的倍数，7是0的约数。

3 整数A（A≠0）的倍数有无数多个，并且以互为相反数成对出现，0，±A，±2A，……都是A的倍数，例如5的倍数有±5，±10，……。

4 整数A（A≠0）的约数是有限个的，并且也是以互为相反数成对出现的，其中必包括±1和±A。例如6的约数是±1，±2，±3，±6。

5 通常我们在正整数集合里研究公倍数和公约数，几正整数有最小的公倍数和最犬的公约数。

6 公约数只有1的两个正整数叫做互质数（例如15与28互质）。

7 在有余数的除法中，被除数＝除数×商数＋余数　　若用字母表示可记作：

　A＝BQ＋R，当A，B，Q，R都是整数且B≠0时，A－R能被B整除

例如23＝3×7＋2　　则23－2能被3整除。

三、质数.合数

1正整数的一种分类：

　质数的定义：如果一个大于1的正整数，只能被1和它本身整除，那么这个正整数叫做质数（质数也称素数）。

　合数的定义：一个正整数除了能被1和本身整除外，还能被其他的正整数整除，这样的正整数叫做合数。

2根椐质数定义可知

质数只有1和本身两个正约数，

质数中只有一个偶数2

如果两个质数的和或差是奇数那么其中必有一个是2，　

如果两个质数的积是偶数那么其中也必有一个是2，　

3任何合数都可以分解为几个质数的积。能写成几个质数的积的正整数就是合数。

四、零的特性

一，零既不是正数也不是负数，是介于正数和负数之间的唯一中性数。　　　零是自然数，是整数，是偶数。

零是表示具有相反意义的量的基准数。

例如：海拔0米的地方表示它与基准的海平面一样高

收支衡可记作结存0元。

零是判定正、负数的界限。

若a ＞0则a是正数，反过来也成立，若a是正数，则 a＞0
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记作　a＞0  
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 a是正数　　读作a＞0等价于a是正数

　　　　b<0  
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 b 是负数
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　　　　c≥0  
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 c是非负数（即c不是负数，而是正数或0）
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 d是非正数 (即d不是正数，而是负数或0)

　　　　e
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 e不是0
[image: image11.wmf]　（即e不是0，而是负数或正数）

在一切非负数中有一个最小值是0。

例如　绝对值、平方数都是非负数，它们的最小值都是0。

记作：|a|≥0，当a=0时，｜a｜的值最小，是0，

a2≥0，a2有最小值0（当a=0时）。

在一切非正数中有一个最大值是
[image: image12.wmf]0。

例如　－|X|≤0，当X＝0时，－|X|值最大，是0，（∵X≠0时都是负数），

　　－（X－2）2
[image: image13.wmf]£

0，当X＝2时，－（X－2）2的值最大，是0。

二，零具有独特的运算性质

乘方：零的正整数次幂都是零。

2，除法：零除以任何不等于零的数都得零；
零不能作除数。从而推出，0没有倒数，分数的分母不能是0。

乘法：零乘以任何数都得零。　即a×0＝0，

反过来　如果　ab=0,那么a、b中至少有一个是0。

要使等式xy=0成立,必须且只需x=0或y=0。

加法　互为相反数的两个数相加得零。反过来也成立。

　　　    即a、b互为相反数
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a+b=0

减法　两个数a和b的大小关系可以用它们的差的正负来判定，

若a-b=0,则a=b; 　　若a-b＞0,则a＞b;　 　若a-b＜0,则a＜b。

反过来也成立，当
[image: image15.wmf]a=b时，a-b=0；当a>b时,a-b>0；当a<b时,a-b<0.

三，在近似数中，当0作为有效数字时，它表示不同的精确度。

例如　近似数1.6米与1.60米不同，前者表示精确到0.1米（即1分米）,误差不超过5厘米； 后者表示精确到0.01米（即1厘米），误差不超过5毫米。可用不等式表示其值范围如下：

1.55
[image: image16.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]£

近似数1.6<1.65　　　1.595≤近似数1.60<1605
[image: image18.wmf]
五、an 的个位数

.1. 整数a的正整数次幂an,它的个位数字与a的末位数的n次幂的个位数字相同。例如20023与23的个位数字都是8。

2. 0，1，5，6，的任何正整数次幂的个位数字都是它们本身。例如57的个位数是5，620的个位数是6。

2，3，7的正整数次幂的个位数字的规律见下表：

	
	　　　　　指　　　　　　　　　　　数

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	……

	底

数
	2
	2
	4
	8
	6
	2
	4
	8
	6
	2
	4
	……

	
	3
	3
	9
	7
	1
	3
	9
	7
	1
	3
	9
	……

	
	7
	7
	9
	3
	1
	7
	9
	3
	1
	7
	9
	……


其规律是：2的正整数次幂的个位数是按2、4、8、6四个数字循环出现，即24k+1与21，24K＋2与22，24K＋3与23，24K＋4与24的个位数是相同的（K是正整数）。　3和7也有类似的性质。

4.  4，8，9的正整数次幂的个位数，可仿照上述方法，也可以用4＝22，

8＝23，9＝32转化为以2、3为底的幂。

5. 综上所述，整数a的正整数次幂的个位数有如下的一般规律：

a4K＋m与am的个位数相同(k,m都是正整数)

六、数学符号

数学符号是表达数学语言的特殊文字。每一个符号都有确定的意义，即当我们把它规定为某种意义后，就不再表示其他意义。

数学符号一般可分为：

1,  元素符号：通常用小写字母表示数，用大写字母表示点，用⊙和△表示园和三角形等。

2,  关系符号：如等号，不等号，相似∽，全等≌，平行∥，垂直⊥等。

3,  运算符号：如加、减、乘、除、乘方、开方、绝对值等。

4,   逻辑符号：略

5,   约定符号和辅助符号：例如我们约定正整数a和b中，如果a除以b的商的整数部份记作Z（
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Z（
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）＝3，R（
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）＝1；又如设
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正确使用符号的关健是明确它所表示的意义（即定义）

对题设中临时约定的符号，一定要扣紧定义，由简到繁，由浅入深，由具体到抽象，逐步加深理解。

在解题过程中为了简明表述，需要临时引用辅助符号时，必须先作出明确的定义，所用符号不要与常规符号混淆。

七、用字母表示数　

用字母表示数最明显的好处是能把数量间的关系简明而普遍地表达出来，从具体的数字计算到用抽象的字母概括运算规律上，是一种飞跃。

用字母表示数时，字母所取的值，应使代数式有意义，并使它所表示的实际问题有意义。

例如①写出数a的倒数　　②用字母表示一切偶数

　解：①当a≠0时，　a的倒数是
[image: image28.wmf]a

1


　　　②设n为整数，　2n可表示所有偶数。

命题中的字母，一般要注明取值范围，在没有说明的情况下，它表示所学过的数，并且能使题设有意义。

例题①　　化简：⑴｜x －3｜（x<3） ⑵| x+5|

　解：⑴∵x<3,∴x－3<0，

∴｜x－3｜＝－（x－3）＝－x＋3

⑵当x≥－5时，｜x＋5｜＝x＋5，

　当x <－5时，｜x＋5｜＝－x－5（本题x 表示所有学过的数）

己知十位上的数是a,个位数是b ,试写出这个两位数

解：这个两位数是10a+b

(本题字母a、b的取值是默认题设有意义,即a 表示1到9的整数，b表示0到9的整数)

用字母等式表示运算定律、性质、法则、公式时，一般左边作为题设，所用的字母是使左边代数式有意义的，所以只对变形到右边所增加的字母的取值加以说明。

例如用字母表示：①分数的基本性质　②分数除法法则

解：①分数的基本性质是
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  a作为左边的分母不另说明a≠0，

②
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(d≠0) d在左边是分子到了右边变分母，故另加说明。

用字母等式表示运算定律、性质、法则、公式，不仅可从左到右顺用，还可从右到左逆用；公式可以变形，变形时字母取值范围有变化时应加说明。例如：

乘法分配律，顺用a(b+c)=ab+ac,  
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逆用5a+5b=5(a+b),    6.25×3.14－5.25×3.14=3.14(6.25－5.25)=3.14

路程S=速度V×时间T，   V=
[image: image35.wmf]T
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(T≠0)，  T=
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用因果关系表示的性质、法则，一般不能逆用。

例如：加法的符号法则 如果a>0，b>0， 那么 a+b>0，不可逆

绝对值性质  如果a>0,那么|a|=a   也不可逆(若|a|=a则a≥0)

有规律的计算，常可用字母表示其结果，或概括成公式。

 例1：正整数中不同的五位数共有几个？不同的n位数呢？

 解：不同的五位数可从最大 五位数99999减去最小五位数10000前的所有正整数，即99999-9999=90000.

   推广到n位正整数，则要观察其规律

一位正整数,从1到9共9个，  记作9×1

二位正整数从10到99共90个，  记作9×10
三位正整数从100到999共900个，  记作9×102

四位正整数从1000到9999共9000个，  记作9×103    (指数3=4-1)

…… ……

∴n位正整数共9×10 n-1个

例2 _____________________________________________________

A    C        D             E                      B

在线段AB上加了3个点C、D、E后，图中共有几条线段？ 加n点呢？

解：以A为一端的线段有：   AC、AD、AE、AB     共4条

以C为一端的线段有：(除CA外)    CD、CE、CB    共3条

以D为一端的线段有：(除DC、DA外)    DE、DB    共2条

以E为一端的线段有：(除ED、EC、EA外)    EB     共1条

共有线段1+2+3+4=10  (条) 注意：3个点时，是从1加到4， 因此

 如果是n个点，则共有线段1+2+3+……+n+1= 
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八、抽屉原则

4个苹果放进3个抽屉，有一种必然的结果：至少有一个抽屉放进的苹果不少于2个（即等于或多于2个）；如果7个苹果放进3个抽屉，那么至少有一个抽屉放进的苹果不少于3个（即的等于或多于3个），这就是抽屉原则的例子。

如果用
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表示不小于
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的最小整数，例如
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 。那么抽屉原则可定义为：m个元素分成n个集合（m、n为正整数m>n）,则至少有一个集合里元素不少于
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的定义，己知m、n可求
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的范围，例如己知
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九、一元一次方程解的讨论

方程的解的定义：能使方程左右两边的值相等的未知数的值叫做方程的解。一元方程的解也叫做根。

例如：方程　2x＋6＝0，　x（x-1）=0, 　 |x|=6, 　 0x=0, 　　0x=2的解

分别是：　　　x=－3,     x=0或x=1, 　 x=±6,   所有的数，无解。

关于x 的一元一次方程的解（根）的情况：化为最简方程ax=b后，

讨论它的解：当a≠0时，有唯一的解　x=
[image: image52.wmf]a
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；　

当a=0且b≠0时，无解；

当a=0且b＝0时，有无数多解。（∵不论x取什么值，0x＝0都成立）

3,　求方程ax=b(a≠0)的整数解、正整数解、正数解

　当a｜b时，方程有整数解；

当a｜b，且a、b同号时，方程有正整数解；

当a、b同号时，方程的解是正数。

综上所述，讨论一元一次方程的解，一般应先化为最简方程ax=b

十、二元一次方程的整数解

二元一次方程整数解存在的条件：在整系数方程ax+by=c中，

若a,b的最大公约数能整除c,则方程有整数解。即

如果（a,b）|c 则方程ax+by=c有整数解

显然a,b互质时一定有整数解。

例如方程3x+5y=1,　 5x-2y=7,　 9x+3y=6都有整数解。

返过来也成立，方程9x+3y=10和 4x-2y=1都没有整数解，

∵（9，3）＝3，而3不能整除10；（4，2）＝2，而2不能整除1。

一般我们在正整数集合里研究公约数，（a,b）中的a,b实为它们的绝对值。

二元一次方程整数解的求法：

若方程ax+by=c有整数解，一般都有无数多个，常引入整数k来表示它的通解（即所有的解）。k叫做参变数。

方法一，整除法：求方程5x+11y=1的整数解

解：x=
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      设
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是整数），则y=1-5k (2) ,　　

把（2）代入（1）得x=k-2(1-5k)=11k-2

∴原方程所有的整数解是
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（k是整数）
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方法二，公式法：

设ax+by=c有整数解
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 EMBED Equation.3  [image: image59.wmf]î

í

ì

=

=

0

0

y

y

x

x

则通解是
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求二元一次方程的正整数解：

出整数解的通解，再解x,y的不等式组，确定k值

用观察法直接写出。

十一、二元一次方程组解的讨论

二元一次方程组
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的解的情况有以下三种：

当
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时，方程组有无数多解。（∵两个方程等效）

当
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时，方程组无解。（∵两个方程是矛盾的）

当
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（即a1b2－a2b1≠0）时，方程组有唯一的解：
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　　（这个解可用加减消元法求得）　　

方程的个数少于未知数的个数时，一般是不定解，即有无数多解，若要求整数解，可按二元一次方程整数解的求法进行。

求方程组中的待定系数的取值，一般是求出方程组的解（把待定系数当己知数），再解含待定系数的不等式或加以讨论。

十二、用交集解题

某种对象的全体组成一个集合。组成集合的各个对象叫这个集合的元素。例如6的正约数集合记作｛6的正约数｝＝｛1，2，3，6｝，它有4个元素1，2，3，6；除以3余1的正整数集合是个无限集，记作｛除以3余1的正整数｝＝｛1，4，7，10……｝，它的个元素有无数多个。

由两个集合的所有公共元素组成的一个集合，叫做这两个集合的交集
[image: image1.wmf]例如6的正约数集合A＝｛1，2，3，6｝，10的正约数集合B＝｛1，2，5，10｝，6与10的公约数集合C＝｛1，2｝，集合C是集合A和集合B的交集。

几个集合的交集可用图形形象地表示，

右图中左边的椭圆表示正数集合，

右边的椭圆表示整数集合，中间两个椭圆

的公共部分，是它们的交集――正整数集。

不等式组的解集是不等式组中各个不等式解集的交集。

例如不等式组
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解的集合就是

不等式（1）的解集x>3和不等式（2）的解集x＞2的交集，x>3.                                  
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4．一类问题，它的答案要同时符合几个条件，一般可用交集来解答。把符合每个条件的所有的解（即解的集合）分别求出来，它们的公共部分（即交集）就是所求的答案。

有时可以先求出其中的一个（一般是元素最多）的解集，再按其他条件逐一筛选、剔除，得答案。

十三、用枚举法解题

有一类问题的解答，可依题意一一列举，并从中找出规律。列举解答要注意：

按一定的顺序，有系统地进行；

分类列举时，要做到既不重复又不违漏；

遇到较大数字或抽象的字母，可从较小数字入手，由列举中找到规律。

十四、经验归纳法

1．通常我们把“从特殊到一般”的推理方法、研究问题的方法叫做归纳法。

通过有限的几个特例，观察其一般规律，得出结论，它是一种不完全的归纳法，也叫做经验归纳法。例如

①由 ( － 1)2 ＝ 1 ，（－ 1 ）3 ＝－ 1 ，（－ 1 ）4 ＝ 1 ，……，

归纳出 － 1 的奇次幂是－ 1，而－ 1 的偶次幂 是 1 。

②由两位数从10 到 99共 90 个（ 9 × 10 ），

三位数从 100 到 999 共900个（9×102），

四位数有9×103＝9000个（9×103），

…………

归纳出n 位数共有9×10n-1　(个)

由1+3=22,　1+3+5=32,　1+3+5+7=42……

推断出从1开始的n个連续奇数的和等于n2等。

可以看出经验归纳法是获取新知识的重要手段，是知识攀缘前进的阶梯。

2.　经验归纳法是通过少数特例的试验，发现规律，猜想结论，要使规律明朗化，必须进行足夠次数的试验。

由于观察产生的片面性，所猜想的结论，有可能是错误的，所以肯定或否定猜想的结论，都必须进行严格地证明。（到高中，大都是用数学归纳法证明）

十五、乘法公式

乘法公式也叫做简乘公式，就是把一些特殊的多项式相乘的结果加以总结，直接应用。

公式中的每一个字母，一般可以表示数字、单项式、多项式，有的还可以推广到分式、根式。

公式的应用不仅可从左到右的顺用（乘法展开），还可以由右到左逆用（因式分解），还要记住一些重要的变形及其逆运算――除法等。

基本公式就是最常用、最基礎的公式，并且可以由此而推导出其他公式。

完全平方公式：(a±b)2=a2±2ab+b2,

平方差公式：（a+b）(a－b)=a2－b2

立方和（差）公式：(a±b)(a2
[image: image67.wmf]m

ab+b2)=a3±b3

3.公式的推广：

多项式平方公式：(a+b+c+d)2=a2+b2+c2+d2+2ab+2ac+2ad+2bc+2bd+2cd

即：多项式平方等于各项平方和加上每两项积的2倍。

二项式定理：(a±b)3=a3±3a2b+3ab2±b3
(a±b)4=a4±4a3b+6a2b2±4ab3+b4）

（a±b）5=a5±5a4b+10a3b2 ±10a2b3＋5ab4±b5）

…………

注意观察右边展开式的项数、指数、系数、符号的规律

由平方差、立方和（差）公式引伸的公式

（a+b）(a3－a2b+ab2－b3)=a4－b4  

  (a+b)(a4－a3b+a2b2－ab3+b4)=a5+b5

(a+b)(a5－a4b+a3b2－a2b3+ab4－b5)=a6－b6 

…………

注意观察左边第二个因式的项数、指数、系数、符号的规律

在正整数指数的条件下，可归纳如下：设n为正整数

(a+b)(a2n－1－a2n－2b+a2n－3b2－…＋ab2n－2－b2n－1)=a2n－b2n

(a+b)(a2n－a2n－1b+a2n－2b2－…－ab2n－1+b2n)=a2n+1+b2n+1

类似地：

（a－b）(an－1+an－2b+an－3b2+…＋abn－2+bn－1)=an－bn　

公式的变形及其逆运算

由（a+b）2=a2+2ab+b2   得 a2+b2=(a+b)2－2ab

由 (a+b)3=a3+3a2b+3ab2+b3=a3+b3+3ab(a+b)  得 a3+b3=(a+b)3－3ab(a+b)

由公式的推广③可知：当n为正整数时

an－bn能被a－b整除, 　　　　

 a2n+1+b2n+1能被a+b整除,

a2n－b2n能被a+b及a－b整除。

十六、整数的一种分类

余数的定义：在等式A＝mB＋r中，如果A、B是整数，m是正整数，

r为小于m的非负整数，那么我们称r是A 除以m的余数。

即：在整数集合中　　被除数＝除数×商＋余数 (0≤余数<除数)

例如：13，0，－1，－9除以5的余数分别是3，0，4，1　

（∵－1＝5（－1）＋4。　　－9＝5（－2）＋1。）

显然，整数除以正整数m ,它的余数只有m种。

例如 整数除以2，余数只有0和1两种，除以3则余数有0、1、2三种。

整数的一种分类：按整数除以正整数m的余数，分为m类，称为按模m分类。例如：

m=2时，分为偶数、奇数两类，记作｛2k｝,｛2k－1｝　（k为整数）

m=3时，分为三类，记作｛3k｝,｛3k+1｝,｛3k+2｝.

   或｛3k｝,｛3k+1｝，｛3k－1｝其中｛3k－1｝表示除以3余2。

m=5时，分为五类，｛5k｝.｛5k+1｝,｛5k+2｝,｛5k+3｝,｛5k+4｝

  或｛5k｝,｛5k±1｝,｛5k±2｝，　　其中5k－2表示除以5余3。

余数的性质：整数按某个模m分类，它的余数有可加，可乘，可乘方的运算规律。

举例如下：

①（3k1+1）+(3k2+1)=3(k1+k2)+2 　　（余数1＋1＝2）

 ②（4k1+1）(4k2+3)=4(4k1k2+3k1+k2)+3　　（余数1×3＝3）

③（5k±2）2＝25k2±20k+4=5(5k2±4k)+4　　（余数22＝4）

以上等式可叙述为：

两个整数除以3都余1，则它们的和除以3必余2。　

两个整数除以4，分别余1和3，则它们的积除以4必余3。

如果整数除以5，余数是2或3，那么它的平方数除以5，余数必是

4或9。

余数的乘方，包括一切正整数次幂。

如：∵17除以5余2     ∴176除以5的余数是4 （26＝64）

运用整数分类解题时，它的关鍵是正确选用模m。

十七、奇数.偶数
奇数和偶数是在整数集合里定义的，能被2整除的整数是偶数，如2，0－2…，不能被2整除的整数是奇数，如－1，1，3。
如果n 是整数，那么2n是偶数，2n－1或2n+1是奇数。如果n是正整数，那么2n是正偶数，2n-1是正奇数。
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奇数、偶数是整数的一种分类。可表示为：              

　
[image: image68.wmf]　　整数
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　这就是说，在整数集合中是偶数就不是奇数，不是偶数就是奇数，如果既不是偶数又不是奇数，那么它就不是整数。
奇数偶数的运算性质：
　奇数±奇数＝偶数，奇数±偶数＝奇数，偶数±偶数＝偶数
　奇数×奇数＝奇数　奇数×偶数＝偶数，偶数×偶数＝偶数
　奇数的正整数次幂是奇数，偶数的正整数次幂是偶数，
　两个連续整数的和是奇数，积是偶数。
十八、式的整除
定义：如果一个整式除以另一个整式所得的商式也是一个整式，并且余式是零，则称这个整式被另一个整式整除。
根据被除式＝除式×商式＋余式，设f(x),p(x),q(x)都是含x 的整式，
那么　式的整除的意义可以表示为：
　若f(x)＝p(x)×q(x)，　则称f(x)能被 p(x)和q(x)整除
　例如∵x2－3x－4＝（x－4）（x +1）,

∴x2－3x－4能被（x－4）和（x +1）整除。
显然当　x=4或x=－1时x2－3x－4＝0，
一般地，若整式f(x)含有x –a的因式，则f(a)=0

反过来也成立，若f(a)=0,则x－a能整除f(x)。
在二次三项式中
若x2+px+q=(x+a)(x+b)＝x2+(a+b)x+ab　　　则p=a+b,q=ab  

在恒等式中，左右两边同类项的系数相等。这可以推广到任意多项式。
十九、因式分解
我们学过因式分解的四种基本方法：提公因式法，运用公式法，十字相乘法，分组分解法。下面再介紹两种方法
添项拆项。是.为了分组后,能运用公式（包括配方）或提公因式
例1因式分解：①x4+x2+1　②a3+b3+c3－3abc

①分析：x4+1若添上2x2可配成完全平方公式
解：x4+x2+1＝x4+2x2+1－x2=(x2+1)2－x2=(x2+1+x)(x2+1－x)

②分析：a3+b3要配成（a+b）3应添上两项3a2b+3ab2

解：a3+b3+c3－3abc＝a3+3a2b+3ab2＋b3+c3－3abc－3a2b－3ab2
　　             ＝（a+b）3+c3－3ab(a+b+c)

                  =(a+b+c)［(a+b)2－(a+b)c+c2］－3 ab(a+b+c)

               =(a+b+c)(a2+b2+c2－ab－ac－bc)

例2因式分解：①x3－11x+20　　②　a5+a+1

分析：把中项－11x拆成－16x+5x 分别与x5,20组成两组，则有公因式可提。（注意这里16是完全平方数）
解：x3－11x+20＝x3－16x+5x+20＝x（x2－16）+5(x+4)

=x(x+4)(x－4)+5(x+4) =(x+4)(x2－4x+5)

分析：添上－a2 和a2两项，分别与a5和a+1组成两组，正好可以用立方差公式
解：a5+a+1＝a5－a2+a2+a+1=a2(a3－1)+ a2+a+1

=a2(a－1)( a2+a+1)+ a2+a+1= (a2+a+1)(a3－a2+1)

运用因式定理和待定系数法
定理：⑴若x=a时，f(x)=0, ［即f(a)=0］，则多项式f(x)有一次因式x－a　
⑵若两个多项式相等，则它们同类项的系数相等。
例3因式分解：①x3－5x2+9x－6　②2x3－13x2+3

①分析：以x=±1,±2,±3,±6（常数6的约数）分别代入原式，若值为0，则可找到一次因式，然后用除法或待定系数法，求另一个因式。
解：∵x=2时，x3－5x2+9x－6＝0，∴原式有一次因式x －2，
∴x3－5x2+9x－6＝（x －2）（x2－3x+3,）
②分析：用最高次项的系数2的约数±1，±2分别去除常数项3的约数
±1，±3得商±1，±2，±
[image: image70.wmf]2
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，再分别以这些商代入原式求值，
可知只有当x=
[image: image72.wmf]2
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时，原式值为0。故可知有因式2x-1

解：∵x=
[image: image73.wmf]2

1

时，2x3－13x2+3＝0，∴原式有一次因式2x－1，　　　
设2x3－13x2+3＝（2x－1）（x2+ax－3），　（a是待定系数）
比较右边和左边x2的系数得　2a－1＝－13，　a=－6

∴2x3－13x+3＝（2x－1）（x2－6x－3）。
例4因式分解2x2+3xy－9y2+14x－3y+20

解：∵2x2+3xy－9y2＝（2x－3y）(x+3y),　　用待定系数法，可设
2x2+3xy－9y2+14x－3y+20＝（2x－3y＋a）（x+3y＋b），a,b是待定的系数，
比较右边和左边的x和y两项 的系数，得
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∴2x2+3xy－9y2+14x－3y+20＝（2x－3y+4）(x+3y+5)

又解：原式＝2x2+(3y+14)x－(9y2+3y－20)　这是关于x的二次三项式
　常数项可分解为－（3y－4）（3y+5）,用待定系数法，可设
2x2+(3y+14)x－(9y2+3y－20)＝［mx－（3y－4）］［nx+（3y+5）］
比较左、右两边的x2和x项的系数，得m=2, n=1

∴2x2+3xy－9y2+14x－3y+20＝（2x－3y+4）(x+3y+5)

二十、代数恒等式的证明
证明代数恒等式，在整式部分常用因式分解和乘法两种相反的恒等变形，要特别注意运用乘法公式和等式的运算法则、性质。
具体证法一般有如下几种
1．从左边证到右边或从右边证到左边，其原则是化繁为简。变形的过程中要不断注意结论的形式。
2．把左、右两边分别化简，使它们都等于第三个代数式。
3．证明：左边的代数式减去右边代数式的值等于零。即由左边－右边＝0可得左边＝右边。
4，由己知等式出发，经过恒等变形达到求证的结论。还可以把己知的条件代入求证的一边证它能达到另一边，
二十一、比较大小
比较两个代数式的值的大小，一般要按字母的取值范围进行讨论，常用求差法。根据不等式的性质：
当a－b＞0时，a＞b；　当a－b＝0时，a=b；　当a－b＜0时a＜b。
通常在写成差的形式之后，用因式分解化为积的形式，然后由负因数的个数决定其符号。
需要讨论的可借助数轴，按零点分区。
实数（有理数和无理数的统称）的平方是非负数，在决定符号时常用到它。即若a是实数，则a2≥0，由此而推出一系列绝对不等式（字母不论取什么值，永远成立的不等式）。诸如
(a－b)2≥0，　　　a2+1＞0，　　　　a2+a+1=(a+
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)2+
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＞0

－a2≤0，　　　－（a2+a+2）＜0　　当a≠b时，－（a－b）2＜0

二十二、分式
除式含有字母的代数式叫做分式。分式的值是由分子、分母中的字母的取值确定的。
(1)分式
[image: image78.wmf]B
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中，当B≠0时有意义；当A、B同号时值为正，异号时值为负，反过来也成立。分子、分母都化为积的形式时，分式的符号由它们中的负因数的个数来确定。
(2)若A、B及
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都是整数，那么A是B的倍数，B是A的约数。
(3)一切有理数可用
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来表示，其中A是整数，B是正整数，且A、B互质。
分式的运算及恒等变形有一些特殊题型，要用特殊方法解答方便。
二十三、递推公式
1.先看一例：a1=b,a2=
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……　an+1=
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 EMBED Equation.3 [image: image84.wmf]n
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[image: image85.wmf]这里a1,a2,a3……an,an+1是对应于正整数1，2，3……n,n+1 的有序的一列数（右下标的数字表示第几项），这一列数只要给出某一项数值，就可以推出其他各项数值。
例如: 若　a1=10, 则a2=
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,a5=10……　　
2. 为了计算的方便，通常把递推公式写成以a1和n表示an的形式，这可用经验归纳法。  例如：把递推公式an+1=an+5改为用a1 和n来表示
∵a2=a1+5,　∴a3=a2+5=(a1+5)+5=a1+2×5，  a4=a3+5=(a1+2×5)+5=a1+3×5

……　　　　∴an=a1+(n-1)5

如果 已知a1=10, 求a20,显然代入这一公式方便。A20=10+19×5=105

3.有一类问题它与正整数的顺序有关，可寻找递推公式求解，这叫递推法。
二十四、连续正整数的性质
一.两个连续正整数
1.两个连续正整数一 定是互质的，其商是既约分数。
2.两个连续正整数的积是偶数，且个位数只能是0，2，6。
3.两个连续正整数的和是奇数，差是1。
4.大于1的奇数都能写成两个连续正整数的和。例如3＝1＋2，79＝39＋40，　111＝55＋56。
二.计算连续正整数的个数
　例如：不同的五位数有几个？这是计算连续正整数从10000到99999的个数，它是　99999－10000＋1＝90000（个）
1. n位数的个数一般可表示为　9×10n-1(n为正整数，100＝1)

例如一位正整数从1到9共9个（9×100），
二位数从10到99共90个　（9×101）
三位数从100到999共900个（9×102）……
2.连续正整数从n 到m的个 数是　m－n+1 

　把它推广到连续奇数、连续偶数、除以模m有同余数的连续数的个数的计算，举例如下：
3.　从13到49的连续奇数的个数是
[image: image89.wmf]2
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＋1＝19

从13到49的连续偶数的个数是
[image: image90.wmf]2
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从13到49能被3整除的正整数的个数是
[image: image91.wmf]3
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从13到49的正整数中除以3余1的个数是
[image: image92.wmf]3
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你能从中找到计算规律吗？
三.计算连续正整数的和
1＋2＋3＋……＋n＝（1＋n）
[image: image93.wmf]2
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　（n是正整数）
　连续正整数从a到b的和　记作(a+b)
[image: image94.wmf]2
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 把它推广到计算连续奇数、连续偶数、除以模m有同余数的和，举例如下：
11＋13＋15＋…＋55＝（11＋55）×
[image: image95.wmf]2

23

＝759　（∵从11到55有奇数
[image: image96.wmf]2
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11＋14＋17＋…＋53＝（11＋53）×
[image: image97.wmf]2
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＝480　（∵从11到53正整数中除以3余2的数的个数共
[image: image98.wmf]3
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四. 计算由连续正整数连写的整数，各数位上的数字和
123456789各数位上的数字和是（0＋9）＋（1＋8）＋…＋（4＋5）
＝9×5＝45

1234…99100计算各数位上的数字和可分组为：（0，99），（1，98），
（2，97）…（48，51），（49，50）共有50个18，加上100中的1

∴各数位上的数字和是18×50＋1＝901

五. 连续正整数的积
从1开始的n个正整数的积1×2×3×…×n记作n！，读作n的阶乘
n个连续正整数的积能被n！整除，
如11×12×13能被1×2×3整除；97×98×99×100能被4！整除；
a（a+1）(a+2)…(a+n)能被（n+1）！整除。
n！含某因质数的个数。举例如下：
1×2×3×…×10的积中含质因数2的个数共8个
其中2，4，6，8，10都含质因数2　　暂各计1个，共5个
其中4＝22　　　　含两个质因数2　　增加了1个
其中8＝23　　　　含三个质因数2　　再增加2个
1×2×3×…×130的积中含质因数5的个数的计算法
5，10，15，…125，130　均含质因数5　暂各计1个，共26个
其中25，50，75，100均含52有两个5　各加1个，　　共4个
其中125＝53　　　　　　含三个5　　　　　　　　　　　再增加2个
∴积中含质因数5的个数是32

二十五、十进制的记数法
十进制的记数法就是用0，1，2…9十个数码记数的方法，位率是逢十进一。底数为10的各整数次幂，恰好是十进制数的各个位数：
100=1(个位数—第1位)， 101=10(十位上的数---第2位)，
102=100(百位上的数---第3位)，…10n(第n+1位上的数)

 例如54307记作5×104+4×103+3×102+0×101+7×100

十进制的n位数(n为正整数)，
[image: image99.wmf]n
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 记作：
10n-1a1+10n-2a2+10n-3+…+102an-2+10an-1+an  

其中最高位a1≠0，即0<a1≤9，其它是0≤a1,a2,a3…an≤9

各位上的数字相同的正整数记法：
例如∵999=1000－1＝103－1，9999＝104－1，∴
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4  解答有关十进制数的问题，常遇到所列方程，少于未知数的个数，这时需要根据各位上的数字都是表示0到9的整数，这一性质进行讨论
二十六、选择题解法（一）
选择题有多种类，这里只研究有唯一答案的选择题解法。
对“有唯一答案”的选择题解答，一般从两方面思考：直接选择正确的答案或逐一淘汰错误的选择项。
判断的根据有：运用概念辨析，借助图形判别，直接推理演算，列举反例否定，代入特殊值验证等等。
必须注意：
先易后难，寻找突破口。
否定选择项，只要有一个反例。
对涉及数值（包括比较大小）的选择题，可考虑用符合条件的特殊值代入判断，包括利用连续数，奇偶数，平方数，个位数等特征。
概念辨析要注意类同概念的差异，特殊点的取舍，凡分区讨论字母的取值，要做到既不违漏又不重复。
能借助图形判别的，应按比例画出草图。
二十七、识图
1.几何学是研究物体形状、大小、位置的学科。
2.几何图形就是点，线，面，体的集合。点是组成几何图形的基本元素。《平面几何学》只研究在同一平面内的图形的形状、大小和相互位置。
3.几何里的点、线、面、体实际上是不能脱离物体而单独存在的。因此单独研究点、线、面、体，要靠正确的想像
点：只表示位置，没有大小，不可再分。
线：只有长短，没有粗细。线是由无数多点组成的，即“点动成线”。
面：只有长、宽，没有厚薄。面是由无数多线组成的，“线动成面”。
4.因为任何复杂的图形，都是由若干基本图形组合而成的，所以识别图形的组合关系是学好几何的重要基础。
　识别图形包括静止状态的数一数，量一量，比一比，算一算；运动状态中的位置、数量的变化，图形的旋转，摺叠，割补，并合，比较等。还要注意一般图形和特殊图形的差别。
二十八、三角形的边角性质
三角形边角性质主要的有：
边与边的关系是：任意两边和大于第三边，任意两边差小于第三边，反过来要使三条线段能组成一个三角形，必须任意两条线段的和都大于第三条线段，即最长边必须小于其他两边和。用式子表示如下：
a,b,c是△ABC的边长
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推广到任意多边形：任意一边都小于其他各边的和
角与角的关系是：三角形三个内角和等于180
[image: image108.wmf]o

；任意一个外角等于和它不相邻的两个内角和。
推广到任意多边形：四边形内角和=2×180
[image: image109.wmf]o

，  五边形内角和=3×180
[image: image110.wmf]o


六边形内角和=4×180
[image: image111.wmf]o

    n边形内角和=(n－2) 180
[image: image112.wmf]o


边与角的关系
在一个三角形中，等边对等角，等角对等边；
大边对大角，大角对大边。
在直角三角形中，
△ABC中∠C=Rt∠
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二十九、概念的定义
概念是反映事物本质属性的思维形态。概念是用词(或符号)表现出来的。例如：水果，人，上午，方程，直线，三角形 ，平行，相等以及符号=≌，∥，⊥等等都是概念。
概念是概括事物的本质，事物的全体，事物的内在联系。例如水果这一概念指的是桃，李，苹果，…… 这一类食物的全体，它们共同的本质属性是有丰富的营养，充足的水份，可食的植物果实，而区别于其他食物(如蔬菜)。
人们在生活，学习，工作中时时接触概念，不断地学习概念，加深对概念的正确认识，同时运用概念进行工作，学习和生活，
正确理解数学概念是掌握数学基础知识的前提。
理解概念就是对名词，符号的含义的正确认识，一般包含两个方面：
明确概念所反映的事物的共同本质属性，即概念的内涵；
明确概念所指的一切对象的范围，即概念的外延。
例如“代数式”这一概念的内涵是：用运算符号连结数或表示数的字母的式子；概念的外延是一切具体的代数式――单项式，多项式，分式，有理式，根式，无理式。
又如“三角形”的概念内涵是三条线段首尾顺次相接的封闭图形；它的外延是不等边三角形，等腰三角形，等边三角形，直角三角形，钝角三角形，锐角三角形等一切三角形。
就是说要正确理解名词或符号所反映的“质”的特征和“量”的范围。
一般情况是，对概念下定义，以明确概念的内涵；把概念分类，可明确概念的外延。
概念的定义就是用语句说明概念的含义，揭示概念的本质属性。
数学概念的基本定义方式是种属定义法。
在两个从属关系的概念中（如三角形与等腰三角形），外延宽的一个叫上位概念，也叫种概念，（如三角形），外延窄的一个叫下位概念，也叫属概念（如等腰三角形）
种属定义法可表示为：　被定义的概念＝种概念＋类征（或叫属差）
例如：　　　　　　　　　方　程＝等　式＋含未知数
　　　又如：　　　　　　　　　无理数＝小　数＋无限不循环
或　　无理数＝无限小数＋不循环
　　　　　再如　　　等腰三角形＝三角形＋有两条边相等
基本概念（即原始概念）是不下定义的概念，因为种属定义法，要用已定义过的上位概念来定义新概念，如果逐一追溯上去，必有最前面的概念是不下定义的概念。如点，线，集合等都是基本概念。
　　　　不定义的基本概念一般用描述法，揭示它的本质属性。
例如：几何中的“点”是这样描述的：线与线相交于点。点只表示位置，没有大小，不可再分。“直线”我们用“拉紧的线”和“纸张的折痕”来描述它的“直”，再用“直线是向两方无限延伸的”以说明它的“无限长”的本质属性。
有了点和直线的概念，才能顺利地定义射线，线段，角，三角形等。
概念的定义也可用外延法。即列举概念的全部外延，以揭示概念的内涵。
例如：单项式和多项式统称整式；锐角三角形和钝角三角形合称斜三角形等都是外延定义法。
对同一个概念有时可用几种不同的定义法。例如：“有理数”可定义为
有限小数和无限循环小数叫做有理数。②整数和分数统称有理数。
前者是用上位概念“小数”加上类征“有限，无限循环”来定义下位概念的，这是种属定义法；后者是用下位概念的“整数”、“分数”来定义上位概念的，它是外延法。
正确的概念定义，要遵守几条规则。
①不能循环定义。例如周角的360分之1叫做1度的角（对），360度的角叫做周角（错，这是循环定义）
定义概念的外延与被定义的概念的外延必须一致。例如若用“无限小数叫做无理数”来定义无理数就不对了，因为“无限小数”的外延比“无理数”的外延宽。
定义用语要简单明确，不要含混不清。
一般不用否定语句或比喻方法定义。
定义可以反叙。一般地，定义既是判定又是性质。
例如：有两边相等的三角形叫做等腰三角形。这里“等腰三角形“是被定义的概念，而“有两边相等的三角形”是用来定义的概念，这两个概念的外延是相等的，所以两者可易位，即定义可反叙。
所以由定义可得
等腰三角形的判定：如果三角形有两条边相等，那么它是等腰三角形。
等腰三角形的性质：如果一个三角形是等腰三角形，那么它有两条边相等。
数学概念要尽可能地用数学符号表示。
例如：等腰三角形，要结合图形写出两边相等，在△ABC中，AB＝AC

　直角三角形，要写出哪个是直角，　在Rt△ABC中，∠C＝Rt∠
又如　实数a的绝对值是非负数，记作　
[image: image118.wmf]a

≥0，“≥”读作大于或等于。
运用定义解题是最本质的解题方法
例如：绝对值的定义，可转化为数学式子表示
[image: image119.wmf]a
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含有绝对值符号的所有问题都可以根据其定义，化去绝对值符号后解答。
如：化简：
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解方程：
[image: image123.wmf]1
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＝2x+1可化为　当x<-1时，　－（x+1）=2x+1；
                          当x≥－1时，　　　x+1=2x+1。
  解不等式　
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三十、概念的分类
概念的分类是揭示概念的外延的重要方法。当一个概念的外延有许多事物时，按照某一个标准把它分成几个小类，能更明确这一概念所反映的一切对象的范围，且能明确各类概念之间的区别与联系。
概念分类必须用同一个本质属性为标准，把一种概念分为最邻近的类概念。例如三角形可按边的大小分类，也可用角的大小分类；又如整数可按符号性质分为正、负、零，也可以按除以模m的余数分类。
分别表示如下：
整数
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一种概念所分成的各类概念应既不违漏，又不重复。即每一个被分的对象必须落到一个类，并且只能落到一个类。所分的各类概念的外延总和应当与被分的概念的外延总和相等。
例如　正整数按下列分类是正确的
正整数
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如果只分为质数和合数，则外延总和比正整数的外延小；如果分为奇数和偶数则外延总和比正整数外延大，因此都不对。
又如等腰三角形的定义是：有两条边相等的三角形叫做等腰三角形。
所以三角形按边的大小分类　
应是分成两类：不等边三角形和等腰三角形，　而不能是三类：（不等边，等腰，等边）如果这样，三边相等的三角形将落入两类（等腰，等边），所以概念的分类与概念的定义有直接联系。
二分法是常用的分类法。即把一种概念分为具有和不具有某种属性。
例如三角形
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 EMBED Equation.3 [image: image134.wmf]平面内两条直线位置
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 EMBED Equation.3 [image: image136.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image137.wmf]
实数可分为：非负实数和负实数；四边形可分为：平行四边形和非平行四边形等等。
从属关系的概念（上下位概念）是指一个概念的外延包含着另一个概念的外延。种概念与它所分的各类概念之间的关系就是从属关系。
例如：等边三角形从属于等腰三角形，而等腰三角形又从属于三角形
又如：代数式包含有理式和无理式，有理式包含整式和分式，整式包含单项式和多项式。其关系可图示如下：
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6.并列关系的概念是两个概念的外延互相排斥，互不相容。由同一种概念分成的各类概念之间的关系是并列关系的概念（同位概念）。
例如：偶数和奇数；有理式和无理式；直角三角形、钝角三角形和锐角三角形，它们之间的关系都是并列关系的概念。可图示如下:
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7.交叉关系的概念是指两个概念的外延有一部分重叠。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
一种概念用不同的标准分类，所得的各类概念之间的关系　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
可能就有交叉关系的概念。
例如：正数和整数是交叉关系的概念，既是正数又是整数的数叫做正整数；
　等腰三角形和直角三角形也是交叉关系的概念，外延重叠的部分，叫做等腰直角三角形。图示如下:
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三十一、勾股定理
勾股定理及逆定理：△ABC中　∠C＝Rt∠
[image: image139.wmf]Û
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勾股定理及逆定理的应用
作已知线段a的
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，
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， 
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……倍
计算图形的长度，面积，并用计算方法解几何题
证明线段的平方关系等。
勾股数的定义：如果三个正整数a,b,c满足等式a2＋b2=c2，那么这三个正整数a,b,c叫做一组勾股数.
勾股数的推算公式
罗士琳法则（罗士琳是我国清代的数学家1789――1853）
任取两个正整数m和n(m>n),那么m2-n2，2mn,　m2+n2是一组勾股数。
如果k是大于1的奇数，那么k, 
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如果k是大于2的偶数，那么k, 
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是一组勾股数。
如果a,b,c是勾股数，那么na,　nb,　nc　(n是正整数)也是勾股数。
熟悉勾股数可提高计算速度，顺利地判定直角三角形。简单的勾股数有：3，4，5；　5，12，13；　7，24，25；　8，15，17；　9，40，41。
三十二、中位线
三角形中位线平行于第三边，并且等于第三边的一半。
梯形中位线平行于两底，并且等于两底和的一半。
中位线性质定理的结论，兼有位置和大小关系，可以用它判定平行，计算线段的长度，确定线段的和、差、倍关系。
运用中位线性质的关键是从出现的线段中点，找到三角形或梯形，包括作出辅助线。
中位线性质定理，常与它的逆定理结合起来用。它的逆定理就是平行线截比例线段定理及推论，
①一组平行线在一直线上截得相等线段，在其他直线上截得的线段也相等
②经过三角形一边中点而平行于另一边的直线，必平分第三边
③经过梯形一腰中点而平行于两底的直线，必平分另一腰
有关线段中点的其他定理还有：
①直角三角形斜边中线等于斜边的一半
②等腰三角形底边中线和底上的高，顶角平分线互相重合
③对角线互相平分的四边形是平行四边形
④线段中垂线上的点到线段两端的距离相等
因此如何发挥中点作用必须全面考虑。
三十三、同一法
1.　“同一法”是一种间接的证明方法。它是根据符合“同一法则”的两个互逆命题必等效的原理，当一个命题不易证明时，釆取证明它的逆命题。
2.　同一法则的定义是：如果一个命题的题设和结论都是唯一的事项时，那么它和它的逆命题同时有效。这称为同一法则。
　互逆两个命题一般是不等价的。例如
原命题：福建是中国的一个省　（真命题）
逆命题：中国的一个省是福建　（假命题）
　但当一命题的题设和结论都是唯一的事项时，则它们是等效的。例如
原命题：中国的首都是北京　（真命题）
逆命题：北京是中国的首都　（真命题）
因为世界上只有一个中国，而且中国只有一个首都，所以互逆的两个命题是等效的。又如
原命题：等腰三角形顶角平分线是底边上的高。（真命题）
逆命题：等腰三角形底边上的高是顶角平分线。（真命题）
　因为在等腰三角形这一前提下，顶角平分线和底边上的高都是唯一的，所以互逆的两个命题是等效的。
3.　釆用同一法证明的步骤：如果一个命题直接证明有困难，而它与逆命题符合同一法则，则可釆用同一法，证明它的逆命题，其步骤是：
作出符合命题结论的图形（即假设命题的结论成立）
证明这一图形与命题题设相同（即证明它符合原题设）
三十四、反证法
反证法是一种间接的证明方法。它的根据是原命题和逆否命题是等价命题，当一个命题不易直接证明时，釆取证明它的逆否命题。
一个命题和它的逆否命题是等价命题，可表示为：A→B
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例如　　原命题：对顶角相等           　   (真命题)

逆否命题：不相等的角不可能是对顶角　(真命题)

又如　　原命题：同位角相等，两直线平行　  (真命题)

　　逆否命题：两直线不平行，它们的同位角必不相等　(真命题)

用反证法证明命题，一般有三个步骤：
反设　假设命题的结论不成立（即假设命题结论的反面成立）
归谬　推出矛盾（和已知或学过的定义、定理、公理相矛盾）
结论　从而得出命题结论正确
例如：　求证两直线平行。用反证法证明时
假设这两直线不平行；
从这个假设出发，经过推理论证，得出矛盾；
③从而肯定，非平行不可。
三十五、两种对称
轴对称和中心对称定义　把一个图形沿着某一条直线折叠，如果它能够和另一个图形重合，那么这两个图形关于这条直线对称。这条直线叫做对称轴
把一个图形绕着某一点旋转180
[image: image148.wmf]o

，如果它能够和另一个图形重合，那么这两个图形关于这点对称，这点叫做对称中心
轴对称图形和中心对称图形的定义：如果一个图形沿着某一条直线折叠，直线两旁的部分能够互相重合，那么这个图形中叫做轴对称图形，这条直线就是它的对称轴
一个图形绕着某一点旋转180
[image: image149.wmf]o

，如果旋转后的图形能够和原来的图形互相重合，那么这个图形叫做中心对称图形，这个点就是它的对称中心。
性质：①成轴对称或中心对称的两个图形是全等形　
　　　　　②对称轴是对称点连线的中垂线；对称中心是对称点连线的中点
　　　　　③两个图形关于某条直线对称，如果它们的对应线段或延长线相交，那么交点在对称轴上
常见的轴对称图形有：线段，角，等腰三角形，等腰梯形，矩形，菱形，正多边形，圆等；
中心对称图形有：线段，平行四边形，边数为偶数的正多边形，圆等
三十六、三点共线
要证明A，B，C三点在同一直线上，　　　　　 A。　B。　　C。　　　　　　　　　　　
常用方法有：①连结AB，BC证明∠ABC是平角
　　　　②连结AB，AC证明AB，AC重合
　　　　③连结AB，BC，AC证明　AB＋BC＝AC

　　　　④连结并延长AB证明延长线经过点C　
证明三点共线常用的定理有：
过直线外一点有且只有一条直线和已知直线平行
经过一点有且只有一条直线和已知直线垂直
三角形中位线平行于第三边并且等于第三边的一半
梯形中位线平行于两底并且等于两底和的一半
两圆相切，切点在连心线上
轴对称图形中，若对应线段（或延长线）相交，则交点在对称轴上
三十七、不等关系
不等式三个基本性质：
不等式两边都加上(或减去)同一个数或同一个整式，不等号的方向不变。
不等式两边都乘(或除以)同一个正数，不等号的方向不变。
不等式两边都乘(或除以)同一个负数，不等号的方向改变。
一元一次不等式组的解集：几个一元一次不等式的解集的公共部分，叫做由它们所组成的一元一次不等式组的解集。
 设a>b,不等式组
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几何中证明线段或角的不等关系常用以下定理
三角形任意边两边的和大于第三边，任意两边的差小于第三边。
三角形的一个外角等于和它不相邻的两个内角和。
在一个三角形中，大边对大角，大角对大边。
直角三角形中，斜边大于任一直角边。
有两组边对应相等的两个三角形中
  如果这两边的夹角大，那么第三边也大；
如果第三边大，那么它所对的角也大。
⑤任意多边形的每一边都小于其他各边的和
三十八、平行和垂直
一.证明两直线互相平行常用的定理
利用角　同位角相等或内错角相等或同旁内角互补，两直线平行。
利用第三线　都平行或都垂直于第三线的两直线平行。　　　　　　　　　
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利用比例式　△ABC中，如果
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　　　　　　　　　　　　　那么DE∥BC　　　　　　　　　
其他　三角形中位线平行于第三边　　　　　　　　　　　
　　　　　梯形中位线平行于两底
　　　　　平行四边形对边平行
二.证明两直线互相垂直常用的定理
1.　按垂直定义　即证明两直线相交所成的四个角中，有一个是直角。
直角是180
[image: image155.wmf]o

的一半，常见的180
[image: image156.wmf]o

有：平角，邻补角，平行线的同旁内角，三角形内角和。
在三角形中证明直角
如果一个角等于其他两个角的和，那么这个角是直角。
若一边平方等于其他两边的平方和，则这边所对的角是直角。
若一边中线等于这边的一半，则这边所对的角是直角。
等腰三角形顶角平分线（或底边中线）是底边上的高。
和直角三角形全等或相似的三角形也是直角三角形。
菱形对角线互相垂直
三十九、线段、角的相等关系　
证明线段、角的相等，在直线形中，最常用的方法是找全等三角形或等腰三角形，若没有现成的，则要引辅助线，构造全等三角形或等腰三角形。
构造全等三角形，要充分利用已知条件中的对应相等关系，添引辅助线要有利于增加对应相等的元素，要注意总结辅助线的规律，观察两个三角形全等时的一般位置特点（如翻转、旋转、平移等）
证明两条线段相等常用的定理
在同一个三角形中，证明等角对等边。
在两个三角形中，证明全等。
在平行线图形中①应用平行四边形的性质
②用平行线等分线段定理
4.运用比例式证明相等：若
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5.应用等量代换、等式性质
二.证明两个角相等常用的定理
1. 在同一个三角形中，证明等边对等角。
2.　在两个三角形中，证明全等或相似。
3.在平行线图形中
用平行四边形的对角相等
行线的同位角相等，内错角相等
边分别互相平行（或垂直）的两个锐角（或两个钝角）相等
角（或等角）的余角（或补角）相等
用等量代换、等式性质
四十、线段、角的和差倍分
证明线段、角的和，差，倍，分，常用两种方法：一是转化为证明线段或角的相等关系；一是用代数恒等式的证明方法。
转化为证明相等的一般方法
㈠通过作图转化
要证明一线段（角）等于两线段（角）的和（用截长补短法）
⑴分解法――把大量分成两部分，证它们分别等于两个小量
⑵合成法――作出两个小量的和，证它与大量相等
要证明一线段（角）等于另一线段（角）的2倍
⑴折半法――作出大量的一半，证它与小量相等
⑵加倍法――作出小量的2倍，证它与大量相等
㈡应用有关定理转化
三角形中位线等于第三边的一半，梯形中位线等于两底和的一半
直角三角形斜边中线等于斜边的一半
直角三角形中，含30度的角所对的直角边等于斜边的一半
三角形的一个外角等于和它不相邻的两个内角和
等腰三角形顶角的外角等于底角的2倍
三角形的重心（各中线的交点）分中线为2∶1

有关比例线段定理
用代数恒等式的证明
由左证到右或由右证到左
左右两边分别化简为同一个第三式
证明左边减去右边的差为零
由已知的等式出发，通过恒等变形，到达求证的结论
四十一、　线段的比、积、幂
一．有关线段的比、积、幂的主要定理
比例的基本性质：
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　合比，等比定理（略）
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平行线分线段成比例定理（即平行截线定理）的推论
　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　
DE∥BC
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推广到：过一点的一线束被平行线截得的对应线段成比例
　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　a∥b
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相似多边形性质：对应线段成比例，面积比等于相似比的平方
直角三角形中成比例线段定理（射影定理）
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三角形内（外）角平分线性质
在△ABC中
∠1＝∠2
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圆中成比例线段定理（即圆幂定理）
若ABCD四点共圆，
AB、CD交于P，
则PA×PB＝PC×PD

＝PT2

（PT切圆于T）
三角形、平行四边形面积公式（略）
8.正弦定理：在△ABC中，
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二．要运用相似三角形证明线段的积、幂，一般应把积、幂先化为比例式，然后由它来找相似三角形。有时还要用等线段或等比代换。
四十二、型如
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的证明
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的证明,通常是证明它的等价命题
第一种   转化为线段的比例式
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 EMBED Equation.3 [image: image169.wmf]Û



 EMBED Equation.3 [image: image170.wmf])
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 EMBED Equation.3 [image: image171.wmf]Û
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 EMBED Equation.3 [image: image174.wmf])
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（1） 可证
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 EMBED Equation.3 [image: image176.wmf]a
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　和两个同分母的分式分别相等，例如
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 EMBED Equation.3 [image: image178.wmf]p
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　当m+n=p　时等式成立
（2）可证明　c,a,b－c,b 四条线段成比例，关鍵是作出b－c的差
（3）可证明　a+b,a,b,c四条线段成比例，关鍵是作出a+b的和
第二种　　转化为线段的乘积式
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 EMBED Equation.3 [image: image180.wmf]Û

bc+ac=ab(4)

常用两个图形的面积和等于另一个图形的面积
四十三、面积法
因为面积公式是用线段的代数式表示的，所以面积与线段可以互相转换。运用面积公式及有关面积性质定理解答几何题是常用的方法，简称面积法。
面积公式（略）
两个三角形的面积比定理
等高（底）的两个三角形的面积比，等于它们对应的底（高）的比
有一个角相等或互补的两个三角形面积的比等于夹这个角两边的乘积的比
相似三角形面积的比等于它们的相似比的平方
[image: image395.png]


有公共边的两个三角形面积的比等于它们的第三顶点连线被公共边分成的两条线段的比（内分比或外分比）。
[image: image396.png]


如图△ABC和△ADC有公共边AC，　　　　　M内分BD

第三顶点连线BD被公共边AC

内分或外分于点M，
[image: image397.png]
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则
[image: image181.wmf]MD
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　　　　　　　　　　　　　M外分BD

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
定理④是以公共边为底，面积的比等于它们的对应高的比换成对应线段的比
四十四、数的整除（二）
第一讲介绍了能被2，3，4，5，7，8，9，11，13，25整除的自然数的特征，本讲将介绍用因式分解方法解答数的整除问题.

几个常用的定理，公式，法则：
⑴　n个连续正整数的积能被n！整除.（n的阶乘：n！＝1×2×3×…×n）.

例如：a为整数时，2
[image: image182.wmf]a(a+1)，　　6
[image: image183.wmf]a(a+1)(a+2),  　24
[image: image184.wmf]a(a+1)(a+2)(a+3)， ……
⑵　若a
[image: image185.wmf]　
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 且a
[image: image186.wmf]c, 　 则　a
[image: image187.wmf](b
[image: image188.wmf]±

c).

⑶　若a,　b互质，且a
[image: image189.wmf]c,   b
[image: image190.wmf]c ，　　则ab
[image: image191.wmf]c .   

反过来也成立：a,　b互质，　ab
[image: image192.wmf]c，　则a
[image: image193.wmf]c,   b
[image: image194.wmf]c.

例如：8和15互质，8｜a,  15|a，　 　　则120｜a.   

反过来也成立：　若120｜a.　　　　　则　8｜a,  15|a.

⑷由乘法公式（n为正整数）推得：
由(a－b)(an-1+an-2b+……+abn-2+bn-1)=an－bn .     　 得   (a－b)|(an－bn).

(a+b)(a2n－a2n－1b+……ab2n－1+b2n)=a2n+1+b2n+1 .   　　 　(a+b)|(a2n+1+b2n+1).

(a+b)(a2n－1－a2n－2b+……+ab2n－2－b2n－1)=a2n－b2n .       (a+b)|(a2n－b2n).

　概括起来：齐偶数次幂的差式a2n－b2n含有因式a＋b和a－b.

齐奇数次幂的和或差式a2n+1＋b2n+1或a2n+1－b2n+1只分别含有因式a＋b或a－b.

例如（a+b）| (a6－b6),  　(a－b)| (a8－b8)； 

(a+b)|(a5+b5)，  　(a－b)|(a5－b5).

四十五、一元二次方程的根
一元二次方程ax2+bx+c=0(a≠0)的实数根，是由它的系数a,　b,　c的值确定的.　　　　根公式是：x=
[image: image195.wmf]a
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.　(b2－4ac≥0)

根的判别式
实系数方程ax2+bx+c=0(a≠0)有实数根的充分必要条件是：
b2－4ac≥0.

有理系数方程ax2+bx+c=0(a≠0)有有理数根的判定是：
b2－4ac是完全平方式
[image: image196.wmf]Û

方程有有理数根.

　　③整系数方程x2+px+q=0有两个整数根
[image: image197.wmf]Û

p2－4q是整数的平方数.

设x1,　x2 是ax2+bx+c=0的两个实数根，那么
ax12+bx1+c=0　(a≠0，b2－4ac≥0)， ax22+bx2+c=0　(a≠0， b2－4ac≥0)；
x1=
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　(a≠0,　b2－4ac≥0)；
　韦达定理：x1+x2= 
[image: image200.wmf]a

b

－

,    　 x1x2=
[image: image201.wmf]a

c

 (a≠0,　b2－4ac≥0).

方程整数根的其他条件
整系数方程ax2+bx+c=0　(a≠0)有一个整数根x1的必要条件是：x1是c的因数.　
特殊的例子有：　
C=0
[image: image202.wmf]Û

x1=0 ，   　　 a+b+c=0
[image: image203.wmf]Û

x1=1 ，  　　　a－b+c=0
[image: image204.wmf]Û

x1=－1.

四十六、完全平方数和完全平方式

一定义

如果一个数恰好是某个有理数的平方，那么这个数叫做完全平方数.

例如0，1，0.36，
[image: image205.wmf]25

4

，121都是完全平方数.

在整数集合里，完全平方数，都是整数的平方.

如果一个整式是另一个整式的平方，那么这个整式叫做完全平方式. 

如果没有特别说明，完全平方式是在实数范围内研究的.

例如：

在有理数范围　m2,  (a+b－2)2,  4x2－12x+9,  144都是完全平方式.

在实数范围　　（a+
[image: image206.wmf]3

）2,   x2+2
[image: image207.wmf]2

x+2,   3也都是完全平方式.

二. 整数集合里，完全平方数的性质和判定

1. 整数的平方的末位数字只能是0，1，4，5，6，9.所以凡是末位数字为2，3，7，8的整数必不是平方数.

2. 若n是完全平方数，且能被质数p整除, 则它也能被p2整除..

若整数m能被q整除，但不能被q2整除, 则m不是完全平方数.

例如：3402能被2整除，但不能被4整除，所以3402不是完全平方数.

又如：444能被3整除，但不能被9整除，所以444不是完全平方数.

三. 完全平方式的性质和判定

　 在实数范围内

如果　ax2+bx+c (a≠0)是完全平方式，则b2－4ac=0且a>0；

如果  b2－4ac=0且a>0；则ax2+bx+c (a≠0)是完全平方式.

　 在有理数范围内

当b2－4ac=0且a是有理数的平方时，ax2+bx+c是完全平方式.

四. 完全平方式和完全平方数的关系

1. 完全平方式（ax+b）2  中

当a, b都是有理数时, x取任何有理数，其值都是完全平方数；

当a, b中有一个无理数时，则x只有一些特殊值能使其值为完全平方数.

某些代数式虽不是完全平方式，但当字母取特殊值时，其值可能是完全平方数. 

     例如： n2+9, 当n=4时，其值是完全平方数.

所以，完全平方式和完全平方数，既有联系又有区别.

五. 完全平方数与一元二次方程的有理数根的关系

在整系数方程ax2+bx+c=0(a≠0)中

若b2－4ac是完全平方数，则方程有有理数根；

若方程有有理数根，则b2－4ac是完全平方数.

在整系数方程x2+px+q=0中

若p2－4q是整数的平方，则方程有两个整数根；

若方程有两个整数根，则p2－4q是整数的平方.

四十七、配方法

配方：这里指的是在代数式恒等变形中，把二次三项式a2±2ab+b2写成完全平方式

（a±b）2. 有时需要在代数式中添项、折项、分组才能写成完全平方式.

常用的有以下三种：

①由a2+b2配上2ab，  　②由2 ab配上a2+b2， 　 ③由a2±2ab配上b2.

运用配方法解题，初中阶段主要有：

用完全平方式来因式分解

例如：把x4+4 因式分解.

原式＝x4+4＋4x2－4x2=(x2+2)2－4x2＝……

　　　这是由a2+b2配上2ab.

二次根式化简常用公式：
[image: image208.wmf]a
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，这就需要把被开方数写成完全平方式.

例如：化简
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我们把5－2
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写成 2－2
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[image: image216.wmf]3
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这是由2 ab配上a2+b2.

求代数式的最大或最小值，方法之一是运用实数的平方是非负数，零就是最小值.即∵a2≥0，  ∴当a=0时，　a2的值为0是最小值.

例如：求代数式a2+2a－2 的最值.

∵a2+2a－2= a2+2a+1－3=(a+1)2－3

当a=－1时,   a2+2a－2有最小值－3.　　

这是由a2±2ab配上b2

有一类方程的解是运用几个非负数的和等于零，则每一个非负数都是零，有时就需要配方.

例如:：求方程x2+y2+2x-4y+5=0 的解x, y.

 解：方程x2+y2+2x-4y+1＋4＝0.

配方的可化为　（x+1）2+(y－2)2=0.

  　　要使等式成立，必须且只需
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此外在解二次方程中应用根的判别式，或在证明等式、不等式时，也常要有配方的知识和技巧.

四十八、非负数

非负数的意义：在实数集合里，正数和零称为非负数.

a是非负数，可记作a≥0,读作a大于或等于零，即a不小于零.

初中学过的几种非负数：

⑴实数的绝对值是非负数.　若a是实数，则
[image: image219.wmf]a

≥0.

⑵实数的偶数次幂是非负数.　若a是实数，则a2n≥0（n是正整数）.

⑶算术平方根是非负数，且被开方数也是非负数.　

若
[image: image220.wmf]a

是二次根式，则
[image: image221.wmf]a

≥0，　a≥0.

⑷一元二次方程有实数根时，根的判别式是非负数，反过来也成立.

　若二次方程ax2+bx+c=0　(a≠0) 有两个实数根， 则b2－4ac≥0.

　若b2－4ac≥0　(a≠0)， 则二次方程ax2+bx+c=0有两个实数根.

⑸数轴上，原点和它的右边所表示的数是非负数，几何中的距离，图形中的线段、面积、体积的量数也都是非负数.

非负数的性质：

⑴非负数集合里，有一个最小值，它就是零.

例如：a2有最小值0（当a=0时）， 
[image: image222.wmf]1
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也有最小值0（当x=－1时）.　　

⑵如果一个数和它的相反数都是非负数，则这个数就是零.

　　　　若a≥0且－a ≥0，　　则a=0； 

如果a－b≥0且b－a≥0，那么a－b=0.

⑶有限个非负数的和或积仍是非负数.

例如：若a，b，x都是实数数，则a2+b2≥0,　　
[image: image223.wmf]a

×
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≥0,　　a2
[image: image225.wmf]x

≥0.

⑷若几个非负数的和等于零，则每一个非负数也都只能是零.

　　例如　若
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  那么
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　　　即
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 四十九、对称式

一.定义

在含有多个变量的代数式f (x,y,z)中，如果变量x,　y,　z任意交换两个后，代数式的值不变，则称这个代数式为绝对对称式，简称对称式.

例如：　代数式x+y，　xy，　x3+y3+z3－3xyz,　　x5+y5+xy, 　 
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[image: image232.wmf]xyz
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.　都是对称式.

　　其中x+y和xy叫做含两个变量的基本对称式.

在含有多个变量的代数式f (x,y,z)中，如果变量x,　y,　z循环变换后代数式的值不变，则称这个代数式为轮换对称式，简称轮换式.

例如：代数式 a2(b－c)+b2(c－a)+c2(a－b),　 2x2y+2y2z+2z2x,　
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（xy+yz+zx）(
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都是轮换式.

显然，对称式一定是轮换式,而轮换式不一定是对称式.

二.性质

含两个变量x和y的对称式，一定可用相同变量的基本对称式来表示.这将在下一讲介绍.

对称式中，如果含有某种形式的一式，则必含有，该式由两个变量交换后的一切同型式，且系数相等.

例如：在含x,　y,　z的齐二次对称多项式中，

如果含有x2项，则必同时有y2,　z2两项；如含有xy项，则必同时有yz,　zx两项，且它们的系数，都分别相等.　故可以表示为：

　m(x2+y2+z2)+n(xy+yz+zx)  其中m,　n是常数.

轮换式中，如果含有某种形式的一式，则一定含有，该式由变量字母循环变换后所得的一切同型式，且系数相等.

例如：轮换式a3(b－c)+b3(c－a)+c3(a－b)中，有因式a－b一项,　必有同型式b－c和

　c－a两项.

两个对称式（轮换式）的和，差，积，商（除式不为零），仍然是对称式（轮换式）.

例如：∵x+y,  xy都是对称式，

∴x+y＋xy，　（x+y）xy，　
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∵xy+yz+zx和
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＋xy+yz+z，　（
[image: image239.wmf]z
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）（xy+yz+z）. 也都是轮换式

五十、基本对称式

上一讲介紹了对称式和轮换式的定义和性质.　形如x+y和xy是两个变量x,　y的基本对称式.

含两个变量的所有对称式，都可以用相同变量的基本对称式来表示.

例如x2+y2,　 x3+y3, 　(2x－5)(2y－5), 　－
[image: image240.wmf]y

x

3

2

3

2

-

，　
[image: image241.wmf]y

x

x

y

+

……都是含两个变量的对称式，它们都可以用相同变量x,y的基本对称式来表示：

x2+y2＝（x+y）2－2xy，　    　　　　x3+y3＝（x+y）3－3xy(x+y)，

(2x－5)(2y－5)＝4xy－10(x+y)+25,　　　－
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设x+y=m,  xy=n.

则x2+y2＝（x+y）2－2xy＝m2－2n；

x3+y3＝（x+y）3－3xy(x+y)=m3－3mn；

x4+y4＝（x2+y2）2－2x2y2＝m4－4m2n+2n2；

x5+y5＝（x2+y2）(x3+y3)－x2y2(x+y)=m5－5m3n+5mn2；

        ………

一般地，xn+yn　(n为正整数)用基本对称式表示可建立递推公式：

xk+1+yk+1=( xk+yk)(x+y)－xy(xk－1+yk－1)　(k 为正整数).

含x,　y的对称式，x+y,  xy这三个代数式之间，任意知道两式，可求第三式.

五十一、待定系数法

多项式恒等的定义：设f(x)　和g(x)是含相同变量x的两个多项式，f(x)≡g(x)表示这两个多项式恒等.就是说x在取值范围内 ，不论用什么实数值代入左右的两边，等式总是成立的.

符号“≡”读作“恒等于”，也可以用等号表示恒等式.　例如：

（x+3）2=x2+6x+9,  　　　　　　5x2－6x+1=(5x－1)(x－1), 

x3－39x－70=(x+2)(x+5)(x－7).

都是恒等式.

　根据恒等式定义，可求恒等式中的待定系数的值.　例如：

已知：恒等式ax2+bx+c=2(x+1)(x－2).

求：①a+b+c ； 　　　②a－b+c.

解：①以x=1， 代入等式的左右两边，得a+b+c＝－4.

　　　　　②以x=－1，代入等式的左右两边，得a－b+c＝0.

恒等式的性质：如果两个多项式恒等，则左右两边同类项的系数相等.

　　即 如果  a0xn+a1xn－1+……+an－1x+an=　b0xn+b1xn－1+……+bn－1x+bn
那么  a0=b0 ，  a1=b1， 　　…… ，   an－1=bn－1 ，     an=bn.

上例中又解： ∵ax2+bx+c=2x2－2x－4.

  ∴a=2, 　b=－2, 　c=－4.

  ∴a+b+c＝－4，　　 a－b+c＝0.

待定系数法：就是先假设结论为一个含有待定系数的代数式，然后根据恒等式定义和性质，确定待定系数的值.

五十二、换元法

1.　换元就是引入辅助未知数.把题中某一个（些）字母的表达式用另一个（些）字母的表达式来代换，这种解题方法，叫做换元法，又称变量代换法.

2.　换元的目的是化繁为简，化难为易，沟通已知和未知的联系.

例如通过换元来降次，或化分式、根式为整式等.换元的关鍵是选择适当的式子进行代换.

3.　换元要注意新旧变元的取值范围的变化.要避免代换的新变量的取值范围被缩小；若新变量的取值范围扩大了，则在求解之后要加以检验.

4.　解二元对称方程组，常用二元基本对称式代换.

倒数方程的特点是：按未知数降幂排列后，与首、末等距离的项的系数相等.

例如：一元四次的倒数方程ax4+bx3+cx2+bx+a=0.

两边都除以x2,得a(x2+
[image: image247.wmf]2
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)+b(x+
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设x+
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=y,  那么x2+
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= y2－2,   

原方程可化为ay2+by+c－2=0.

对于一元五次倒数方程 ax5+bx4+cx3+cx2+bx+a=0， 必有一个根是－1.

原方程可化为　　(x+1)(ax4+b1x3+c1x2+b1x+a)=0.

ax4+b1x3+c1x2+b1x+a=0 ，这是四次倒数方程.

形如　ax4－bx3+cx2＋bx+a=0 的方程，其特点是： 

与首、末等距离的偶数次幂项的系数相等，奇数次幂的系数是互为相反数.

两边都除以x2, 可化为a(x2+
[image: image251.wmf]2
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=y, 则x2+
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=y2+2,  　

原方程可化为 ay2－by+c+2=0.

五十三、条件等式的证明

1. 恒等式：如果等式中所含的字母在允许值范围内，用任何实数值代替它，等式都能成立,那么这个等式叫做恒等式.

例如： ①a+b=b+a，   　 ②(a+b)2=a2+2ab+b2 ， 　 ③ x－
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 　　　　④　(
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)2=a  (在实数范围内a≥0)，  ⑤
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=a(在实数范围内n为正奇数).

都是恒等式.

只含常数的等式是恒等式的特例.　如：3－2=1，　
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2. 条件等式：满足一定条件下的等式，称为条件等式.  方程是条件等式，解方程就是求出能满足等式的条件(未知数的值).

3.　证明条件等式就是在题设的条件下，判断恒等式.

4.　证明条件等式的方法，除和证明恒等式的一般方法(见第20讲)以外，要特别注意如何把已知的条件用上.　一般有以下几种：

用已知的条件直接代入(即等量代换).

变形后代入(包括把已知变形，或把结论变形).

引入参数后代入(包括换元).

分式，根式在恒等变形时，要注意字母保持允许值的范围不变.

 五十四、整数解

1. 求方程或不等式的整数解，就是求适合等式或不等式的未知数的整数值，包括判断无整数解.

求整数解常用的性质、法则：

①.数的运.算性质：

整数＋整数＝整数，　整数－整数＝整数，

整数×整数＝整数，　整数的自然数次幂＝整数,

整数÷（这个整数的约数）＝整数.

②.整系数的方程　ax2+bx+c=0(a≠0)只有当b2－4ac是完全平方数时，才有整数根.　有时用韦达定理x1+x2与x1x1 都是整数，来确定整数解，但必须检验（因为它们只是整数解必要条件）.

③.运用二元一次方程求整数解（见第10讲）. 

④.用列举法.

3. 判定方程或不等式没有整数解，常用反证法.即设有整数解之后，把整数按某一模m分类，逐一推出矛盾.

五十五、未知数比方程个数多的方程组解法

在一般情况下，解方程或方程组，未知数的个数总是与方程的个数相同的，但也有一些方程或方程组，所含的未知数的个数多于方程的个数，包括在列方程解应用题时，引入的辅助未知数.

   解这类方程或方程组，一般有两种情况：

一是依题意只求其特殊解，如整数解，或几个未知数的和(积)等，无需求出所有的解；

二是在实数范围内，可运用其性质，增加方程或不等式的个数. 例如，利用取值范围，非负数的性质等.

五十六、列表法

  只要有可能，依题意画个图或列个表给问题以直观的描述，对解题大有好处.因为图表常能把数据的题设和结论之间的相互关系，有条不紊地形象表达出来，特别是纵横关系较多的问题，利用图表，不仅便于思考答题方案，还可以作为答题的步骤.

  图解已在枚举法，交集法等处介绍过，本讲主要介绍表解.

  使用表解的关键是合理地设计纵横栏目.其前提是正确地理解题意，明确各条件之间的从属、并列、交叉关系.数学逻辑推理有一个最基本的定律，就是排中律，即“不是真，必为假”，“不是假，便是真”，列表推理就是把诸多数据按题目条件，逐一填入表中，当发现与题设矛盾时就排除，在排除淘汰的基础上，推出满足所有条件的结论.

   五十七、逆推法

1. 如果把探求问题的常规方法叫做顺向推理，那么与习惯方法相反的逆向推理方法，就可以叫做逆推法.顺与逆是相对而言，没有绝对的界限.

2. 逆向推理包括了公式、法则、定义 、定理的逆向应用.  例如：

乘法公式的逆向应用之一，就是因式分解.  还有其他变形的应用，如：

(x+y)2=x2+xy+y2，以x, y的基本对称式，表示x, y的平方和、立方和(差)：　

x2+y2=(x+y)2－2xy  ，    x3+y3=(x+y)3－3xy(x+y).

分数的加减法则的逆向应用，可把一个分数(或整数)化为几个分数的和(差)：  1=
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“互为相反数相加得零”的逆向应用：0=a+(－a).

在因式分解中折项，添项，配方都用到它，在证明恒等式或化简、计算中也常用它.

公式的逆向应用要注意公式成立的前提.例如：
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的逆向应用是：　

当a≥0时，a=
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；当a<0 时,a= －
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如 x<y<0时，  则x－y=－
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因为定义可以反叙，所以定义既是判定又是性质. 例如：

相似多边形的定义：  
[image: image266.wmf]相似多边形
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方程解的定义：若m 是方程ax2+bx+c=0的解，则 am2+bm+c=0；

反过来，若an2+bn+c=0,则n是方程ax2+bx+c=0的解.

对于定理的逆用，当然要先判断定理的逆命题为真.

一个定理的题设和结论不只一项时，交换题设和结论中的一项，就组成一个逆命题，故逆命题有多个，有真，有假.

一般地，若题设和结论都是唯一对象的定理，它有逆定理；

对于分段式的定理也有逆定理.

3. 解答数学题通常是：在顺向推理有困难时用反向推理；在正面探求有困难时用反面探求；直接解答有困难时用简接解答.顺、逆两种方法都能熟练掌握，灵活应用，那么解题能力就能较大地提高.

五十八、观察法

数学题可以猜测它的结论（包括经验归纳法），但都要经过严谨的论证，才能确定是否正确.

观察是思维的起点，直觉是正确思维的基础.

观察法解题就是用清晰的概念，直觉的思维，根据题型的特点，得出题解或猜测其结论，再加以论证.

敏锐的洞察力来自对概念明晰的理解和熟练的掌握.

例如：用观察法写出方程的解，必须明确方程的解的定义，掌握方程的解与方程的系数这间的关系. 一元方程各系数的和等于零时，必有一个解是1；而奇次项系数的和等于偶次项系数的和时，则有一个根是－1；n次方程有n个根，这样才能判断是否已求出全部的根，当根的个数超过方程次数时，可判定它是恒等式.

对题型的特点的观察一般是注意已知数据，式子或图形的特征，分析题设与结论，已知与未知这间的联系，再联想学过的定理，公式，类比所做过的题型，试验以简单的特例推导一般的结论，并探求特殊的解法.

选择题和填空题可不写解题步骤，用观察法解答更能显出优势
五十九、“或者”与“并且”

1.“或者”与“并且”的词义是清楚的，区别也是明显的. 例如：

正整数a是3或5的倍数，那么a=3, 5, 6, 9, 10, 12, 15……；

如果正整数b是3的倍数且是5的倍数，那么b=15，30，45，60，…….

在正整数中，设3的倍数的集合为P，5的倍数集合为Q，那么 ：

a 是P和Q两个集合中的所有元素，而b是这两个集合中的公共元素.

② 
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是方程x+y=1的一个解.  这里的大括号表示“并且”即当

x=2并且y=－1时，等式x+y=1成立.
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等价于x=2并且y=－1.

记作
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 x=2并且y=－1.

x=2,  x=－2是方程x2－4=0 的两个解.

即当x=2或者x=－2时，等式x2－4=0成立.

x=2或x=－2  可记作  x=±2 .　　

即 x=±2
[image: image270.wmf]Û

 x=2或x=－2.

2. 用“或者”与“并且”表示命题的等价命题.

①.x≥4
[image: image271.wmf]Û

x>4或x=4.

②.－4<x<4
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x>－4且x<4
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③.x ≠2
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x<2或x<2

④.x≠±2
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x≠2且x≠－2
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[image: image279.wmf]Û

x<－2      或－2< x<2        或x>2   (实数x记在数轴上)如图：

                                 
－2        0         2

3. 判断带有“或者”词义的命题的真假：

第一种，命题结论带有“或者”的.    例如：

命题3≥2，读作3大于2或等于2，它是真命题.  因为“3大于2”，

“3等于2”两个命题，用“或者”连结，只要有一个成立，就是真命题.

⑥命题“如果a=0,那么a2≥0”，也是真命题，因为这个命题等价于：

       若a=0, 则a2>0或a2=0，两个结论，用“或者”连结，有一个成立即可.

第二种，命题的题设出现“或者”的.   例如

命题“如果a≥0，则a2=0”.  读作如果a=0或a>0, 则a2=0. 它是假命题  因为命题的两个题设都使结论成立是不可能的.  这个命题等价于：         若a=0,则a2=0且若a>0，则a2=0.  两个命题要同时成立才是真命题.

方程和方程组的解：

             方程( x－a)(x－b)=0， 同解于x－a=0或者x－b=0.

方程组
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 同解于x－a=0并且x－b=0.

不等式和不等式组的解集： 

不等式组
[image: image281.wmf]î
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 等价于x+a>0并且x+b>0.

不等式(x+a)(x+b)>0 等价于
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 或者
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六十、解三角形

1.　由三角形的已知元素，求出所有未知元素的过程叫做解三角形.

2.　解直角三角形所根据的定理 (在Rt△ABC中，∠C=Rt∠).

边与边的关系：　勾股定理－－－－――c2=a2+b2.

角与角的关系：两个锐角互余－－－－∠A+∠B=Rt∠

边与角的关系：（锐角三角函数定义）

SinA=
[image: image284.wmf]c
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， 　CosA=
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b

,  　tanA=
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, 　　CotA=
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互余的两个角的三角函数的关系：      

Sin(90
[image: image288.wmf]o

－A)= CosA，    　Cos(90
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－A)= SinA，  

tan(90
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－A)= CotA,    　　Cot(90
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－A)= tanA.

特殊角的三角函数值：　

	角A的度数
	0
	30
	45
	60
	90

	SinA的值
	0
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	CosA的值
	1
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	tanA的值
	0
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锐角的正弦、正切随着角度的增大而增大（即增函数）；余弦、余切随着角度的增大而减小（即减函数）.

3.　解斜三角形所根据的定理 (在△ABC中)

正弦定理：　
[image: image302.wmf]SinC

c

SinB

b

SinA
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=2R. 　(R是△ABC外接圆半径).

②　余弦定理：　c2=a2+b2－2abCosC； b2=c2+a2－2ca CosB； a2=c2+b2－2cbCosA.

③　互补的两个角的三角函数的关系：

Sin(180
[image: image303.wmf]o

－A)= sinA，      Cos(180
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－A)= － cosA ， 

tan(180
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－A)=－cotA，      cotA(180
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－A)=－tanA.

④　S△ABC＝
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absinC=
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bcsinA=
[image: image309.wmf]2
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casinB.

4.　与解三角形相关的概念：水平距离，垂直距离，仰角，俯角，坡角，坡度，象限角，方位角等.

六十一、函数的图象

函数的图象定义：在直角坐标系中，以自变量x为横坐标和以它的函数y 的对应值为纵坐标的点的集合，叫做函数y=f(x)的图象.

例如 一次函数y=kx+b (k,b 是常数，k ≠0)的图象是一条直线l.

l 上的任一点p0(x0,y0) 的坐标，适合等式y=kx+b, 即y0=kx0+b；

若y1=kx1+b，则点p1(x1,y1) 在直线l 上.

方程的图象：我们把y=kx+b 看作是关于x,　y 的 二元

一次方程kx－y+b=0,　那么直线l就是以这个方程的解为坐标

的点的集合，我们把这条直线叫做二元一次方程的图象.

二元一次方程ax+by+c=0 (a,b,c是常数，a≠0,b≠0) 叫做 直线方程.

   　一般地，在直角坐标系中，如果某曲线是以某二元方程的解为坐标的

点的集合，那么这曲线就叫做这个方程的图象.　例如：

二元二次方程y=ax2+bx+c(a≠0) (即二次函数)的图象是抛物线；

      二元分式方程y=
[image: image310.wmf]x

k

(k≠0) (即反比例函数)的图象是双曲线.    

函数的图象能直观地反映自变量x 与函数y 的对应规律.　例如：

由图象的最高，最低点可看函数的最大，最小值；

由图象的上升，下降反映函数 y是随x的增大而增大(或减小)；

函数y=f(x)的图象在横轴的上方，下方或轴上，分别表示y>0,y<0,y=0. 图象所对应的横坐标就是不等式f(x)>0,f(x)<0 的解集和方程f(x)=0的解.

两个函数图象的交点坐标，就是这两个图象所表示的两个方程(即函数解析式)的公共解.等等

画函数图象一般是：

①应先确定自变量的取值范围.　要使代数式有意义，并使代数式所表示的实际问题有意义，还要注意是否连续，是否有界.

②一般用描点法，但对一次函数(二元一次方程)的图象，因它是直线(包括射线、线段)，所以可采用两点法.线段一定要画出端点(包括临界点).

③对含有绝对值符号(或其他特殊符号)的解析式 ，应按定义对自变量分区讨论，写成几个解析式.

六十二、绝对值

绝对值的定义：正数的绝对值是它本身，负数的绝对值是它的相反数，零的绝对值是零.用式子表示如下：
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初中阶段学习含绝对值符号的代数式化简，方程、不等式的解法，以及函数作图等.解答时，一般是根据定义先化去绝对值符号，这时关健是按已知条件判断绝对值符号内的式子的值是正或是负，若含有变量的代数式，不能确定其正、负时，则采取零点分区讨论法.　例如：


 （1）化简  
[image: image312.wmf])
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x

x


解：当x=0,　x=2时,　
[image: image313.wmf])
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x

x

=0；

当x<0或x>2时,　
[image: image314.wmf])
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x

=x(x－2)=x2－2x；

当0<x<2时，
[image: image315.wmf])
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x

=－x(x－2)=－x2+x.

（2）解方程
[image: image316.wmf]2
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x

=6.

解：当x<0时，x=－2；

当0≤x≤2时，方程无解；

当x>2时，x=4.

∴原方程的解是：x=－2， x=4.. 

（3）作函数y=
[image: image317.wmf]2
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x

的图象.

解：化去绝对值符号，得y=－2x+2 (x<0)；

y=2    (0≤x≤2) ；

y=2x－2  (x>2).

 　　分别作出上述三个函数的图象（如图），就是函数y=
[image: image318.wmf]2
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x

的图象.

绝对值的几何意义是：在数轴上一个数的绝对值，就是表示这个数的点离开原点的距离.

用这一定义，在解含绝对值符号的方程、不等式时，常可用观察法.

例如：　①解方程
[image: image319.wmf]3
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x

；　②解不等式
[image: image320.wmf]3
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x

；　③解不等式
[image: image321.wmf]3
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x

.

解：①∵
[image: image322.wmf]3
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x

的几何意义是：x是数轴上到原点的距离等于3个单位的点所表示的数，即3和－3，　

∴方程
[image: image323.wmf]3

=

x

的解是x=3,  x=－3.

②∵
[image: image324.wmf]3

<

x

的几何意义是：x是数轴上到原点的距离小于3个单位的点所表示的数，∴不等式
[image: image325.wmf]3

<

x

的解集是　－3＜x＜3.

③∵
[image: image326.wmf]2
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x

的零点是x=－2,  

∴
[image: image327.wmf]3
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x

的几何意义是：x是数轴上到点（－2）的距离大于3个单位的点所表示的数，

∴
[image: image328.wmf]3
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x

的解集是x<－5或x>1.（如下图）


绝对值的简单性质：　

①绝对值是非负数；　②两个互为相反数，它们的绝对值相等.

根据这些性质，可简化函数的作图步骤.　例如：

（1）对整个函数都在绝对值符号内时，可先作出不含绝对值符号的图象，再把横轴下方的部份，绕x轴向上翻折

作函数图象：①y=
[image: image329.wmf]1
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        　　　　　　　　 ②y=
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当f（－x）=f(x),图象关于纵轴对称，这时可先作当x<0时函数图象，再画出关于纵轴对称的图象.

例如：y=x2－2
[image: image331.wmf]x

－3的图象，

可先作y=x2+2x－3自变量x<0时的图象（左半图）

再画右半图（与左半图关于纵轴对称）.

把y=
[image: image332.wmf]x

的图象向上平移
[image: image333.wmf]a

个单位，所得图象解析式是y=
[image: image334.wmf]a

x

+

；

　　　把y=
[image: image335.wmf]x

的图象向右平移3个单位，所得图象解析式是y=
[image: image336.wmf]3

－

x

.



利用图象求函数最大值或最小值，判断方程解的个数都比较方便.

六十三、动态几何的定值

动态几何是指用运动的观点研究几何图形的位置、大小的相互关系.

用动的观点看几何定理，常可把几个定理归为一类.　例如：

梯形的中位线，当梯形的上底逐渐变小，直到长度为零时，则为三角形的中位线；

两圆相交，两个公共点关于连心线对称，所以连心线垂直平分公共弦，当两个交点距离逐渐变小，直到两点重合时，则两圆相切，这时切点在连心线上；

相交弦定理由于交点位置、个数的变化，而演变为割线定理，切割线定理，切线长定理等等.

动态几何的轨迹、极值和定值.　几何图形按一定条件运动，有的几何量随着运动的变化而有规律变化，这就出现了轨迹和极值问题，而有的量却始终保持不变，这就是定值问题.　例如：

半径等于RA的圆A与半径为RB　(RB>RA)　的定圆B内切.那么：　

动点A有规律地变化，形成了一条轨迹：以B为圆心，以RB－RA的长为半径的圆.　而A，B两点的距离，却始终保持不变：AB=RB－RA.

若另有一个半径为RC的圆 C与圆B外切，则A，C两点的距离变化有一定的范围：

  RB+RC－(RB－RA)≤AC≤RB+RC+(RB－RA).

即RC+RA≤AC≤2RB+RC－RA  . 
所以AC有最大值：2RB+RC－RA ； 且有最小值：RC+RA.

解答动态几何定值问题的方法，一般有两种：

 第一种是分两步完成 ：

先探求定值.　它要用题中固有的几何量表示.

再证明它能成立.

探求的方法，常用特殊位置定值法，即把动点放在特殊的位置，找出定值的表达式，然后写出证明.

 第二种是采用综合法，直接写出证明.

六十四、最大最小值 

1.　求二次函数y=ax2+bx+c(a≠0)，的最大、最小值常用两种方法：

①配方法：原函数可化为y=a(x+
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∵在实数范围内(x+
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∴若a>0时，当x=－
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 时， y 最小值=
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若a<0时，当x=－
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 时， y 最大值=
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②判别式法：原函数可化为关于x 的二次方程ax2+bx+c－y=0.

 　∵x 在全体实数取值时，

∴　△≥0

即b2－4a(c－y)≥0，　　 4ay ≥4ac－b2.

若a>0，y≥
[image: image344.wmf]a
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，这时取等号，则y 为最小值
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若a<0，y≤
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有时自变量x定在某个区间内取值，求最大、最小值时，要用到临界点，一般用配方法方便.

2.　用上述两种方法，可推出如下两个定理：

定理一：两个正数的和为定值时，当两数相等时，其积最大.　最大值是定值平方的四分之一.

例如：两正数x和y，　如果x+y=10,  那么xy的积有最大值，最大值是25.

定理二：两个正数的积为定值时，当两数相等时，其和最小.　最小值是定值的算术平方根的2倍.

例如：两正数x和y，如果xy=16, 那么 x+y 有最小值，最小值是8.

证明定理一，可用配方法，也叫构造函数法.

 　　　设a>0,　b>0,　a+b=k .　(k为定值).

那么ab=a(k－a)

=－a2+ka=－(a－
[image: image348.wmf]2
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当a=
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时，ab有最大值
[image: image351.wmf]4
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证明定理二，用判别式法，也叫构造方程法.

设a>0,　b>0,　ab=k (k为定值)，再设 y=a+b.

 　　　　那么y=a+
[image: image352.wmf]a

k

,  　a2－ya+k=0.（这是关于a的二次议程方程）

         ∵ a 为正实数，   

∴△≥0.    即(－y)2－4k ≥0，　　y2－4k≥0.

∴y≤－2
[image: image353.wmf]k

(不合题意舍去)；  y ≥2
[image: image354.wmf]k

. 

∴ y最小值=2
[image: image355.wmf]k
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解方程组
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　得a=b=
[image: image357.wmf]k
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 　　　　∴当a=b=
[image: image358.wmf]k

时，a+b 有最小值 2 
[image: image359.wmf]k
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3.　在几何中，求最大、最小值还有下列定理：

 　　定理三：一条边和它的对角都有定值的三角形，其他两边的和有最大值.　当这两边相等时，其和的值最大.

定理四：一条边和这边上的高都有定值的三角形，其他两边的和有最小值.　当这两边相等时，其和的值最小.

定理五：周长相等的正多边形，边数较多的面积较大；任何正多边形的面积都小于同周长的圆面积.

六十五、图象法

在第45讲（一元二次方程）中，根据根的判别式和根与系数的关系，介绍了存在实数根，有理数根，整数根的充分必要条件.

要讨论两个实数根的符号，则可以建立不等式组.方程ax2+bx+c=0中，

有两个实数根的充分必要条件是
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②有两个正实数根的充要条件是
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(a≠0包含在
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之中)

③有一正一负实数根的充要条件是
[image: image363.wmf]0
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(a≠0，△>0均已包含在内)

④有一正一负实根且负根绝对值较大的充要条件是
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在较小区间内讨论实数根，则常利用图象来建立不等式组.

一些含有绝对值符号的方程、不等式的题解，也可借助图象.

六十六、辅助圆

经过两个点可以画无数个圆；经过三个点作圆，必须是不在同一直线上的三个点，可以作一个圆，并且只能作一个圆.

经过四点作圆(即四点共圆)有如下的判定定理：

到一个定点的距离相等的所有的点在同一个圆上(圆的定义).

一组对角互补的四边形顶点在同一圆上.

一个外角等于它的内对角的四边形顶点共圆.

同底同侧顶角相等的三角形顶点共圆.

推论：同斜边的直角三角形顶点共圆(斜边就是圆的直径).

画出辅助圆就可以应用圆的有关性质.常用的有：

同弧所对的圆周角相等.

圆内接四边形对角互补，外角等于内对角.

圆心角(圆周角)、弧、弦、弦心距的等量关系.

圆中成比例线段定理：相交弦定理 ，切割线定理.

证明 型如ab+cd=m2常用切割线定理

六十七、参数法证平几

1.联系数量间关系的变数叫做参变数，简称参数.

2.有一类平面几何的证明，可以根据图形性质引入参数，布列方程，通过计算来完成，我们称它为参数法.其关键是正确选定参数和准确的进行计算.

六十八、选择题(二)

1.　在第26讲《选择题（一）》中，介绍了“有唯一正确答案”的选择题的解法，内容着重于代数方面.本讲则将侧重于几何.

几何的选择题大都是判定图形的形状、位置、大小，计算长度、面积、体积以及判定命题的真假等.

解题方法与代数一样，可用直接选择法或逐步淘汰法.

几何的特点是要更多地借助图形，并运用定义、公理、定理、推论等概念进行辨析、推理、演算；利用准确的图形(包括按比例尺放缩)或特殊图形判断；也可以先猜测结论而后验证.

淘汰法就是要举出反例，逐一否定选择项；要注意图形之间的从属关系和并列，互斥关系以便全面分析，正确解答.

六十九、数的整除(三)

在第1讲《数的整除(一)》和44讲《数的整除(二)》中，分别介绍了数的整除特征和运用因式分解法解答数的整除问题，本讲介绍应用“同余”方面的知识.

 同余的概念  两个整数a和b被同一个正整数m除，所得的余数相同时，称a,　b关于模m 同余.记作a≡b(mod m).

如：8和15除以7同余1，记作8≡15(mod 7),　读作8和15关于模7同余.

∵2003=7×286+1，     　　

∴2003≡1 (mod 7)；

∵－7和6对于模13同余6（余数是非负数）　

∴－7≡6（mod 13）；

∵35和0除以5，余数都是0（即都能整除）　

∴35≡0（mod 5）.

用同余式判定数的整除

若a≡b(mod m)，　　　则m|(a－b).　 

 即a－b≡0(mod m)
[image: image365.wmf]Û

m|(a－b).

例如：11≡25(mod 7)
[image: image366.wmf]Û

7|(25－11)；　或 7|(11－25).

∵25+35≡2+3≡0 (mod 5)，  　

∴5|25+35.

同余的性质  (注意同余式与等式在变形中的异同点)

传递性：  
[image: image367.wmf])
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可加可乘性：
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推论 可移性：a≡b+c (mod m)
[image: image369.wmf]Þ

(a－b)≡c(mod m).

可倍性：a≡b(mod m)
[image: image370.wmf]Þ

ka≡kb(mod m)  (k为正整数).

可乘方：a≡b(mod m)
[image: image371.wmf]Þ

 an≡bn(mod m)   (n为正整数).

当d 是a,　b,　m的正公因数时， a≡b(mod m)
[image: image372.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image373.wmf]d
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[image: image375.wmf]  　　如：2是20，26，6的正公因数，　20≡26(mod 6)
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(mod 3).

根据抽屉原则：任给m+1个整数，其中至少有两个数对于模m同余.

即至少有两个，其差能被m 整除.

例如：任给5个数a,　b,　c,　d,　e.其中至少有两个，它们的差能被4整除.

∵除以4的余数只有0，1，2，3四种.

∴5个数除以4至少有两个同余.

代数式





三角形　





等腰三角形





有理式





等边三角形





整式





单项式





� EMBED PBrush \* MERGEFORMAT ���





0





2





X<0





0<x<2





x>2





1





-2    0





--5








_1234568017.unknown

_1234568081.unknown

_1234568145.unknown

_1234568177.unknown

_1234568209.unknown

_1234568225.unknown

_1234568241.unknown

_1234568249.unknown

_1234568257.unknown

_1234568261.unknown

_1234568263.unknown

_1234568265.unknown

_1234568266.unknown

_1234568264.unknown

_1234568262.unknown

_1234568259.unknown

_1234568260.unknown

_1234568258.unknown

_1234568253.unknown

_1234568255.unknown

_1234568256.unknown

_1234568254.unknown

_1234568251.unknown

_1234568252.unknown

_1234568250.unknown

_1234568245.unknown

_1234568247.unknown

_1234568248.unknown

_1234568246.unknown

_1234568243.unknown

_1234568244.unknown

_1234568242.unknown

_1234568233.unknown

_1234568237.unknown

_1234568239.unknown

_1234568240.unknown

_1234568238.unknown

_1234568235.unknown

_1234568236.unknown

_1234568234.unknown

_1234568229.unknown

_1234568231.unknown

_1234568232.unknown

_1234568230.unknown

_1234568227.unknown

_1234568228.unknown

_1234568226.unknown

_1234568217.unknown

_1234568221.unknown

_1234568223.unknown

_1234568224.unknown

_1234568222.unknown

_1234568219.unknown

_1234568220.unknown

_1234568218.unknown

_1234568213.unknown

_1234568215.unknown

_1234568216.unknown

_1234568214.unknown

_1234568211.unknown

_1234568212.unknown

_1234568210.unknown

_1234568193.unknown

_1234568201.unknown

_1234568205.unknown

_1234568207.unknown

_1234568208.unknown

_1234568206.unknown

_1234568203.unknown

_1234568204.unknown

_1234568202.unknown

_1234568197.unknown

_1234568199.unknown

_1234568200.unknown

_1234568198.unknown

_1234568195.unknown

_1234568196.unknown

_1234568194.unknown

_1234568185.unknown

_1234568189.unknown

_1234568191.unknown

_1234568192.unknown

_1234568190.unknown

_1234568187.unknown

_1234568188.unknown

_1234568186.unknown

_1234568181.unknown

_1234568183.unknown

_1234568184.unknown

_1234568182.unknown

_1234568179.unknown

_1234568180.unknown

_1234568178.unknown

_1234568161.unknown

_1234568169.unknown

_1234568173.unknown

_1234568175.unknown

_1234568176.unknown

_1234568174.unknown

_1234568171.unknown

_1234568172.unknown

_1234568170.unknown

_1234568165.unknown

_1234568167.unknown

_1234568168.unknown

_1234568166.unknown

_1234568163.unknown

_1234568164.unknown

_1234568162.unknown

_1234568153.unknown

_1234568157.unknown

_1234568159.unknown

_1234568160.unknown

_1234568158.unknown

_1234568155.unknown

_1234568156.unknown

_1234568154.unknown

_1234568149.unknown

_1234568151.unknown

_1234568152.unknown

_1234568150.unknown

_1234568147.unknown

_1234568148.unknown

_1234568146.unknown

_1234568113.unknown

_1234568129.unknown

_1234568137.unknown

_1234568141.unknown

_1234568143.unknown

_1234568144.unknown

_1234568142.unknown

_1234568139.unknown

_1234568140.unknown

_1234568138.unknown

_1234568133.unknown

_1234568135.unknown

_1234568136.unknown

_1234568134.unknown

_1234568131.unknown

_1234568132.unknown

_1234568130.unknown

_1234568121.unknown

_1234568125.unknown

_1234568127.unknown

_1234568128.unknown

_1234568126.unknown

_1234568123.unknown

_1234568124.unknown

_1234568122.unknown

_1234568117.unknown

_1234568119.unknown

_1234568120.unknown

_1234568118.unknown

_1234568115.unknown

_1234568116.unknown

_1234568114.unknown

_1234568097.unknown

_1234568105.unknown

_1234568109.unknown

_1234568111.unknown

_1234568112.unknown

_1234568110.unknown

_1234568107.unknown

_1234568108.unknown

_1234568106.unknown

_1234568101.unknown

_1234568103.unknown

_1234568104.unknown

_1234568102.unknown

_1234568099.unknown

_1234568100.unknown

_1234568098.unknown

_1234568089.unknown

_1234568093.unknown

_1234568095.unknown

_1234568096.unknown

_1234568094.unknown

_1234568091.unknown

_1234568092.unknown

_1234568090.unknown

_1234568085.unknown

_1234568087.unknown

_1234568088.unknown

_1234568086.unknown

_1234568083.unknown

_1234568084.unknown

_1234568082.unknown

_1234568049.unknown

_1234568065.unknown

_1234568073.unknown

_1234568077.unknown

_1234568079.unknown

_1234568080.unknown

_1234568078.unknown

_1234568075.unknown

_1234568076.unknown

_1234568074.unknown

_1234568069.unknown

_1234568071.unknown

_1234568072.unknown

_1234568070.unknown

_1234568067.unknown

_1234568068.unknown

_1234568066.unknown

_1234568057.unknown

_1234568061.unknown

_1234568063.unknown

_1234568064.unknown

_1234568062.unknown

_1234568059.unknown

_1234568060.unknown

_1234568058.unknown

_1234568053.unknown

_1234568055.unknown

_1234568056.unknown

_1234568054.unknown

_1234568051.unknown

_1234568052.unknown

_1234568050.unknown

_1234568033.unknown

_1234568041.unknown

_1234568045.unknown

_1234568047.unknown

_1234568048.unknown

_1234568046.unknown

_1234568043.unknown

_1234568044.unknown

_1234568042.unknown

_1234568037.unknown

_1234568039.unknown

_1234568040.unknown

_1234568038.unknown

_1234568035.unknown

_1234568036.unknown

_1234568034.unknown

_1234568025.unknown

_1234568029.unknown

_1234568031.unknown

_1234568032.unknown

_1234568030.unknown

_1234568027

_1234568028

_1234568026.unknown

_1234568021.unknown

_1234568023.unknown

_1234568024.unknown

_1234568022.unknown

_1234568019.unknown

_1234568020.unknown

_1234568018.unknown

_1234567953.unknown

_1234567985.unknown

_1234568001.unknown

_1234568009.unknown

_1234568013.unknown

_1234568015.unknown

_1234568016.unknown

_1234568014.unknown

_1234568011.unknown

_1234568012.unknown

_1234568010.unknown

_1234568005.unknown

_1234568007.unknown

_1234568008.unknown

_1234568006.unknown

_1234568003.unknown

_1234568004.unknown

_1234568002.unknown

_1234567993.unknown

_1234567997.unknown

_1234567999.unknown

_1234568000.unknown

_1234567998.unknown

_1234567995.unknown

_1234567996.unknown

_1234567994.unknown

_1234567989.unknown

_1234567991.unknown

_1234567992.unknown

_1234567990.unknown

_1234567987.unknown

_1234567988.unknown

_1234567986.unknown

_1234567969.unknown

_1234567977.unknown

_1234567981.unknown

_1234567983.unknown

_1234567984.unknown

_1234567982.unknown

_1234567979.unknown

_1234567980.unknown

_1234567978.unknown

_1234567973.unknown

_1234567975.unknown

_1234567976.unknown

_1234567974.unknown

_1234567971.unknown

_1234567972.unknown

_1234567970.unknown

_1234567961.unknown

_1234567965.unknown

_1234567967.unknown

_1234567968.unknown

_1234567966.unknown

_1234567963.unknown

_1234567964.unknown

_1234567962.unknown

_1234567957.unknown

_1234567959.unknown

_1234567960.unknown

_1234567958.unknown

_1234567955.unknown

_1234567956.unknown

_1234567954.unknown

_1234567921.unknown

_1234567937.unknown

_1234567945.unknown

_1234567949.unknown

_1234567951.unknown

_1234567952.unknown

_1234567950.unknown

_1234567947.unknown

_1234567948.unknown

_1234567946.unknown

_1234567941.unknown

_1234567943.unknown

_1234567944.unknown

_1234567942.unknown

_1234567939.unknown

_1234567940.unknown

_1234567938.unknown

_1234567929.unknown

_1234567933.unknown

_1234567935.unknown

_1234567936.unknown

_1234567934.unknown

_1234567931.unknown

_1234567932.unknown

_1234567930.unknown

_1234567925.unknown

_1234567927.unknown

_1234567928.unknown

_1234567926.unknown

_1234567923.unknown

_1234567924.unknown

_1234567922.unknown

_1234567905.unknown

_1234567913.unknown

_1234567917.unknown

_1234567919.unknown

_1234567920.unknown

_1234567918.unknown

_1234567915.unknown

_1234567916.unknown

_1234567914.unknown

_1234567909.unknown

_1234567911.unknown

_1234567912.unknown

_1234567910.unknown

_1234567907.unknown

_1234567908.unknown

_1234567906.unknown

_1234567897.unknown

_1234567901.unknown

_1234567903.unknown

_1234567904.unknown

_1234567902.unknown

_1234567899.unknown

_1234567900.unknown

_1234567898.unknown

_1234567893.unknown

_1234567895.unknown

_1234567896.unknown

_1234567894.unknown

_1234567891.unknown

_1234567892.unknown

_1234567890.unknown

