智浪教育--普惠英才文库

2013年全国初中数学竞赛试题

一、选择题（共5小题，每小题7分，共35分.每道小题均给出了代号为A，B，C，D的四个选项，其中有且只有一个选项是正确的.请将正确选项的代号填入题后的括号里，不填、多填或错填都得0分）
1．设非零实数a，b，c，满足eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(a＋2b+3c＝0,2a＋3b+4c＝0))则eq \f(ab+bc+ca,a2+b2+c2)的值为（    ）

    （A）—eq \f(1,2)          （B）0      （C）eq \f(1,2)       （D）1

2．已知a，b，c是实常数，关于x的一元二次方程ax2+bx+c=0有两个非零实根x1，x2，则下列关于x的一元二次方程中，以eq \f(1, x12)，eq \f(1, x22)为两个实根的是（    ）

    （A）c2x2+(b2－2ac)x+a2=0          （B）c2x2—(b2－2ac)x+a2=0
    （C）c2x2+(b2－2ac)x—a2=0         （D）c2x2—(b2－2ac)x—a2=0
3．如图，在Rt△ABC中，已知O是斜边AB的中点，CD⊥AB，垂足为D，DE⊥OC，垂足为E，若AD，DB，CD的长度都是有理数，则线段OD，OE，DE，AC的长度中，不一定是有理数的为（    ）

    （A）OD            （B）OE          （C）DE            （D）AC
4．如图，已知△ABC的面积为24，点D在线段AC上，点F在线段BC的延长线上，且BC=4CF，DCFE是平行四边形，则图中阴影部分的面积为（    ）

    （A）3          （B）4        （C）6        （D）8
5．对于任意实数x，y，z，定义运算“*”为：
[image: image229.emf]=eq \f(3x3y+3x2y2+xy3+45,(x+1)3+(y+1)3—60)，

   且
[image: image2.wmf]xyz=xyz

****

（

）

，则
[image: image3.wmf]2013201232

****

…

的值为（    ）
     （A）eq \f(607,967)            （B）eq \f(1821, 967)          （C）eq \f(5463, 967)         （D）eq \f(16389, 967)
二、填空题（共5小题，每小题7分，共35分）
6．设a=
[image: image4.wmf]3

3

，b是a2的小数部分，则(b+2)3的值为____________．
7．如图，点D，E分别是△ABC的边AC，AB上的点，直线BD与CE交于点F，已知△CDF，△BFE，△BCF的面积分别为3，4，5，则四边形AEFD的面积是____________．
8．已知正整数a，b，c满足a+b2—2c—2=0，3a2—8b+c=0，则abc的最大值为__________．

9．实数a，b，c，d满足：一元二次方程x2+cx+d=0的两根为a，b，一元二次方程x2+ax+b=0的两根为c，d，则所有满足条件的数组（a，b，c，d）为___________________________________．
[image: image1.wmf]xy

*

[image: image217.png]


10．小明某天在文具店做志愿者卖笔，铅笔每支售4元，圆珠笔每支售7元．开始时他有铅笔和圆珠笔共350支，当天虽然笔没有卖完，但是他的销售收入恰好是2013元，则他至少卖出了__________支圆珠笔．

[image: image218.png]



三、解答题（共4题，每题20分，共80分）
[image: image219.png]


11．如图，抛物线y=ax2+bx—3，顶点为E，该抛物线与
[image: image5.wmf]x

轴交于A，B两点，与
[image: image6.wmf]y

轴交于点C，且OB=OC=3OA，直线y=—eq \f(1,3)x2+1与
[image: image7.wmf]y

轴交于点D，求∠DBC－∠CBE．
12．设△ABC的外心，垂心分别为O，H，若B，C，H，O共圆，对于所有的△ABC，求∠BAC所有可能的度数．
13．设a，b，c是素数，记x=b+c－a，y=c+a－b，z=a+b－c，当z2=y，eq \r(x)－eq \r(y)=2时，
[image: image8.wmf]a

，
[image: image9.wmf]b

，
[image: image10.wmf]c

能否构成三角形的三边长？证明你的结论．
14．如果将正整数M放在正整数m左侧，所得到的新数可被7整除，那么称M为m的“魔术数”（例如，把86放在415的左侧，得到的数86415能被7整除，所以称86为415的魔术数）．求正整数n的最小值，使得存在互不相同的正整数a1，a2，…，an，满足对任意一个正整数m，在a1，a2，…，an中都至少有一个为
[image: image11.wmf]m

的魔术数．
2013年全国初中数学竞赛试题参考答案

一、选择题

1．【答案】A

  【解答】由已知得
[image: image12.wmf](234)(23)0

abcabcabc
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，故
[image: image13.wmf]2
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．于是
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，所以
[image: image15.wmf]222
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2．【答案】B

  【解答】由于
[image: image16.wmf]2
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axbxc
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是关于
[image: image17.wmf]x

的一元二次方程，则
[image: image18.wmf]0
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．因为
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，
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，且
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，所以
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，且  
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，
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于是根据方程根与系数的关系，以
[image: image25.wmf]2
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，
[image: image26.wmf]2
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为两个实根的一元二次方程是
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[image: image220.png]


3．【答案】D
 【解答】[image: image221.png]


因AD，DB，CD的长度都是有理数，所以，OA＝OB＝OC＝
[image: image29.wmf]2

ADBD

+

是有理数．于是，OD＝OA－AD是有理数．

由Rt△DOE∽Rt△COD，知
[image: image30.wmf]2

OD
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OC

=

，
[image: image31.wmf]·
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都是有理数，而AC＝
[image: image32.wmf]·

ADAB

不一定是有理数．

[image: image222.png]


4．【答案】C
  【解答】因为DCFE是平行四边形，所以DE//CF，且EF//DC．
[image: image223.png]


连接CE，因为DE//CF，即DE//BF，所以S△DEB = S△DEC，
因此原来阴影部分的面积等于△ACE的面积．

连接AF，因为EF//CD，即EF//AC，所以S△ACE = S△ACF．

因为
[image: image33.wmf]4

BCCF

=

，所以S△ABC = 4S△ACF．故阴影部分的面积为6．
5．【答案】C

  【解答】设
[image: image34.wmf]201320124
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image36.wmf]32
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image38.wmf]3223
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二、填空题
6．【答案】
[image: image39.wmf]9


  【解答】由于
[image: image40.wmf]2
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，故
[image: image41.wmf]3
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，因此
[image: image42.wmf]33
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．

7．【答案】
[image: image43.wmf]204

13


  【解答】如图，连接AF，则有：

[image: image224.png]



[image: image44.wmf]45
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[image: image45.wmf]35
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，

解得
[image: image46.wmf]108

13
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，
[image: image47.wmf]96

13
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．
所以，四边形AEFD的面积是
[image: image48.wmf]204

13

．

8．【答案】
[image: image49.wmf]2013


  【解答】由已知
[image: image50.wmf]2

220

+--=

abc

，
[image: image51.wmf]2
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abc

消去c，并整理得


[image: image52.wmf](

)
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．由a为正整数及
[image: image53.wmf]2
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若
[image: image54.wmf]1
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，则
[image: image55.wmf](
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，无正整数解；

若
[image: image56.wmf]2
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，则
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若
[image: image58.wmf]3
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，则
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，于是可解得
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，
[image: image61.wmf]5
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．
（i）若
[image: image62.wmf]11

b

=

，则
[image: image63.wmf]61

c
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，从而可得
[image: image64.wmf]311612013
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；
（ii）若
[image: image65.wmf]5
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，则
[image: image66.wmf]13
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，从而可得
[image: image67.wmf]3513195
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综上知
[image: image68.wmf]abc

的最大值为
[image: image69.wmf]2013

．

9． 【答案】
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（
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【解答】由韦达定理得
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由上式，可知
[image: image74.wmf]bacd
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若
[image: image75.wmf]0
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，则
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，
[image: image77.wmf]1
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，进而
[image: image78.wmf]2
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．

若
[image: image79.wmf]0
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，则
[image: image80.wmf]ca
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，有
[image: image81.wmf]()(00)

，

，

，

，

，

，

=-

abcdtt

（
[image: image82.wmf]t

为任意实数）．

经检验，数组
[image: image83.wmf](1212)
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与
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（
[image: image85.wmf]t

为任意实数）满足条件．

10．【答案】207

  【解答】设x，y分别表示已经卖出的铅笔和圆珠笔的支数，则
[image: image86.wmf]472013
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所以
[image: image87.wmf]201371
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于是
[image: image88.wmf]1
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是整数．又
[image: image89.wmf]20134()343503
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，

所以
[image: image90.wmf]204
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，故y的最小值为207，此时
[image: image91.wmf]141
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三、解答题

[image: image225.png]


11．如图，抛物线
[image: image92.wmf]y

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image93.wmf]2

3

axbx
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，顶点为E，该抛物线与
[image: image94.wmf]x

轴交于A，B两点，与
[image: image95.wmf]y

轴交于点C，且OB＝OC＝3OA．直线
[image: image96.wmf]1
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=-+

与
[image: image97.wmf]y

轴交于点D．
求∠DBC(∠CBE．
【解答】将
[image: image98.wmf]0

x

=

分别代入
[image: image99.wmf]y
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image100.wmf]1
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，
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知，D(0，1)，C(0，
[image: image102.wmf]3
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所以B(3，0)，A(
[image: image103.wmf]1
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，0)．直线
[image: image104.wmf]y
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image105.wmf]1
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过点B．

[image: image226.emf]将点C(0，
[image: image106.wmf]3
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)的坐标代入
[image: image107.wmf]y
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image108.wmf](1)(3)
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，得
[image: image109.wmf]1
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抛物线
[image: image110.wmf]2
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的顶点为
[image: image111.wmf]E

(1，
[image: image112.wmf]4
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)．于是由勾股定理得

BC＝
[image: image113.wmf]32

，CE＝
[image: image114.wmf]2

，BE＝
[image: image115.wmf]25

．

因为BC2＋CE2＝BE2，所以，△BCE为直角三角形，
[image: image116.wmf]90
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．

因此tan
[image: image117.wmf]CBE
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=
[image: image118.wmf]CE
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=
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．又tan∠DBO=
[image: image120.wmf]1

3

OD

OB

=

，则∠DBO＝
[image: image121.wmf]CBE
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所以，
[image: image122.wmf]45
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．
12．设△
[image: image123.wmf]ABC

的外心，垂心分别为
[image: image124.wmf]OH

，

，若
[image: image125.wmf]BCHO

，

，

，

共圆，对于所有的△
[image: image126.wmf]ABC

，求
[image: image127.wmf]BAC

Ð

所有可能的度数．
【解答】分三种情况讨论．

（i）若△
[image: image128.wmf]ABC

为锐角三角形．

因为
[image: image129.wmf]1802
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，
所以由
[image: image130.wmf]BHCBOC
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．
[image: image227.emf]
[image: image228.emf]
（ii）若△
[image: image133.wmf]ABC

为钝角三角形．

当
[image: image134.wmf]90
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    当
[image: image139.wmf]90
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（iii）若△
[image: image145.wmf]ABC

为直角三角形．

当
[image: image146.wmf]90
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时，因为
[image: image147.wmf]O
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的中点，
[image: image149.wmf]BCHO
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不可能共圆，
所以
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当
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[image: image154.wmf]BCHO
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共圆，因此
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[image: image156.wmf]090
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综上可得，
[image: image157.wmf]A

Ð

所有可能取到的度数为所有锐角及
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．
13．设
[image: image159.wmf]a

，
[image: image160.wmf]b

，
[image: image161.wmf]c

是素数，记
[image: image162.wmf]xbcaycabzabc
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，
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，
[image: image166.wmf]c

能否构成三角形的三边长？证明你的结论．
【解答】不能．

依题意，得
[image: image167.wmf]111
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因为
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又由于
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当
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，
[image: image180.wmf]c
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当
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，
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不能构成三角形的三边长．

14．如果将正整数M放在正整数m左侧，所得到的新数可被7整除，那么称M为m的“魔术数”（例如，把86放在415的左侧，得到的数86415能被7整除，所以称86为415的魔术数）．求正整数n的最小值，使得存在互不相同的正整数
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中都至少有一个为m的魔术数．
【解答】若n≤6，取
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[image: image189.wmf]12

n

aaa

，

，

…

，

中的一个正整数M是
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的公共的魔术数，即7|(
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