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=口。+l一2“¨+1，n∈N+且口1，02+5，口3等差数歹4．

(1)求口，的值，

(2)求{口。}的通项公式；
(3)略．

解：(1)略解得口。=1．

(2)由2S。=口。+1—24“+1，可得2S。一1=口。一

2“+1(n≥2)，两式相减，可得2a。=o槲一n。一2“，

即口川=3口。+2“’．．．暑=≥+了1 I了2)“’．．．尹an+l+

(季)”1=≥+(手)“，．．．数列{≥+(詈)“)是常数

列，．·．≥+(手)“=Tm+了2=-，．·．口。=3“一24．
变式5 记数列{口。}的前n项和为S。，若4S。=

口。+。一3”1—3，口】=0，则用，l表示数列通项a。是

——．(二十四届”希望杯”全国数学邀请赛两
二第一试试题)

解：‘．‘口l=0，．·．4S1=口2—32—3，即口2=12，

·．。4S。=口。+1—34”一3，．·．当n≥2时，4a。=4S。一

4S。一1=口。+l—a。一34+1+3“，即口。+1=5a4+2×34，

．·．尹aa+l=歹an+詈(÷)4，设6。=蚤，则6州一6。=

÷(÷)“(凡≥2)，即6川+(÷)“1=6。+(一3--)4(n
≥2)，即数列(6。+(÷)“)从第2项起是常数列．

．·．6。+(÷)“=6：+豸9=豸21，

·’^=般≥掣一2。

对一道韩国数学竞赛题的探索分析

辽宁省抚顺市第一中学(113000) 洪恩锋王柏松

2009年韩国奥林匹克竞赛中有下列一道试题：

已知n，6，c是正数，求证：夏孑毛1万+虱分号_万+
法：

C【口 +DC J 口I D +口c J

存‰≥寻．
一、结构分析

此不等式结构特征明显是分式轮换不等式，且

取等时满足“口=b=c”，由于结构形式复杂，将其

适当变形后得到：

(詈)2 (丢)2 (詈)-．3可+丌+_≥_．
了+i i+i i+了C 口 a O D C

通过观察发现分子，分母均有分式旦，旦，÷；设

詈=菇，丢=)，，詈=石，则上述不等式等价于：若戈，

”“m弘“矾南+惫+毫≥
寻(1)
二．锯法初探

下面介绍证明分式轮换不等式最常用的两种方

I．柯西不等式交式：若气，)，。∈R+，则

㈧≯2譬
直接引用柯西不等式的变式得上+上+

戈+y y-I"Z毛≥揣=虿1(川㈦≥虿1·3獗
3

。‘2‘

2．基本不等式变形：若b>0，则争≥2a一6．
0

由基本不等式取等条件可知，需要“a=b”，在
．．2式子÷中，由(1)式可知取等需要满足“菇=Y=
互十了

。2z=1”此时，戈=1，菇+Y=2，故式子÷无法直接
蕾,4-V

引用基本不等式变式，因为不满足取等．若要引用基

本不等式交式，只需凑数使得满足取等即可，故将
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(1)式等价变形为兰之+兰乏+兰圭≥6(2)
菇+，， y+名 Z+搿

y)①

引用基本不等式变式得到：

，筹驰山㈦
石)③，①+②

②

4戈2

茁+Y

422

Z+石

≥4石一(龙+

≥4z一(=+
+

+③，有二4x_+_Lv+y盟+z+兰≥2(名+茗+1， Z十茁

Y+三)≥2·3孤弘=6．
三、二次挖掘

1．类比寻根

由上述三种iiI!明不难发现(1)式若戈，)，，z E

趾且彬=1’矾未+南2+南2≥虿3，可
推广为：若菇，，，，z∈尺+，且舻2 1，证明：≯t+

}笔+南≥号(《数学通报》数学问题1201
题)(3)，令x=丢，y=÷，z=了1，代入(3)式变为：
若n，6，c E R+，且n6c=1求证：了而≮百+

万z}i+了忐≥了3(第36届IMO题)．再i百+可i酉；虿。弟 盾 题，’

可见2009年的这道韩国数学竞赛题很可能是

命题专家依据1995年第36届国际数学奥林匹克竞

赛试题改编而来．

注：王淼生老师在文[2]中对这道第36届国际

数学奥林匹克试题给出了21种证法，仿照这21种证

法，那么上述这道韩国奥林匹克试题还可以获得很

多种证法．所以本文只是给出最常见最易上手的两

种证法．

2．试题推广

将试题从线性系数、幂数、元数三方面入手，进

行推广

(i)将口2+bc一般线性化推广

若啪，c，叫础+，则不寿面赤+南≥专．不矿再西+币丁五两≥鬲。
(ii)将幂数一般化推广

若。，6，c∈R+，则习
628“ c24+1≯可而+万百‘

口2n+l

孺了西+

口6、
≥昙(凡

+

E N’)．

(iii)将三元一般化推广

若口i∈R+(i=1，2，3，⋯，n)，则

3

a2

口3(口；+口3口1)

口：

口1(口：+nl口。一1)

+⋯+

≥手

3

口1

n2(口j+口20。)

(iv)结合(i)(ii)更一般化推广

若小，c’蹦E∥，则芦意丽
b2“+1≯可孑丽+

2n+1
C

b24—1fsc2+ tab)

+

≥未t(n∈S+
N+)。

(V)结合(i)(iii)更一般化推广

若s，t，口i∈R+(i=1，2，3，⋯，乃)，贝4

口2(sn； +ta2口。)
+

——I』兰L一+口。(so：一l+ta。口。一2)’

o；
口3(sa；+ta3a1)

口“

3

口l(s口：+tal口¨)
(vi)结合(ii)(斑)更一般化推广

若口i E R+(i=1，2，3，⋯，忍)，贝0
2m+l

口1

口22m一1(口；+口2口。)
+

≯2m 1茬2蕊1 a 2+一 ， 、

口4 L口n一 + n口n一，

口y1
口32”一1(口；+a3口1)

口2nm

+l

+
⋯
+

≥』L．
s+t

021”1(o： +口l口4—1)
∈N’)．

(诚)结合(i)(ii)(jii)最终推广

若s，t，口f∈R+(i=1，2，3，⋯，n)，贝0
2m+l

口1

口22“一1(s口；+ta2口。)

口n2m～l+l

+

口：”1(s口：一1 +ta。8。一2)

2m+1

a2

口32”1(s口；

+

+ta3口1)

口2m+1

+

≥号(m

+⋯+

821”1(sD： +tal口。一1)
≥

毫(m EⅣ+)．
一道经典试题，如同一颗枝繁叶茂的参天大树，

年复一年，花开花落，必然在其周围播下种子繁衍后

代．
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