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第1讲  用字母表示数

    在初中代数中指出：用运算符号把数或表示数的字母连接而成的式子，叫做代数式。

    单独的一个数或一个字母，象-1,0，a，x也是代数式。

    上述定义中的“数”，是我们学过的数或指定的数，其中的“字母”，必须是用来“表示数的字母”，一般英语书上的字母不是代数式，因为在使用的场合没约定它代表数。

    “用运算符号连接”，一般指加、减、乘、除、乘方、开方等运算，当然也可以是按一定意义规定的运算。[image: image495.png]EECR I
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第2讲 图形关系的代数表示

   有些数量关系表现为图形中的数量关系，如果能将这些关系表示为代数式，这样就初步地实现了数与形相结合，抽象与直观相结合，对培养数学能力是非常重要的。
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第3讲由代数式展开的推理

   作为代数式基本功的训练，要学习一些利用代数式的运算展开的推理。
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第4讲 有理数的运算

   有理数范围内可以进行加、减、乘、除（除数不为0）四则运算，对于相同的有理数相乘，我们规定了简捷算法——有理数的乘方运算，除了要熟悉四则运算的法则之外，还应该注意到：

   1、有理数对加、减、乘、除（除数不为0）四则运算的结果是封闭的（仍是有理数）。

   2、在有理数范围内、加法交换律、结合律、乘法交换律、结合律都成立，乘法对加法的分配律也成立。

   3、由于有了正、负数，加法与减法的界限消失，加、减可以互相转换，统一为代数和。如（-3）-7=（-3）+（-7）。在有理数范围内，除法可以转化为乘法，比如（-5）÷7=（-5）
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第5讲 有理数的巧算
    有理数运算是中学数学中一切运算的基础．它要求同学们在理解有理数的有关概念、法则的基础上，能根据法则、公式等正确、迅速地进行运算．不仅如此，还要善于根据题目条件，将推理与计算相结合，灵活巧妙地选择合理的简捷的算法解决问题，从而提高运算能力，发展思维的敏捷性与灵活性．
    （一）括号的使用　　 

　　在代数运算中，可以根据运算法则和运算律，去掉或者添上括号，以此来改变运算的次序，使复杂的问题变得较简单．
1 计算：
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　　 分析 中学数学中，由于负数的引入，符号“+”与“-”具有了双重涵义，它既是表示加法与减法的运算符号，也是表示正数与负数的性质符号．因此进行有理数运算时，一定要正确运用有理数的运算法则，尤其是要注意去括号时符号的变化．
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　　注意 在本例中的乘除运算中，常常把小数变成分数，把带分数变成假分数，这样便于计算．

    2 计算下式的值：
　　211×555+445×789+555×789+211×445．
　　分析 直接计算很麻烦，根据运算规则，添加括号改变运算次序，可使计算简单．本题可将第一、第四项和第二、第三项分别结合起来计算．
　　解 原式=(211×555+211×445)+(445×789+555×789)

　　　　 　=211×(555+445)+(445+555)×789

　　　　 　=211×1000+1000×789

　　　　 　=1000×(211+789)

　　　　 　=1 000 000．
　　说明 加括号的一般思想方法是“分组求和”，它是有理数巧算中的常用技巧．
　　3 计算：S=1-2+3-4+…+(-1)n+1·n．
　　分析 不难看出这个算式的规律是任何相邻两项之和或为“1”或为“-1”．如果按照将第一、第二项，第三、第四项，…，分别配对的方式计算，就能得到一系列的“-1”，于是一改“去括号”的习惯，而取“添括号”之法．
　　解 S=(1-2)+(3-4)+…+(-1)n+1·n．
　　下面需对n的奇偶性进行讨论：
　　当n为偶数时，上式是n／2个(-1)的和，所以有：s=（-1）*n/2

　　当n为奇数时，上式是(n-1)／2个(-1)的和，再加上最后一项(-1)n+1·n=n，所以有

[image: image25.jpg]



　　4 在数1，2，3，…，1998前添符号“+”和“-”，并依次运算，所得可能的最小非负数是多少？

　　分析与解 因为若干个整数和的奇偶性，只与奇数的个数有关，所以在1，2，3，…，1998之前任意添加符号“+”或“-”，不会改变和的奇偶性．在1，2，3，…，1998中有1998÷2个奇数，即有999个奇数，所以任意添加符号“+”或“-”之后，所得的代数和总为奇数，故最小非负数不小于1．
　　现考虑在自然数n，n+1，n+2，n+3之间添加符号“+”或“-”，显然
n-(n+1)-(n+2)+(n+3)=0．
　　这启发我们将1，2，3，…，1998每连续四个数分为一组，再按上述规则添加符号，即
(1-2-3+4)+(5-6-7+8)+…+(1993-1994-1995+1996)-1997+1998=1．
　　所以，所求最小非负数是1．
　　说明 本例中，添括号是为了造出一系列的“零”，这种方法可使计算大大简化．
　　（二）．用字母表示数
　　我们先来计算(100+2)×(100-2)的值：
(100+2)×(100-2)=100×100-2×100+2×100-4

=1002-22．
　　这是一个对具体数的运算，若用字母a代换100，用字母b代换2，上述运算过程变为
(a+b)(a-b)=a2-ab+ab-b2=a2-b2．
　　于是我们得到了一个重要的计算公式
(a+b)(a-b)=a2-b2 ①

　　这个公式叫平方差公式，以后应用这个公式计算时，不必重复公式的证明过程，可直接利用该公式计算．
　　5 计算 3001×2999的值．

　　解 3001×2999=(3000+1)(3000-1)=30002-12=8 999 999．
　　6 计算 103×97×10 009的值．
　　解 原式=(100+3)(100-3)(10000+9)=(1002-9)(1002+9)=1004-92=99 999 919．
　　7 计算：
[image: image26.jpg]24 690
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　　　分析与解 直接计算繁．仔细观察，发现分母中涉及到三个连续整数：12 345，12 346，12 347．可设字母n=12 346，那么12 345=n-1，12 347=n+1，于是分母变为n2-(n-1)(n+1)．应用平方差公式化简得

n2-(n2-12)=n2-n2+1=1，
　　即原式分母的值是1，所以原式=24 690．
　　8 计算：
(2+1)(22+1)(24+1)(28+1)(216+1)(232+1)．
　　分析 式子中2，22，24，…每一个数都是前一个数的平方，若在(2+1)前面有一个(2-1)，就可以连续递进地运用(a+b)(a-b)=a2-b2了．
　　解 原式=(2-1)(2+1)(22+1)(24+1)(28+1)×(216+1)(232+1)

　　 　　　=(22-1)(22+1)(24+1)(28+1)(216+1)×(232+1)

　　　　　 =(24-1)(24+1)(28+1)(216+1)(232+1)=……
　　　　 　=(232-1)(232+1)

　　　　　 =264-1．
　  9 计算：
[image: image27.jpg]



　
　　分析 在前面的例题中，应用过公式

(a+b)(a-b)=a2-b2．
　　这个公式也可以反着使用，即
a2-b2=(a+b)(a-b)．

　　本题就是一个例子．
　　[image: image28.jpg]



　　[image: image29.jpg]10





　　通过以上例题可以看到，用字母表示数给我们的计算带来很大的益处．下面再看一个例题，从中可以看到用字母表示一个式子，也可使计算简化．

　  10 计算：　
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我们用一个字母表示它以简化计算．
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　　（三）．观察算式找规律
　　例11 某班20名学生的数学期末考试成绩如下，请计算他们的总分与平均分．
　　87，91，94，88，93，91，89，87，92，86，90，92，88，90，91，86，89，92，95，88．
　　分析与解 若直接把20个数加起来，显然运算量较大，粗略地估计一下，这些数均在90上下，所以可取90为基准数，大于90的数取“正”，小于90的数取“负”，考察这20个数与90的差，这样会大大简化运算．所以总分为
　　90×20+(-3)+1+4+(-2)+3+1+(-1)+(-3)

　　　　+2+(-4)+0+2+(-2)+0+1+(-4)+(-1)

　　　　+2+5+(-2)

　　=1800-1=1799，
　　平均分为 90+(-1)÷20=89.95．
　　例12 计算1+3+5+7+…+1997+1999的值． 

　　分析 观察发现：首先算式中，从第二项开始，后项减前项的差都等于2；其次算式中首末两项之和与距首末两项等距离的两项之和都等于2000，于是可有如下解法．
　　解 用字母S表示所求算式，即
S=1+3+5+…+1997+1999． ①
　　再将S各项倒过来写为
S=1999+1997+1995+…+3+1． ②
　　将①，②两式左右分别相加，得
　　2S=(1+1999)+(3+1997)+…+(1997+3)+(1999+1)
　　　=2000+2000+…+2000+2000(500个2000)

　　　=2000×500．
　　从而有 S=500 000．
　　说明 一般地，一列数，如果从第二项开始，后项减前项的差都相等(本题3-1=5-3=7-5=…=1999-1997，都等于2)，那么，这列数的求和问题，都可以用上例中的“倒写相加”的方法解决．
　　13 计算 1+5+52+53+…+599+5100的值．
　　分析 观察发现，上式从第二项起，每一项都是它前面一项的5倍．如果将和式各项都乘以5，所得新和式中除个别项外，其余与原和式中的项相同，于是两式相减将使差易于计算．
　　解 设
S=1+5+52+…+599+5100， ①
　　所以
5S=5+52+53+…+5100+5101． ②

　　②—①得
4S=5101-1，

　　　　　　　[image: image34.jpg]FRTEA




　　说明 如果一列数，从第二项起每一项与前一项之比都相等(本例中是都等于5)，那么这列数的求和问题，均可用上述“错位相减”法来解决．
　　14 计算：
　　　　　[image: image35.jpg]b oy Vg, 1
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　　分析 一般情况下，分数计算是先通分．本题通分计算将很繁，所以我们不但不通分，反而利用如下一个关系式

[image: image36.jpg]



来把每一项拆成两项之差，然后再计算，这种方法叫做拆项法． 

　　解 由于
　　　[image: image37.jpg]



　　所以
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　　说明 本例使用拆项法的目的是使总和中出现一些可以相消的相反数的项，这种方法在有理数巧算中很常用．　

第6讲  对称式
一.定义

1. 在含有多个变量的代数式f (x,y,z)中，如果变量x,　y,　z任意交换两个后，代数式的值不变，则称这个代数式为绝对对称式，简称对称式.

例如：　代数式x+y，　xy，　x3+y3+z3－3xyz,　　x5+y5+xy, 　 
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　　其中x+y和xy叫做含两个变量的基本对称式.

2. 在含有多个变量的代数式f (x,y,z)中，如果变量x,　y,　z循环变换后代数式的值不变，则称这个代数式为轮换对称式，简称轮换式.

例如：代数式 a2(b－c)+b2(c－a)+c2(a－b),　 

2x2y+2y2z+2z2x,　
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显然，对称式一定是轮换式,而轮换式不一定是对称式.

二.性质

1. 含两个变量x和y的对称式，一定可用相同变量的基本对称式来表示.这将在下一讲介绍.

2. 对称式中，如果含有某种形式的一式，则必含有，该式由两个变量交换后的一切同型式，且系数相等.

例如：在含x,　y,　z的齐二次对称多项式中，

如果含有x2项，则必同时有y2,　z2两项；如含有xy项，则必同时有yz,　zx两项，且它们的系数，都分别相等.　故可以表示为：

　m(x2+y2+z2)+n(xy+yz+zx)  其中m,　n是常数.

3. 轮换式中，如果含有某种形式的一式，则一定含有，该式由变量字母循环变换后所得的一切同型式，且系数相等.

例如：轮换式a3(b－c)+b3(c－a)+c3(a－b)中，有因式a－b一项,　必有同型式b－c和

　c－a两项.

4. 两个对称式（轮换式）的和，差，积，商（除式不为零），仍然是对称式（轮换式）.

例如：∵x+y,  xy都是对称式，

∴x+y＋xy，　（x+y）xy，　
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∵xy+yz+zx和
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1.计算：（xy+yz+zx）(
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分析：∵（xy+yz+zx）(
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解：原式＝（
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2、已知：a+b+c=0, 　abc≠0.

　求代数式　
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　分析：这是含a, b, c 的轮换式，化简第一个分式后，其余的两个分式，可直接写出它的

同型式.

解：∵
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3、计算：（a+b+c）3
分析：展开式是含字母　a,　b,　c的三次齐次的对称式，其同型式的系数相等，可用

待定系数法.

4、解：设（a+b+c）3＝m(a3+b3+c3)+n(a2b+a2c+b2c+b2a+c2a+c2b)+pabc.

（m,　n,　p是待定系数）

 　 令　a=1,b=0,c=0 .  比较左右两边系数得　m=1；

令　a=1,b=1,c=0   比较左右两边系数得　2m+2n=8；

令　a=1,b=1,c=1   比较左右两边系数得  3m+6n+p=27.

解方程组
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∴（a+b+c）3＝a3+b3+c3+3a2b+3a2c+3b2c+3b2a+3c2a+3c2b+6abc.

第7讲   绝对值

    绝对值是初中代数中的一个基本概念，在求代数式的值、化简代数式、证明恒等式与不等式，以及求解方程与不等式时，经常会遇到含有绝对值符号的问题，同学们要学会根据绝对值的定义来解决这些问题． 

　　下面我们先复习一下有关绝对值的基本知识，然后进行例题分析．

　　一个正实数的绝对值是它本身；一个负实数的绝对值是它的相反数；零的绝对值是零．即

[image: image67.jpg]



　　绝对值的几何意义可以借助于数轴来认识，它与距离的概念密切相关．在数轴上表示一个数的点离开原点的距离叫这个数的绝对值．

　　结合相反数的概念可知，除零外，绝对值相等的数有两个，它们恰好互为相反数．反之，相反数的绝对值相等也成立．由此还可得到一个常用的结论：任何一个实数的绝对值是非负数．

　　1 a，b为实数，下列各式对吗？若不对，应附加什么条件？
　　(1)｜a+b｜=｜a｜+｜b｜；
　　(2)｜ab｜=｜a｜｜b｜；(3)｜a-b｜=｜b-a｜；
　　(4)若｜a｜=b，则a=b；
　　(5)若｜a｜＜｜b｜，则a＜b；
　　(6)若a＞b，则｜a｜＞｜b｜．
　　解 (1)不对．当a，b同号或其中一个为0时成立．(2)对．
　　(3)对．
　　(4)不对．当a≥0时成立．
　　(5)不对．当b＞0时成立．
　　(6)不对．当a＋b＞0时成立．
　　2 设有理数a，b，c在数轴上的对应点如图1-1所示，化简｜b-a｜+｜a+c｜+｜c-b｜．
[image: image68.jpg]



　　解 由图1-1可知，a＞0，b＜0，c＜0，且有｜c｜＞｜a｜＞｜b｜＞0．根据有理数加减运算的符号法则，有b-a＜0，a＋c＜0，c-b＜0．

　　再根据绝对值的概念，得
｜b-a｜=a-b，｜a+c｜=-(a+c)，｜c-b｜=b-c．

　　于是有
　　原式=(a-b)-(a+c)+(b-c)=a-b-a-c+b-c=-2c．

　　 3 已知x＜-3，化简：｜3+｜2-｜1+x｜｜｜．
　　分析 这是一个含有多层绝对值符号的问题，可从里往外一层一层地去绝对值符号．
　　解 原式=｜3+｜2+(1+x)｜｜(因为1+x＜0)

　　　　　 =｜3+｜3+x｜｜ 

　　　　　 =｜3-(3+x)｜(因为3+x＜0)

　　　　　 =｜-x｜=-x．
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　　解 因为 abc≠0，所以a≠0，b≠0，c≠0．
　　(1)当a，b，c均大于零时，原式=3；
　　(2)当a，b，c均小于零时，原式=-3；
　　(3)当a，b，c中有两个大于零，一个小于零时，原式=1；
　　(4)当a，b，c中有两个小于零，一个大于零时，原式=-1．
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P
P}M\a\ \b\

o P/TE"J ERVEN 3, 1.




　　说明 本例的解法是采取把a，b，c中大于零与小于零的个数分情况加以解决的，这种解法叫作分类讨论法，它在解决绝对值问题时很常用．
　　5 若｜x｜=3，｜y｜=2，且｜x-y｜=y-x，求x+y的值．
　　解 因为｜x-y｜≥0，所以y-x≥0，y≥x．由｜x｜=3，｜y｜=2可知，x＜0，即x=-3．
　　(1)当y=2时，x+y=-1；
　　(2)当y=-2时，x+y=-5．
　　所以x+y的值为-1或-5．
　　6 若a，b，c为整数，且｜a-b｜19+｜c-a｜99=1，试计算｜c-a｜+｜a-b｜+｜b-c｜的值．
　　解 a，b，c均为整数，则a-b，c-a也应为整数，且｜a-b｜19，｜c-a｜99为两个非负整数，和为1，所以只能是
　　 　 　｜a-b｜19=0且｜c-a｜99=1， ①
　　或
　　　　　｜a-b｜19=1且｜c-a｜99=0． ②

　　由①有a=b且c=a±1，于是｜b-c｜=｜c-a｜=1；由②有c=a且a=b±1，于是｜b-c｜=｜a-b｜=1．无论①或②都有
｜b-c｜=1且｜a-b｜+｜c-a｜=1，
　　所以
｜c-a｜+｜a-b｜+｜b-c｜=2．
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　　解 依相反数的意义有
｜x-y+3｜=-｜x+y-1999｜．
　　因为任何一个实数的绝对值是非负数，所以必有｜x-y+3｜=0且｜x+y-1999｜=0．即
[image: image72.jpg]f
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　　由①有x-y=-3，由②有x+y=1999．②-①得
2y=2002， y=1001，
　　所以
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　　8 化简：｜3x+1｜+｜2x-1｜．

　　分析 本题是两个绝对值和的问题．解题的关键是如何同时去掉两个绝对值符号．若分别去掉每个绝对值符号，则是很容易的事．例如，化简｜3x+1｜，只要考虑3x+1的正负，即可去掉绝对值符号．这里我们
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为三个部分(如图1－2所示)，即
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　　这样我们就可以分类讨论化简了．

　

　[image: image76.jpg]
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　　　　　　原式=-(3x+1)-(2x-1)=5x；

　　　[image: image78.jpg]w1 1
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　　　　　　原式=(3x+1)-(2x-1)=x+2；
　　　[image: image79.jpg]() Za> 01,




　　　　　 原式=(3x+1)+(2x-1)=5x．
　　即
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　　说明 解这类题目，可先求出使各个绝对值等于零的变数字母的值，即先求出各个分界点，然后在数轴上标出这些分界点，这样就将数轴分成几个部分，根据变数字母的这些取值范围分类讨论化简，这种方法又称为“零点分段法”．

　　9 已知y=｜2x+6｜+｜x-1｜-4｜x+1｜，求y的最大值．
　　分析 首先使用“零点分段法”将y化简，然后在各个取值范围内求出y的最大值，再加以比较，从中选出最大者．
　　解 有三个分界点：-3，1，-1．
　　(1)当x≤-3时，y=-(2x+6)-(x-1)+4(x+1)=x-1，
由于x≤-3，所以y=x-1≤-4，y的最大值是-4．
　　(2)当-3≤x≤-1时，y=(2x+6)-(x-1)+4(x+1)=5x+11，由于-3≤x≤-1，所以-4≤5x+11≤6，y的最大值是6．
　　(3)当-1≤x≤1时，y=(2x+6)-(x-1)-4(x+1)=-3x+3，由于-1≤x≤1，所以0≤-3x+3≤6，y的最大值是6．
　　(4)当x≥1时，y=(2x+6)+(x-1)-4(x+1)=-x+1，由于x≥1，所以1-x≤0，y的最大值是0．
　　综上可知，当x=-1时，y取得最大值为6．
　　10 设a＜b＜c＜d，求｜x-a｜+｜x-b｜+｜x-c｜+｜x-d｜的最小值．
　　分析 本题也可用“零点分段法”讨论计算，但比较麻烦．若能利用｜x-a｜，｜x-b｜，｜x-c｜，｜x-d｜的几何意义来解题，将显得更加简捷便利．

　　解 设a，b，c，d，x在数轴上的对应点分别为A，B，C，D，X，则｜x-a｜表示线段AX之长，同理，｜x-b｜，｜x-c｜，｜x-d｜分别表示线段BX，CX，DX之长．现要求｜x-a｜，｜x-b｜，｜x-c｜，｜x-d｜之和的值最小，就是要在数轴上找一点X，使该点到A，B，C，D四点距离之和最小．
　　因为a＜b＜c＜d，所以A，B，C，D的排列应如图1－3所示：
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　　所以当X在B，C之间时，距离和最小，这个最小值为AD+BC，即(d-a)+(c-b)．

　　11 若2x+｜4-5x｜+｜1-3x｜+4的值恒为常数，求x该满足的条件及此常数的值．
　　分析与解 要使原式对任何数x恒为常数，则去掉绝对值符号，化简合并时，必须使含x的项相加为零，即x的系数之和为零．故本题只有2x-5x+3x=0一种情况．因此必须有
｜4-5x｜=4-5x且｜1-3x｜=3x-1．
　　 故x应满足的条件是
　　[image: image82.jpg]



　　此时原式=2x+(4-5x)-(1-3x)+4=7．
　第8讲   求代数式的值

    用具体的数代替代数式里的字母进行计算，求出代数式的值，是一个由一般到特殊的过程．具体求解代数式值的问题时，对于较简单的问题，代入直接计算并不困难，但对于较复杂的代数式，往往是先化简，然后再求值．下面结合例题初步看一看代数式求值的常用技巧． 

　　1 求下列代数式的值：
　[image: image83.jpg]OB ¥ SN VRS KX SN P = b=
(1) Sab-47a%" ~27ab+ 5a'b" -27ab-a'b-5H - 1b





[image: image84.jpg](2) 3%y~ {wyz- (2ayz-x’z) -4x’z+(3x'y- (dwyz-5¢’z-
3xyz) I}, Hfx

a1 y=2,





　　分析 上面两题均可直接代入求值，但会很麻烦，容易出错．我们可以利用已经学过的有关概念、法则，如合并同类项，添、去括号等，先将代数式化简，然后再求值，这样会大大提高运算的速度和结果的准确性．
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　　　　　　　　=0-4a3b2-a2b-5

　　　　　　　　=-4×13×(- 2)2- 12×(-2)-5

　　　　　　　　=-16+2-5=-19．
　　(2)原式=3x2y-xyz+(2xyz-x2z)+4x2z[3x2y-(xyz-5x2z)]

　　　　　 =3x2y-xyz+2xyz-x2z+4x2z-3x2y+(xyz-5x2z)

　　　　 　=(3x2y-3x2y)+(-xyz+2xyz+xyz)+(-x2z+4x2z-5x2z)

　　　　　 =2xyz-2x2z

　　　　　 =2×(-1)×2×(-3)-2×(-1)2×(-3)

　　　　 　=12+6=18．
　　说明 本例中(1)的化简是添括号，将同类项合并后，再代入求值；(2)是先去括号，然后再添括号，合并化简后，再代入求值．去、添括号时，一定要注意各项符号的变化．
　　2 已知a-b=-1，求a3+3ab-b3的值．
　　分析 由已知条件a-b=-1，我们无法求出a，b的确定值，因此本题不能像例1那样，代入a，b的值求代数式的值．下面给出本题的五种解法．
　　解法1 由a-b=-1得a=b-1，代入所求代数式化简
　　a3+3ab-b3=(b-1)3+3(b-1)b-b3
　 　　　 　=b3-3b2+3b-1+3b2-3b-b3
　 　　　 　=-1．
　　说明 这是用代入消元法消去a化简求值的．
　　解法2 因为a-b=-1，所以
　　 原式=(a3-b3)+3ab=(a-b)(a2+ab+b2)+3ab

　　　　=-1×(a2+ab+b2)+3ab=-a2-ab-b2+3ab

　　　　=-(a2-2ab+b2)=-(a-b)2
　　　　=-(-1)2=-1．
　　说明 这种解法是利用了乘法公式，将原式化简求值的．解法3 因为a-b=-1，所以
　　原式=a3-3ab(-1)-b3=a3-3ab(a-b)-b3
　　　　 =a3-3a2b+3ab2-b3=(a-b)3
　　　　 =(-1)3=-1．
　　说明 这种解法巧妙地利用了-1=a-b，并将3ab化为-3ab(-1)=-3ab(a-b)，从而凑成了(a-b)3．
　　解法4 因为a-b=-1，所以(a-b)3=(-1)3=1，
　　即 a3+3ab2-3a2b-b3=-1，a3-b3-3ab(a-b)=-1，
　　所以 a3-b3-3ab(-1)=-1，　　即 a3-b3+3ab=-1．
　　说明 这种解法是由a-b=-1，演绎推理出所求代数式的值．
　　解法 5

　　a3+3ab-b3=a3+3ab2-3a2b-b3-3ab2+3a2b+3ab

　　　　　　=(a-b)3+3ab(a-b)+3ab

　　　　　　=(-1)3+3ab(-1)+3ab

　　　　　　=-1．
　　说明 这种解法是添项，凑出(a-b)3，然后化简求值．通过这个例题可以看出，求代数式的值的方法是很灵活的，需要认真思考，才能找到简便的算法．在本例的各种解法中，用到了几个常用的乘法公式，现总结如下：
(a+b)2=a2+2ab+b2；
(a-b)2=a2-2ab+b2；
(a+b)3=a3+3a2b+3ab2+b3；
(a-b)3=a3-3a2b+3ab2-b3 ；
a3+b3=(a+b)(a2-ab+b2)；
a3-b3=(a-b)(a2+ab+b2)．
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　　解 由已知，xy=2(x+y)，代入所求代数式中，消去xy，然后化简．所以
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　　解 因为a=3b，所以c=5a=5×(3b)=15b．
　　将a，c代入所求代数式，化简得
　
　[image: image89.jpg]atb+c (3b)+b+(15b) 19b 19
atb-c (3)+b-(1%) 1o 11





　　[image: image90.jpg]5 2m, ., R (D 269+ Smi=0;





　　[image: image91.jpg](2) -2’ 53" REEM. REHH 037527y +5m’x
TN [ B o z] _exs
'{'16”*[ 790 gy 3475y’ 62757 A,



　

　　解 因为(x-5)2，｜m｜都是非负数，所以由(1)有

　
　[image: image92.jpg](x-5) 2=0,
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　　由(2)得y+1=3，所以y=2．

　　下面先化简所求代数式，然后再代入求值．
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　　　　=x2y+5m2x+10xy2

　　　　=52×2+0+10×5×22=250

　　 6 如果4a-3b=7，并且3a+2b=19，求14a-2b的值．
　　分析 此题可以用方程组求出a，b的值，再分别代入14a-2b求值．下面介绍一种不必求出a，b的值的解法．
　　解 14a-2b=2(7a-b)

　　 　　　 =2[(4a+3a)+(-3b+2b)]

　　　　　　=2[(4a-3b)+(3a+2b)]

　　　　　　=2(7+19)=52．
　　[image: image96.jpg]



　　｜x｜+｜x-1｜+｜x-2｜+｜x-3｜+｜x-4｜+｜x-5｜的值． 

　　分析 所求代数式中六个绝对值的分界点，分别为：0，1，2，
[image: image97.jpg]5, 4, 5 Rt =2 D oARE I, Hos= 21l ORI, FLUR




据绝对值的意义去掉绝对值的符号，将有3个x和3个-x，这样将抵消掉x，使求值变得容易．
　　[image: image98.jpg]B BFx=2l, Fib




　　原式=x+(x-1)+(x-2)-(x-3)-(x-4)-(x-5)

　　　　 =-1-2+3+4+5=9．
　　说明 实际上，本题只要x的值在2与3之间，那么这个代数式的值就是9，即它与x具体的取值无关．
　　8 若x:y:z=3:4:7，且2x-y+z=18，那么x+2y-z的值是多少？
　　分析 x:y:z=3:4:7可以写成[image: image99.jpg]Rl
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的形式，对于等比，我们通常可以设它们的比值为常数k，这样可以给问题的解决带来便利．

　　[image: image100.jpg]



     x=3k，y=4k，z=7k．
　　因为2x-y+z=18，　　所以2×3k-4k+7k=18，

　　所以k=2，所以x=6，y=8，z=14，所以x+2y-z=6+16-14=8．
　　例9 已知x=y=11，求(xy-1)2+(x+y-2)(x+y-2xy)的值． 

　　分析 本题是可直接代入求值的．下面采用换元法，先将式子改写得较简洁，然后再求值．
　　解 设x+y=m，xy=n．
　　原式=(n-1)2+(m-2)(m-2n)

　　　 　=(n-1)2+m2-2m-2mn+4n

　　　 　=n2-2n+1+4n-2m-2mn+m2

　　　 　=(n+1)2-2m(n+1)+m2

　　　 　=(n+1-m)2

　　　 　=(11×11+1-22)2

　　　 　=(121+1-22)2

　　　 　=1002=10000．
　　说明 换元法是处理较复杂的代数式的常用手法，通过换元，可以使代数式的特征更加突出，从而简化了题目的表述形式．
　
 第9讲   一元一次方程

方程是中学数学中最重要的内容．最简单的方程是一元一次方程，它是进一步学习代数方程的基础，很多方程都可以通过变形化为一元一次方程来解决．本讲主要介绍一些解一元一次方程的基本方法和技巧． 

用等号连结两个代数式的式子叫等式．如果给等式中的文字代以任何数值，等式都成立，这种等式叫恒等式．一个等式是否是恒等式是要通过证明来确定的．

如果给等式中的文字(未知数)代以某些值，等式成立，而代以其他的值，则等式不成立，这种等式叫作条件等式．条件等式也称为方程．使方程成立的未知数的值叫作方程的解．方程的解的集合，叫作方程的解集．解方程就是求出方程的解集．

只含有一个未知数(又称为一元)，且其次数是1的方程叫作一元一次方程．任何一个一元一次方程总可以化为ax=b(a≠0)的形式，这是一元一次方程的标准形式(最简形式)．

解一元一次方程的一般步骤：(1)去分母；(2)去括号；(3)移项；(4)合并同类项，化为最简形式ax=b；(5)方程两边同除以未知数的系数，得出方程的解．

 一元一次方程ax=b的解由a，b的取值来确定：
　 [image: image101.jpg](1) B0, WABRFHE—Mx=—;





　　(2)若a=0，且b=0，方程变为0·x=0，则方程有无数多个解；
　　(3)若a=0，且b≠0，方程变为0·x=b，则方程无解．
1 解方程

　　[image: image102.jpg]



　　解法1 从里到外逐级去括号．去小括号得
[image: image103.jpg]



　　去中括号得

[image: image104.jpg]



　　去大括号得

[image: image105.jpg]



　　[image: image106.jpg]AR




　

　　解法2 按照分配律由外及里去括号．去大括号得
[image: image107.jpg]



化简为

[image: image108.jpg]



　　去中括号得

[image: image109.jpg]



　　去小括号得

　

　　[image: image110.jpg]
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　　[image: image112.jpg]ke =22 DRI



 

　  2 已知下面两个方程3(x+2)=5x，①
4x-3(a-x)=6x-7(a-x) ②
有相同的解，试求a的值．

分析 本题解题思路是从方程①中求出x的值，代入方程②，求出a的值．
　　解 由方程①可求得3x-5x=-6，所以x=3．由已知，x=3也是方程②的解，根据方程解的定义，把x=3代入方程②时，应有
4×3-3(a-3)=6×3-7(a-3)，
7(a-3)-3(a-3)=18-12，
　　[image: image113.jpg]FbMa=18, Fﬁua:zs%.




　　3 已知方程2(x+1)=3(x-1)的解为a+2，求方程2[2(x+3)-3(x-a)]=3a的解．
　　解 由方程2(x+1)=3(x-1)解得x=5．由题设知a+2=5，所以a=3．于是有
2[2(x+3)-3(x-3)]=3×3，-2x=-21，
[image: image114.jpg]FALL




　　4 解关于x的方程(mx-n)(m+n)=0．
　　分析 这个方程中未知数是x，m，n是可以取不同实数值的常数，因此需要讨论m，n取不同值时，方程解的情况．
　　解 把原方程化为m2x+mnx-mn-n2=0，
整理得 m(m+n)x=n(m+n)．
　　[image: image115.jpg]B+ 00, Bm708, FTREM— =1
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　　当m+n≠0，且m=0时，方程无解；
　　当m+n=0时，方程的解为一切实数．
　　说明 含有字母系数的方程，一定要注意字母的取值范围．解这类方程时，需要从方程有唯一解、无解、无数多个解三种情况进行讨论．
　  5 解方程(a+x-b)(a-b-x)=(a2-x)(b2+x)-a2b2．
　　分析 本题将方程中的括号去掉后产生x2项，但整理化简后，可以消去x2，也就是说，原方程实际上仍是一个一元一次方程．
　　解 将原方程整理化简得(a-b)2-x2=a2b2+a2x-b2x-x2-a2b2，
　　 即 (a2-b2)x=(a-b)2．
　　(1)当a2-b2≠0时，即a≠±b时，方程有唯一解
[image: image116.jpg]



　
　　(2)当a2-b2=0时，即a=b或a=-b时，若a-b≠0，即a≠b，即a=-b时，方程无解；若a-b=0，即a=b，方程有无数多个解．
　　6 已知(m2-1)x2-(m+1)x+8=0是关于x的一元一次方程，求代数式199(m+x)(x-2m)+m的值．
　　解 因为(m2-1)x2-(m+1)x+8=0是关于x的一元一次方程，所以
m2-1=0，即m=±1．
　　(1)当m=1时，方程变为-2x+8=0，因此x=4，代数式的值为
199(1+4)(4-2×1)+1=1991；
　　(2)当m=-1时，原方程无解．
　　所以所求代数式的值为1991．
　　7 已知关于x的方程a(2x-1)=3x-2无解，试求a的值．
　　解 将原方程变形为2ax-a=3x-2，　　即 (2a-3)x=a-2．
　　由已知该方程无解，所以
[image: image117.jpg]{
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　　[image: image118.jpg]Wifa=2. Fila=2 AR,



　　

　　8  k为何正数时，方程k2x-k2=2kx-5k的解是正数？
　　[image: image119.jpg]ST BT R = b AR *SB‘T, MARAOIER AEa, bAVRE



来确定： 

(1)若b=0时，方程的解是零；反之，若方程ax=b的解是零，则b=0成立．

(2)若ab＞0时，则方程的解是正数；反之，若方程ax=b的解是正数，则ab＞0成立．
　　(3)若ab＜0时，则方程的解是负数；反之，若方程ax=b的解是负数，则ab＜0成立．
　　解 按未知数x整理方程得(k2-2k)x=k2-5k．
　　要使方程的解为正数，需要(k2-2k)(k2-5k)＞0．
　　看不等式的左端(k2-2k)(k2-5k)=k2(k-2)(k-5)．
　　因为k2≥0，所以只要k＞5或k＜2时上式大于零，所以当k＜2或k＞5时，原方程的解是正数，所以k＞5或0＜k＜2即为所求．
　　9 若abc=1，解方程
[image: image120.jpg]2ax _2bx | 2x
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　　解 因为abc=1，所以原方程可变形为
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　　化简整理为
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　　化简整理为
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　　说明 像这种带有附加条件的方程，求解时恰当地利用附加条件可使方程的求解过程大大简化．
　　例10 若a，b，c是正数，解方程
[image: image125.jpg]x=ah





　
　　解法1 原方程两边乘以abc，得到方程
　　ab(x-a-b)+bc(x-b-c)+ac(x-c-a)=3abc．移项、合并同类项得
ab[x-(a+b+c)]+bc[x-(a+b+c)]

+ac[x-(a+b+c)]=0，
　　因此有
[x-(a+b+c)](ab+bc+ac)=0．
　　因为a＞0，b＞0，c＞0，所以ab+bc+ac≠0，所以
x-(a+b+c)=0，
　　即x=a+b+c为原方程的解．
　　解法2 将原方程右边的3移到左边变为-3，再拆为三个“-1”，并注意到
[image: image126.jpg]



　
　　其余两项做类似处理．

　　设m=a+b+c，则原方程变形为
[image: image127.jpg]



　
　　所以　[image: image128.jpg]
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　　即

x-(a+b+c)=0．
所以x=a+b+c为原方程的解．
　说明 注意观察，巧妙变形，是产生简单优美解法所不可缺少的基本功之一．
   11 设n为自然数，[x]表示不超过x的最大整数，解方程：
[image: image130.jpg]_ofm+)?
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分析 要解此方程，必须先去掉[ ]，由于n是自然数，所以n与(n+1)
[image: image131.jpg]2o+ D2
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…，n[x]都是整数，所以x必是整数．
　解 根据分析，x必为整数，即x=[x]，所以原方程化为
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　　合并同类项得

　　[image: image133.jpg]nn+D?
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　　故有　　　[image: image134.jpg]afn+1) nn+ 1)
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所以x=n(n+1)为原方程的解．
12 已知关于x的方程

                [image: image135.jpg]



   且a为某些自然数时，方程的解为自然数，试求自然数a的最小值．
    解 由原方程可解得[image: image136.jpg]
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　a最小，所以x应取x=160．所以
[image: image140.jpg]x160-142 =2





　
　　所以满足题设的自然数a的最小值为2．
　　[image: image141.jpg]O AR LR - 1 - 120 SRR




第10讲 识图

  几何学是研究物体形状、大小、位置的学科。

  几何图形就是点，线，面，体的集合。点是组成几何图形的基本元素。

 《平面几何学》只研究在同一平面内的图形的形状、大小和相互位置。
  几何里的点、线、面、体实际上是不能脱离物体而单独存在的。因此单

独研究点、线、面、体，要靠正确的想像
点：只表示位置，没有大小，不可再分。

线：只有长短，没有粗细。线是由无数多点组成的，即“点动成线”。

面：只有长、宽，没有厚薄。面是由无数多线组成的，“线动成面”。

  因为任何复杂的图形，都是由若干基本图形组合而成的，所以识别图形

的组合关系是学好几何的重要基础。

　识别图形包括静止状态的数一数，量一量，比一比，算一算；运动状态

中的位置、数量的变化，图形的旋转，摺叠，割补，并合，比较等。还要注意一般图形和特殊图形的差别。

  1.数一数甲图中有几个角（小于平角）？乙图中有几个等腰三角形？丙图中有几全等三角形？丁图中有几对等边三角形？

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

解：甲图中有10个角：∠AOB, ∠AOC,∠BOC,∠BOD,∠COD,　∠COE,∠DOE,∠DOA,∠EOA,∠EOB.如果OA和OC成一直线，则少一个∠AOC，余类推。

乙图中有5个等腰三角形：△ABC，△ABD，△BDC，△BDE，△DEC

丙图中有全等三角形4对：(设AC和DB相交于O)

△AOB≌△COD，△AOD≌△BOC，△ABC≌△CDA，△BCD≌△DAB。

丁图中共有等边三角形48个：

边长1个单位：顶点在上▲的个数有　1＋2＋3＋4＋5＝15

顶点在下▼的个数有　1＋2＋3＋4＝10

边长2个单位：顶点在上▲的个数有　1＋2＋3＋4＝10

顶点在下▼的个数有　1＋2＝3

边长3个单位：顶点在上▲的个数有　1＋2＋3＝6

边长4个单位：顶点在上▲的个数有　1＋2＝3

边长5个单位：顶点在上▲的个数有　1

以上要注意数一数的规律

    2.设平面内有6个点A1，A2，A3，A4，A5，A6，其中任意3个点都不在同一直线上，如果每两点都连成一条线，那么共有线段几条？如果要使图形不出现有4个点的两两连线，那么最多可连成几条线段？试画出图形。（1989年全国初中数学联赛题）

    解：从点A1与其他5点连线有5条，从点A2与其他4点（A1除外）连线有4条，从A3与其他3点连线有3条（A1，A2除外）……以此类推，6个点两两连线共有线段1＋2＋3＋4＋5＝15（条），或用每点都与其他5点连线共5×6再除以2（因重复计算）。

　要使图形不出现有4个点的两两连线，那么每点只能与其他4个点连线，共有（6×4）÷2＝12（条）如下图：其中有3对点不连线：A1A4，A2A5，A3A6　　　　　　　　　　　　　　　A5　　　　　　　　A4

　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　A6　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A3　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A1　　　　　　　　A2　　　　　

    3.如图水平线与铅垂线相交于O，某甲沿水平线，某乙铅垂线同时匀速前进，当甲在O点时，乙离点O为500米，2分钟后，甲、乙离点O相等；又过8分钟，甲、乙再次离点O相等。求甲和乙的速度比。

解：如图设甲0，乙0为开始位置，甲1，乙1为前进2分钟后位置，甲2，乙2

　　乙2　　　　　　　为再前进8分钟的位置。再设甲，乙的速度分别为每分钟x,y

　　　　　　　　米，根据题意得　　　　　　　　　　　　　　　　　
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　甲　O　　　甲1　　　　　　　　　　　　甲2　　　　　　　　解得12x=8y    　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　乙1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∴x∶y=2∶3　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　乙0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　答甲和乙的速度比是2比3。

　

　    4.在三角形内（不在边上）有3个点，连同原三角形三个顶点，共6个点，以这6个点为顶点，作出所有不重迭的三角形共有几个？（1989年全国初中数学联赛题）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

解：如图△ABC中一个点D，与A，B，C各点连结可得3个不重迭的三角形；再增加1个点E，这时可连结不重迭的三角形共5个，再增加1个点F，又可增加2个不重迭的三角形，共有7个。

一般规律是每增加1个点，可增加不重迭的三角形2个

　　　A　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F　　　　　　　　　　　

　　　D　　　　　　　　　E　　　　　　　　　　　　　E　　　　　　　　　　　

B　　　　　　C　　　　　　　　D　　　　　　　　　　　D　　　　　

　　　　　　　　　B　　　　　　　　C　B　　　　　　　　　　　C　
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第13讲 平行线问题
    平行线是我们日常生活中非常常见的图形．练习本每一页中的横线、直尺的上下两边、人行横道上的“斑马线”以及黑板框的对边、桌面的对边、教室墙壁的对边等等均是互相平行的线段．
    正因为平行线在生活中的广泛应用，因此有关它的基本知识及性质成为中学几何的基本知识．

   正因为平行线在几何理论中的基础性，平行线成为古往今来很多数学家非常重视的研究对象．历史上关于平行公理的三种假设，产生了三种不同的几何(罗巴切夫斯基几何、黎曼几何及欧几里得几何)，它们在使人们认识宇宙空间中起着非常重要的作用．

   现行中学中所学的几何是属于欧几里得几何，它是建立在这样一个公理基础之上的：“在平面中，经过直线外一点，有且只有一条直线与这条直线平行”．
   在此基础上，我们学习了两条平行线的判定定理及性质定理．下面我们举例说明这些知识的应用．

1 如图 1－18，直线a∥b，直线 AB交 a与 b于 A，B，CA平分∠1，CB平分∠ 2，求证：∠C=90°

．[image: image159.jpg]



分析 由于a∥b，∠1，∠2是两个同侧内角，因此∠1+∠2=

[image: image160.jpg]180° . ?EM% (L1+£2) =%0°, Hﬂ&?ﬁn{%ﬁ%m%zz
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过C点作直线 l，使 l∥a(或 b)即可通过平行线的性质实现等角转移．
[image: image161.jpg]



　

证 过C点作直线l，使l∥a(图1－19)．因为a∥b，所以b∥l，所以

∠1+∠2=180°(同侧内角互补)．
因为AC平分∠1，BC平分∠2，所以[image: image162.jpg]Zoap=1s1, LBE=L 20




又∠3=∠CAE，∠4=∠CBF(内错角相等)，所以∠3+∠4=∠CAE+∠CBF

[image: image163.jpg]:f (L1+£2) 7—><180° =90° .




说明 做完此题不妨想一想这个问题的“反问题”是否成立， 即“两条直线a，b被直线AB所截(如图1－20所示)，CA，CB分别是∠BAE与∠ABF的平分线，若∠C=90°，问直线a与直线b是否一定平行？”
[image: image164.jpg]



由于这个问题与上述问题非常相似(将条件与结论交换位置)，因此，不妨模仿原问题的解决方法来试解．
2 如图1－21所示，AA1∥BA2求∠A1-∠B1+∠A2．
[image: image165.jpg]B
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分析 本题对∠A1，∠A2，∠B1的大小并没有给出特定的数值，因此，答案显然与所给的三个角的大小无关．也就是说，不管∠A1，∠A2，∠B1的大小如何，答案应是确定的．我们从图形直观，有理由猜想答案大概是零，即

∠A1+∠A2=∠B1． ①
猜想，常常受到直观的启发，但猜想必须经过严格的证明．①式给我们一种启发，能不能将∠B1一分为二使其每一部分分别等于∠A1与∠A2．这就引发我们过B1点引AA1(从而也是BA2)的平行线，它将∠B1一分为二．
[image: image166.jpg]-2




证 过B1引B1E∥AA1，它将∠A1B1A2分成两个角：∠1，∠2(如图1－22所示)．
因为AA1∥BA2，所以B1E∥BA2．从而∠1=∠A1，∠2=∠A2(内错角相等)，
所以∠B1=∠1+∠2=∠A1+∠A2，　　即 ∠A1-∠B1+∠A2=0．
[image: image167.jpg]



说明(1)从证题的过程可以发现，问题的实质在于AA1∥BA2，它与连接A1，A2两点之间的折线段的数目无关，如图1－23所示．连接A1，A2之间的折线段增加到4条：A1B1，B1A2，A2B2，B2A3，仍然有∠A1+∠A2+∠A3=∠B1+∠B2．
(即那些向右凸出的角的和=向左凸的角的和)即
∠A1-∠B1+∠A2-∠B2+∠A3=0．
进一步可以推广为∠A1-∠B1+∠A2-∠B2＋…-∠Bn-1+∠An=0．

这时，连结A1，An之间的折线段共有n段A1B1，B1A2，…，Bn-1An(当然，仍要保持 AA1∥BAn)．
推广是一种发展自己思考能力的方法，有些简单的问题，如果抓住了问题的本质，那么，在本质不变的情况下，可以将问题推广到复杂的情况．
(2)这个问题也可以将条件与结论对换一下，变成一个新问题．

问题1 如图1－24所示．∠A1+∠A2=∠B1，问AA1与BA2是否平行？
[image: image168.jpg]124
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问题2 如图1－25所示．若∠A1+∠A2+…+∠An=∠B1+∠B2+…+∠Bn-1，问AA1与BAn是否平行？
[image: image169.jpg]B 1-25




　　这两个问题请同学加以思考．
3 如图1－26所示．AE∥BD，∠1=3∠2，∠2=25°，

[image: image170.jpg]B 1-26




　

　　求∠C．

分析 利用平行线的性质，可以将角“转移”到新的位置，如∠1=∠DFC或∠AFB．若能将∠1，∠2，∠C“集中”到一个顶点处，这是最理想不过的了，过F点作BC的平行线恰能实现这个目标．
解 过F到 FG∥CB，交 AB于G，则
∠C=∠AFG(同位角相等)，
∠2=∠BFG(内错角相等)．
　　因为 AE∥BD，所以
∠1=∠BFA(内错角相等)，
　　所以∠C=∠AFG=∠BFA-∠BFG=∠1-∠2=3∠2-∠2=2∠2=50°．
说明(1)运用平行线的性质，将角集中到适当位置，是添加辅助线(平行线)的常用技巧．
(2)在学过“三角形内角和”知识后，可有以下较为简便的解法：∠1=∠DFC=∠C+∠2，即∠C=∠1-∠2=2∠2=50°．
4 求证：三角形内角之和等于180°．

分析 平角为180°．若能运用平行线的性质，将三角形三个内角集中到同一顶点，并得到一个平角，问题即可解决， 下面方法是最简单的一种．
[image: image171.jpg]



证 如图1－27所示，在△ABC中，过A引l∥BC，则
∠B=∠1，∠C=∠2(内错角相等)．
　　显然 ∠1+∠BAC+∠2=平角，
　　所以 ∠A+∠B+∠C=180°．
说明 事实上，我们可以运用平行线的性质，通过添加与三角形三条边平行的直线，将三角形的三个内角“转移”到任意一点得到平角的结论．如将平角的顶点设在某一边内，或干脆不在三角形的边上的其他任何一点处，不过，解法将较为麻烦．同学们不妨试一试这种较为麻烦的证法．
5 求证：四边形内角和等于360°．
分析 应用例3类似的方法，添加适当的平行线，将这四个角“聚合”在一起使它们之和恰为一个周角．在添加平行线中，尽可能利用原来的内角及边，应能减少推理过程．
[image: image172.jpg]128




 证 如图1－28所示，四边形ABCD中，过顶点B引BE∥AD，BF∥CD，并延长 AB，CB到 H，G．则有∠A=∠2(同位角相等)，∠D=∠1(内错角相等)，∠1=∠3(同位角相等)．∠C=∠4(同位角相等)，
　　又 ∠ABC(即∠B)=∠GBH(对顶角相等)．
　　由于∠2+∠3+∠4+∠GBH=360°，所以
∠A+∠B+∠C+∠D=360°．
说明(1)同例3，周角的顶点可以取在平面内的任意位置，证明的本质不变．
(2)总结例3、例4，并将结论的叙述形式变化，可将结论加以推广：
三角形内角和=180°=(3-2)×180°，
四边形内角和=360°=2×180°=(4-2)×180°．
　　人们不禁会猜想：五边形内角和=(5-2)×180°=540°，

…………………………
n边形内角和=(n-2)×180°．

这个猜想是正确的，它们的证明在学过三角形内角和之后，证明将非常简单．
(3)在解题过程中，将一些表面并不相同的问题，从形式上加以适当变形，找到它们本质上的共同之处，将问题加以推广或一般化，这是发展人的思维能力的一种重要方法．

6 如图1－29所示．直线l的同侧有三点A，B，C，且AB∥l，BC∥l．求证： A，B，C三点在同一条直线上．
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分析A，B，C三点在同一条直线上可以理解为∠ABC为平角，即只要证明射线BA与BC所夹的角为180°即可，考虑到以直线l上任意一点为顶点，该点分直线所成的两条射线为边所成的角均为平角，结合所给平行条件，过B作与l相交的直线，就可将l上的平角转换到顶点B处．
证 过B作直线 BD，交l于D．因为AB∥l，CB∥l，所以∠1=∠ABD，∠2=∠CBD(内错角相等)．又∠1+∠2=180°，所以∠ABD+∠CBD=180°，
　　即∠ABC=180°=平角．　　A，B，C三点共线．
思考 若将问题加以推广：在l的同侧有n个点A1，A2，…，An-1，An，且有AiAi+1∥l(i=1，2，…，n-1)．是否还有同样的结论？

7 如图1－30所示．∠1=∠2，∠D=90°，EF⊥CD．求证：∠3=∠B．
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分析 如果∠3=∠B，则应需EF∥BC．又知∠1=∠2，则有BC∥AD．从而，应有EF∥AD．这一点从条件EF⊥CD及∠D=90°不难获得．
　　证 因为∠1=∠2，所以
AD∥BC(内错角相等，两直线平行)．
　　因为∠D=90°及EF⊥CD，所以
AD∥EF(同位角相等，两直线平行)．
　　所以 BC∥EF(平行公理)，
　　所以
∠3=∠B(两直线平行，同位角相等)．

第14讲 质数与合数

   我们知道，每一个自然数都有正因数(因数又称约数)．例如，1有一个正因数；2，3，5都有两个正因数，即1和其本身；4有三个正因数：1，2，4；12有六个正因数：1，2，3，4，6，12．由此可见，自然数的正因数，有的多，有的少．除了1以外，每个自然数都至少有两个正因数．我们把只有1和其本身两个正因数的自然数称为质数(又称素数)，把正因数多于两个的自然数称为合数．这样，就把全体自然数分成三类： 

  1，质数和合数．　

　2是最小的质数，也是唯一的一个既是偶数又是质数的数．也就是说，除了2以外，质数都是奇数，小于100的质数有如下25个：2，3，5，7，11，13，17，19，23，29，31，37，41，43，47，53，59，61，67，71，73，79，83，89，97．
　　质数具有许多重要的性质：
　　性质1 一个大于1的正整数n，它的大于1的最小因数一定是质数．
　　性质2 如果n是合数，那么n的最小质因数a一定满足a2≤n．
　　性质3 质数有无穷多个(这个性质将在例6中证明)．
　　性质4(算术基本定理)每一个大于1的自然数n，必能写成以下形式：
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　　这里的P1，P2，…，Pr是质数，a1，a2，…，ar是自然数．如果不考虑p1，P2，…，Pr的次序，那么这种形式是唯一的．
　　关于质数和合数的问题很多，著名的哥德巴赫猜想就是其中之一．哥德巴赫猜想是：每一个大于2的偶数都能写成两个质数的和．这是至今还没有解决的难题，我国数学家陈景润在这个问题上做了到目前为止最好的结果，他证明了任何大于2的偶数都是两个质数的和或一个质数与一个合数的和，而这个合数是两个质数的积(这就是通常所说的1+2)．下面我们举些例子．
　　1 设p，q，r都是质数，并且p+q=r，p＜q．　　求p．
　　解 由于r=p+q，所以r不是最小的质数，从而r是奇数，所以p，q为一奇一偶．因为p＜q，故p既是质数又是偶数，于是p=2．
　　2 设p(≥5)是质数，并且2p+1也是质数．求证：4p+1是合数．
　　证 由于p是大于3的质数，故p不会是3k的形式，从而p必定是3k+1或3k+2的形式，k是正整数．
　　若p=3k+1，则2p+1=2(3k+1)+1=3(2k+1)是合数，与题设矛盾．所以p=3k+2，这时4p+1=4(3k+2)+1=3(4k＋3)是合数．
　　3 设n是大于1的正整数，求证：n4+4是合数．
　　证 我们只需把n4+4写成两个大于1的整数的乘积即可．
n4+4=n4+4n2+4-4n2＝(n2+2)2-4n2

＝(n2-2n+2)(n2+2n+2)，
　　因为n2+2n＋2＞n2-2n+2=(n-1)2+1＞1，
　　所以n4+4是合数．
　　4 是否存在连续88个自然数都是合数？
　　解 我们用n！表示1×2×3×…×n.令a=1×2×3×…×89=89！，
　　那么，如下连续88个自然数都是合数：a+2，a+3，a+4，…，a+89．
　　这是因为对某个2≤k≤89，有a+k=k×(2×…×(k-1)×(k+1)×…×89+1)　　是两个大于1的自然数的乘积．
　　说明 由本例可知，对于任意自然数n，存在连续的n个合数，这也说明相邻的两个素数的差可以任意的大．
　　用(a，b)表示自然数a，b的最大公约数，如果(a，b)=1，那么a，b称为互质(互素)．
　　5 证明：当n＞2时，n与n！之间一定有一个质数．
　　证 首先，相邻的两个自然数是互质的．这是因为(a，a-1)=(a，1)＝1，
　　于是有(n！，n！-1)=1．
　　由于不超过n的自然数都是n！的约数，所以不超过n的自然数都与n！-1互质(否则，n！与n！-1不互质)，于是n！-1的质约数p一定大于n，即n＜p≤n！-1＜n！．
　　所以，在n与n！之间一定有一个素数．
　　6 证明素数有无穷多个．
　　证 下面是欧几里得的证法．
　　假设只有有限多个质数，设为p1，p2，…，pn.考虑p1p2…pn+1，由假设，p1p2…pn+1是合数，它一定有一个质约数p．显然，p不同于p1，p2，…，pn，这与假设的p1，p2，…，pn为全部质数矛盾．
　　7 证明：每一个大于11的自然数都是两个合数的和．
　　证 设n是大于11的自然数．
　　(1)若n=3k(k≥4)，则n＝3k=6+3(k-2)；
　　(2)若n=3k+1(k≥4)，则n=3k+1=4+3(k-1)；
　　(3)若n=3k+2(k≥4)，则n=8+3(k-2)．
　　因此，不论在哪种情况下，n都可以表为两个合数的和．
　　8 求不能用三个不同合数的和表示的最大奇数．
　　解 三个最小的合数是4，6，8，它们的和是18，于是17是不能用三个不同的合数的和表示的奇数．
　　下面证明大于等于19的奇数n都能用三个不同的合数的和来表示．
　　由于当k≥3时，4，9，2k是三个不同的合数，并且4+9+2k≥19，所以只要适当选择k，就可以使大于等于19的奇数n都能用4，9，2k(k=n-13/2)的和来表示．
　　 综上所述，不能表示为三个不同的合数的和的最大奇数是17．
第15讲   方程组的解法

二元及多元(二元以上)一次方程组的求解，主要是通过同解变形进行消元，最终转化为一元一次方程来解决．所以，解方程组的基本思想是消元，主要的消元方法有代入消元和加减消元两种，下面结合例题予以介绍． 

　　1 解方程组
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　　　解 将原方程组改写为
[image: image178.jpg]



　　由方程②得x=6+4y，代入①化简得
11y-4z=-19． ④
　　由③得
2y+3z=4． ⑤
　　 ④×3+⑤×4得
33y+8y=-57+16，
　　所以 y=-1．
　　将y=-1代入⑤，得z=2．将y=-1代入②，得x=2．所以
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为原方程组的解．

说明 本题解法中，由①，②消x时，采用了代入消元法；解④，⑤组成的方程组时，若用代入法消元，无论消y，还是消z，都会出现分数系数，计算较繁，而利用两个方程中z的系数是一正一负，且系数的绝对值较小，采用加减消元法较简单．解方程组消元时，是使用代入消元，还是使用加减消元，要根据方程的具体特点而定，灵活地采用各种方法与技巧，使解法简捷明快．
　　2 解方程组
[image: image180.jpg]x+2y=5,
y+2z=8,
z+m=11,
ut2x=6.

[CE=RCRE]




　
　　解法1 由①，④消x得
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　　由⑥，⑦消元，得

[image: image182.jpg]{
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　　解之得

[image: image183.jpg]



　

　　将y=2代入①得x=1．将z=3代入③得u=4．所以
[image: image184.jpg]



　
　　解法2 由原方程组得
[image: image185.jpg]x=5-2y,
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　　所以

x=5-2y=5-2(8-2z)
=-11+4z=-11+4(11-2u)

=33-8u=33-8(6-2x)

=-15+16x，
　　 即x=-15+16x，解之得x=1．将x=1代入⑧得u=4．将u=4代入⑦得z=3．将z=3代入⑥得y=2．所以
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为原方程组的解．

　　解法3 ①+②+③+④得
x+y+z+u=10， ⑤
　　　　由⑤-(①+③)得
y+u=6， ⑥
　　　　由①×2-④得
4y-u=4， ⑦
　　 　　⑥+⑦得y=2．以下略．
　　说明 解法2很好地利用了本题方程组的特点，解法简捷、流畅．
　　  3 解方程组
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　　　分析与解 注意到各方程中同一未知数系数的关系，可以先得到下面四个二元方程：
　　　　 ①+②得
x+u=3， ⑥
　　　　 ②+③得
y+v=5， ⑦
　　　　 ③+④得
z+x=7， ⑧
　　 　　④+⑤得
u+y=9． ⑨
　　 又①+②+③+④+⑤得
x+y+z+u+v=15．⑩
　　 ⑩-⑥-⑦得z=7，把z=7代入⑧得x=0，把x=0代入⑥得u=3，把u=3代入⑨得y=6，把y=6代入⑦得v=-1．所以
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为原方程组的解．

　　4 解方程组
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　　解法1 ①×2+②得
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　　　　由③得
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　　　　代入④得　　[image: image192.jpg]=



　

　　　　　[image: image193.jpg]RNOR
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　　为原方程组的解．
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为原方程组的解．

　　说明 解法1称为整体处理法，即从整体上进行加减消元或代入消
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为换元法，也就是干脆引入一个新的辅助元来代替原方程组中的“整体元”，从而简化方程组的求解过程．

　　5 已知　　[image: image201.jpg]


　

　　[image: image202.jpg]worZ+2
KoL ZHOfE.



　　　

　　分析与解 一般想法是利用方程组求出x，y，z的值之后，代入所求的代数式计算．但本题中方程组是由三个未知数两个方程组成的，因此无法求出x，y，z的确定有限解，但我们可以利用加减消元法将原方程组变形．　　①-②消去x得
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　　①×3+②消去y得
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　　①×5+②×3消去z得
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　　6 已知关于x，y的方程组
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分别求出当a为何值时，方程组(1)有唯一一组解；(2)无解；(3)有无穷多组解．　　

    分析 与一元一次方程一样，含有字母系数的一次方程组求解时也要进行讨论，一般是通过消元，归结为一元一次方程ax=b的形式进行讨论．但必须特别注意，消元时，若用含有字母的式子去乘或者去除方

程的两边时，这个式子的值不能等于零．
　　解 由①得2y=(1+a)-ax， ③　　将③代入②得
(a-2)(a+1)x=(a-2)(a+2)． ④

　　(1)当(a-2)(a+1)≠0，即a≠2且a≠-1时，方程④有
　　[image: image208.jpg]a+2
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　　因而原方程组有唯一一组解．

　　(2)当(a-2)(a+1)=0且(a-2)(a+2)≠0时，即a=-1时，方程④无解，因此原方程组无解．

　　(3)当(a-2)(a+1)=0且(a-2)(a+2)=0时，即a=2时，方程④有无穷多个解，因此原方程组有无穷多组解．
　7 已知关于x，y的二元一次方程(a-1)x+(a+2)y+5-2a=0，当a每取一个值时，就有一个方程，而这些方程有一个公共解，试求出这个公共解．
　　解法1 根据题意，可分别令a=1，a=-2代入原方程得到一个方程组
　
　　[image: image210.jpg]f
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　　将x=3，y=-1代入原方程得　　
(a-1)·3+(a+2)·(-1)+5-2a=0．
所以对任何a值

[image: image212.jpg]


都是原方程的解．
说明 取a=1为的是使方程中(a-1)x=0，方程无x项，可直接求出y值；取a=-2的道理类似．
解法2 可将原方程变形为a(x+y-2)-(x-2y-5)=0．
由于公共解与a无关，故有[image: image213.jpg]{x'2y75:0.
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8 甲、乙两人解方程组
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原方程的解．

分析与解 因为甲只看错了方程①中的a，所以甲所得到的解
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4×(-3)-b×(-1)=-2． ③
　　[image: image218.jpg][, | B RERITRO, B





a×5+5×4=13． ④
　　解由③，④联立的方程组得
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　　所以原方程组应为　　[image: image220.jpg]syt
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第16讲 数轴有理数比较大小
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第17讲 一次不等式(不等式组)的解法
   不等式和方程一样，也是代数里的一种重要模型．在概念方面，它与方程很类似，尤其重要的是不等式具有一系列基本性质，而且“数学的基本结果往往是一些不等式而不是等式”．本讲是系统学习不等式的基础．
下面先介绍有关一次不等式的基本知识，然后进行例题分析．
1．不等式的基本性质
　　[image: image229.jpg](1) a>b & b<a.
(2) a-b>06 a>b.
(3) b, b= ac.



 

　　[image: image230.jpg](4) a>b S a+c>b+e.
(5) a>b, >0=>ac>be.
(6) a=b, c<0= ac<be.



　

     这里特别要强调的是在用一个不等于零的数或式子去乘(或去除)不等式时，一定要注意它与等式的类似性质上的差异，即当所乘(或除)的数或式子大于零时，不等号方向不变(性质(5))；当所乘(或除)的数或式子小于零时，不等号方向要改变(性质(6))．
　　2．区间概念
　　在许多情况下，可以用不等式表示数集和点集．如果设a，b为实数，且a＜b，那么
　　(1)满足不等式a＜x＜b的数x的全体叫作一个开区间，记作(a，b)．如图1－4(a)．
　　(2)满足不等式a≤x≤b的数x的全体叫作一个闭区间，记作[a，b]．如图1－4(b)．
　　(3)满足不等式a＜x≤b(或a≤x＜b)的x的全体叫作一个半开半闭区间，记作(a，b](或[a，b))．如图1－4(c)，(d)．
[image: image231.jpg]


　　 

　　3．一次不等式的一般解法
　　一元一次不等式像方程一样，经过移项、合并同类项、整理后，总可以写成下面的标准型：ax＞b，或ax＜b．为确定起见，下面仅讨论前一种形式．
　　 一元一次不等式ax＞b．
　　[image: image232.jpg](1) Ha>o8f, B>, ARIBRTH (2, +e0) s

(2) BHa< o8t ﬁzwvx<§, ARERRY (oo, S) ;




　　 (3)当a=0时，    [image: image233.jpg]


用区间表示为(-∞，+∞)．
　　1 解不等式      [image: image234.jpg]



　　解 两边同时乘以6得12(x+1)+2(x-2)≥21x-6，
化简得-7x≥-14，
　　两边同除以-7，有x≤2．所以不等式的解为x≤2，用区间表示为(-∞，2]．
　　2 求不等式   [image: image235.jpg]%(x+1)*%(x*l)2%(x*2)



的正整数解．

　　[image: image236.jpg]RAETFATE 1< L, L L REFEROR. BER




正整数解，所以原不等式的正整数解为x=1，2，3．
　3 解不等式     [image: image237.jpg][1+7](y +1)>[ 22](y +1)




　　分析与解 因y2+1＞0，所以根据不等式的基本性质有  [image: image238.jpg]P2

T>qo
1+3>1





[image: image239.jpg]WRRsy>6. @JNZZ:%KWWWY>? RREFRTH (gv +®) .



　　　
　4 解不等式    [image: image240.jpg]1
24
% EE





　　[image: image241.jpg]1
x-6

ST FES R TEEH SRR TR FEX A



为x+2＞7，解为x＞5．这种错误没有考虑到使原不等式有意义的条件：x≠6． 

　　解 将原不等式变形为    [image: image242.jpg]=76,
x+22>7.



  解之得[image: image243.jpg]%76,
5.




　　所以原不等式的解为x＞5且x≠6．
　　5 已知2(x-2)-3(4x-1)=9(1-x)，且y＜x+9，试比较[image: image244.jpg]1 10
LyS A,



 

　　解 首先解关于x的方程得x=-10．将x=-10代入不等式得  y＜-10+9，即y＜-1．
　　[image: image245.jpg]10
£

. 110

FALL 75y

NEH




　6 解关于x的不等式：  [image: image246.jpg]



　　解 显然a≠0，将原不等式变形为    3x+3-2a2＞a-2ax，
　　    即    (3+2a)x＞(2a+3)(a-1)．
　　　[image: image247.jpg](1) B3+23>0, B> 2 Batont, Bh>ats
(2) B3+20=0, Ma=2of, FIFREHO- >0, Ty
() 23420, Ba< 288, Fipea 1.




　　说明 对含有字母系数的不等式的解，也要分情况讨论．
　　7 已知a，b为实数，若不等式(2a-b)x+3a-4b＜0

[image: image248.jpg]BB 3, HRTFER (246 4203 0.




　　解 由(2a-b)x+3a-4b＜0得   (2a-b)x＜4b-3a．
　　[image: image249.jpg]SRR T, U





 INCLUDEPICTURE "http://res3.pudong-edu.sh.cn/RESOURCE/CZ/CZSX/SXBL/SXTS1018/_OLE7315.JPG" \* MERGEFORMATINET [image: image250.jpg]2a-b<0,
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由②可求得   [image: image251.jpg]



将③代入①得   [image: image252.jpg]16 9
Zb-b<0, BZe<o,




　　所以b＜0．于是不等式(a-4b)x+2a-3b＞0可变形为
　　[image: image253.jpg][2b’4b]x+1776b’3b>0,

20 5
NERE




因为b＜0，所以

   [image: image254.jpg]


  [image: image255.jpg]FALL

x> -2
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　　[image: image256.jpg]FRABR TR RN> -1, AREERH(-F, +oo).



　　　
　　下面举例说明不等式组的解法．
　　不等式组的解是不等式组中所有不等式解的公共部分．
　　若不等式组由两个不等式组成，分别解出每一个不等式，其解总可以归纳成以下四种情况之一(不妨设α＜β)：
[image: image257.jpg]x>0, [z<a, (x>0, [z<a,
=By | x<PBs |x<Bs |z>B.




　　解分别为：x＞β；x＜α；α＜x＜β；无解．如图1－5(a)，(b)，(c)，(d)所示．
[image: image258.jpg]« B x
®
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　　若不等式组由两个以上不等式组成，其解可由下面两种方法求得：
　　(1)转化为求两两不等式解的公共部分．如求解    [image: image259.jpg]<8,
=<1,
= -9,
> -5,



　
[image: image260.jpg]<8 > -9,
Ba{i =7 . aa{;z R 5. WEFER S

«mm{iljs BRERS 5<e<t, ARARTHCSD



　
　　(2)不等式组的解一般是个区间，求解的关键是确定区间的上界与下界，如求解
[image: image261.jpg]-4<x<l4,
=<8,

> -6,
0<Cx<5,
-3<x<2.




　　确定上界：由x＜4，x＜8，x＜5，x＜2，从4，8，5，2这四个数中选最小的数作为上界，即x＜2．
　　确定下界：由x＞-4，x＞-6，x＞0，x＞-3．从-4，-6，0，-3中选最大的数作为下界，即x＞0．
　　确定好上、下界后，则原不等式组的解为：0＜x＜2．不等式组中不等式的个数越多，(2)越有优越性．
　8 解不等式组  [image: image262.jpg]dmend)
1< 5

<3
1-x 1z
A

esy-2y0p-2
(93227




　　解 原不等式组可化为[image: image263.jpg]3<2x-5<09,

1-x

& A
4(2x*3)<¥,
6(x+5) -4< 12z -9,



  解之得  [image: image264.jpg]


　
[image: image265.jpg]FREXE L. TROTE, ﬂ*ﬁﬁﬁ%ﬁ@%?ﬁ%4<x<%, il
2]

RERFH 4, 2D .




　

9 解关于x的不等式组  

 [image: image266.jpg]f

3mx - 6<C5 - mx,
mx +x> (1-2m) x+8.




　　解 解①得4mx＜11，③
　　　 解②得 　　　　　　3mx＞8． ④
　　(1)当m=0时，③，④变为[image: image267.jpg]0+ x<11,
0+ x>8,



原不等式组无解．
　　(2)当m＞0时，③，④变形为      [image: image268.jpg]



　　　[image: image269.jpg]1 _ 8 1
A% ozl
FALL 18

B’



　　　
　　
[image: image270.jpg]HRFERRORN - < g




　　(3)当m＜0时，由③，④得[image: image271.jpg]



　　[image: image272.jpg]1 8 1
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第18讲 含绝对值的方程及不等式
    从数轴上看，一个数的绝对值就是表示这个数的点离开原点的距离．但除零以外，任一个绝对值都是表示两个不同数的绝对值．即一个数与它相反数的绝对值是一样的．由于这个性质，所以含有绝对值的方程与不等式的求解过程又出现了一些新特点．本讲主要介绍方程与不等式中含有绝对值的处理方法．

    一个实数a的绝对值记作｜a｜，指的是由a所唯一确定的非负实数：
[image: image273.jpg]



    含绝对值的不等式的性质：
　 [image: image274.jpg]MW lal>lel @azlbldEa<- 101,
o-lal<<K lal;




   (2)｜a｜-｜b｜≤｜a+b｜≤｜a｜+｜b｜；
   (3)｜a｜-｜b｜≤｜a-b｜≤｜a｜+｜b｜．
　  由于绝对值的定义，所以含有绝对值的代数式无法进行统一的代数运算．通常的手法是分别按照绝对值符号内的代数式取值的正、负情况，脱去绝时值符号，转化为不含绝对值的代数式进行运算，即含有绝对值的方程与不等式的求解，常用分类讨论法．在进行分类讨论时，要注意所划分的类别之间应该不重、不漏．下面结合例题予以分析．
　　1 解方程｜x-2｜+｜2x+1｜=7．
    分析 解含有绝对值符号的方程的关键是去绝对值符号，这可用“零
[image: image275.jpg]PBE . B9x-2=0, 204120, PRBEk=2, 1=-3, A2,
1

1

FEMARER: 2, —%<x<z, <-1 mEES-BE:





掉绝对值符号再求解．
解(1)当x≥2时，原方程化(x-2)+(2x+1)=7，
[image: image276.jpg]PEZ%%:; PRATERR4EROTE R >22 A, x:%%ﬁ?ﬁ%&‘ﬂﬂi.



　　
[image: image277.jpg](2) % - 2 <ucont, FTRIN




-(x-2)+(2x[image: image278.jpg]B2 =4, BE - x<HRRAP. Fibks =4 FRENEOR,




应舍去．
[image: image279.jpg](3) %< - Loy, EARMN





-(x-2)-(2x+1)=7．
[image: image280.jpg]B2z =2, ERTGMTEER< - %ZWV Bkl = 22 R ITIRAVER.
8

Fk, RARMOE =





　说明 若在x的某个范围内求解方程时，若求出的未知数的值不属于此范围内，则这样的解不是方程的解，应舍去．
　  2 求方程｜x-｜2x+1｜｜=3的不同的解的个数．
　　[image: image281.jpg]ST AR EFRENBRS, Sl +1=0= 75 RRSAR

=1 ol < Lepenamnuners, wEaRSL





为只含有一个绝对值符号的方程．然后再去掉外层的绝对值符号求解．
｜x-(2x+1)｜=3，
　　[image: image282.jpg]B (1) Be=l0f, BRI x| =3, ER.
(2) B> - Lof, EARMLH




　　即 　　　　　　　　　　　　　　　　｜1+x｜=3，
　　所以 　　　　　　　　　　　　　　　x=2或x=-4．
　　[image: image283.jpg]BE> -, Mx=4REE.



　
　[image: image284.jpg](3) %< - Loy, EARMN




 

　　　　　　　　　　　　　　　｜x+(2x+1)｜=3，
即　　　　　　　　　　　　　　 ｜3x+1｜=3，
[image: image285.jpg]FALL

@&E




[image: image286.jpg]s, ﬁﬁmﬁ%mﬂﬁx:m:gmw. BIAR AR TRNR




的个数为2． 

3 若关于x的方程｜｜x-2｜-1｜=a有三个整数解．则a的值是多少？
解 若a＜0，原方程无解，所以a≥0．由绝对值的定义可知｜x-2｜-1=±a，
　　所以 ｜x-2｜=1±a．
(1)若a＞1，则｜x-2｜=1-a＜0，无解．｜x-2｜=1＋a，x只能有两个解x=3+a和x=1-a．
(2)若0≤a≤1，则由｜x-2｜=1+a，求得x=1-a或x=3+a；
　由｜x-2｜=1-a，求得x=1+a或x=3-a．
原方程的解为x=3+a，3-a，1+a，1-a，为使方程有三个整数解，a必为整数，所以a只能取0或1．当a=0时，原方程的解为x=3，1，只有两个解，与题设不符，所以a≠0．当a=1时，原方程的解为x=4，0，2，有三个解．
　　综上可知，a=1．
4 已知方程｜x｜=ax+1有一负根，且无正根，求a的取值范围．
解 设x为方程的负根，则-x=ax+1，即[image: image287.jpg]



所以应有a＞-1．反之，a＞-1时，原方程有负根．

  设方程有正根x，则x=ax＋1，即[image: image288.jpg]



所以a＜1．反之，a＜1时，原方程有正根．
综上可知，若使原方程有一负根且无正根，必须a≥1．
5 设[image: image289.jpg]x+y73 75
5 3 g

>0,

3
Ex+2y‘>0,



　　求x+y．
分析 从绝对值的意义知[image: image290.jpg]x+y73 75
5 3 g

>0,

3
Ex+2y‘>0




两个非负实数和为零时，这两个实数必须都为零．
　　解 由题设有
　[image: image291.jpg]



　　　　　[image: image292.jpg]1Oz




　　
把③代入①得
[image: image293.jpg]



解之得y=-3，所以x=4．故有x+y=4-3=1．
6 解方程组[image: image294.jpg]{

lz-y | =1,
Izl +21y





分析与解 由①得x-y=1或x-y=-1，即x=y+1或x=y-1．
与②结合有下面两个方程组
　　　　　　　　　　[image: image295.jpg]x=y+1, x=y-1,
(”{\xuzm (H){\x\+2\y\





解(Ⅰ)：把x=y+1代入｜x｜+2｜y｜=3得｜y+1｜+2｜y｜=3．
[image: image296.jpg]HHERS, Thy=-3y=-3, BARR =y, TREAR




组(Ⅰ)的解为
[image: image297.jpg]



　　同理，解(Ⅱ)有
[image: image298.jpg]



　　故原方程组的解为
[image: image299.jpg]



7 解方程组
[image: image300.jpg]{

lx-y| =x+y-2,
lx+y| =x+2.

@ c




解 由①得
x+y=｜x-y｜+2．
因为｜x-y｜≥0，所以x+y＞0，所以｜x+y｜=x+y． ③
　　把③代入②有
x+y=x+2，
所以y=2．将之代入①有｜x-2｜=x，所以
x-2=x， ④
　　 或 x-2=-x． ⑤
　　 ④无解，所以只有解⑤得x=1．故
[image: image301.jpg]



为原方程组的解．

说明 本题若按通常的解法，区分x+y≥0和x+y＜0两种情形，把方程②分成两个不同的方程x+y=x+2和-(x+y)=x+2，对方程①也做类似处理的话，将很麻烦．上面的解法充分利用了绝对值的定义和性质，从方程①中发现必有x+y＞0，因而可以立刻消去方程②中的绝对值符号，从而简化了解题过程．
8 解不等式｜x-5｜-｜2x+3｜＜1．
[image: image302.jpg]S REBURLRENERS. H=PRIFHE: < -





　　 ＜x≤5，x＞5．
[image: image303.jpg]B (1) 2 - 2o, ERERAY




-(x-5)-[-(2x+3)]＜1，
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-(x-5)-(2x+3)＜1，
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　　(3)当x＞5时，原不等式化为
x-5-(2x+3)＜1，
　　解之得x＞-9，结合x＞5，故x＞5是原不等式的解．
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的解． 

　9 解不等式1≤｜3x-5｜≤2．
　　分析与解 此不等式实际上是
[image: image307.jpg]{
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　　解 对｜3x-5｜≥1：
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　　[image: image310.jpg]FADRIR A2




 　　对｜3x-5｜≤2：
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　　[image: image313.jpg]PR L



　　
　　所以①与②的公共解应为
　　　　　　　　　[image: image314.jpg]<< d, Foa S,
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10 解不等式｜｜x+3｜-｜x-3｜｜＞3．
解 从里往外去绝对值符号，将数轴分为x≤-3，-3＜x≤3，x＞3三段来讨论，于是原不等式化为如下三个不等式组．
　　[image: image316.jpg]=< -3,
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　　即　　　　　　　　　　　　　　　 x≤-3．
[image: image320.jpg]/

L33,
|2z >3,
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　　即 　　　　　　　　　　　　　　x＞3．
　　[image: image323.jpg]TR, BRI - T > 2





说明 本题也可以由外向内去绝对值符号，由绝对值的意义，解下面两个不等式
[image: image324.jpg]{
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　　分别解出①和②即可，请同学们自己完成这个解法．
11 当a取哪些值时，方程｜x+2｜+｜x-1｜=a有解？
解法1 (1)当x≤-2时，｜x+2｜+｜x-1｜=-2x-1≥-2(-2)-1=3．
　　(2)当-2＜x＜1时，｜x+2｜+｜x-1｜=x+2-x+1=3．
　　(3)当x≥1时，｜x+2｜+｜x-1｜=2x+1≥2·1+1=3．
　　所以，只有当a≥3时，原方程有解．
解法2 按照绝对值的性质｜a-b｜≤｜a｜+｜b｜，故
｜x+2｜+｜x-1｜≥｜(x+2)-(x-1)｜=3．
其中等号当-2≤x≤1时成立，所以当a≥3时，原方程有解．
第19讲 二元一次不定方程的解法
　　我们知道，如果未知数的个数多于方程的个数，那么，一般来说，它的解往往是不确定的，例如方程x-2y=3，
　　方程组[image: image325.jpg]x+y+z=100,
2+ 3y +22 =180



等，它们的解是不确定的．像这类方程或方程组就称为不定方程或不定方程组．
　　不定方程(组)是数论中的一个古老分支，其内容极其丰富．我国对不定方程的研究已延续了数千年，“百鸡问题”等一直流传至今，“物不知其数”的解法被称为中国剩余定理．近年来，不定方程的研究又有新的进展．学习不定方程，不仅可以拓宽数学知识面，而且可以培养思维能力，提高数学解题的技能．
　　我们先看一个例子．
　　1小张带了5角钱去买橡皮和铅笔，橡皮每块3分，铅笔每支1角1分，问5角钱刚好买几块橡皮和几支铅笔？
　　解 设小张买了x块橡皮，y支铅笔，于是根据题意得方程
3x+11y=50．
　　这是一个二元一次不定方程．从方程来看，任给一个x值，就可以得到一个y值，所以它的解有无数多组．
　　但是这个问题要求的是买橡皮的块数和铅笔的支数，而橡皮的块数与铅笔的支数只能是正整数或零，所以从这个问题的要求来说，我们只要求这个方程的非负整数解．
　　因为铅笔每支1角1分，所以5角钱最多只能买到4支铅笔，因此，小张买铅笔的支数只能是0，1，2，3，4支，即y的取值只能是0，1，2，3，4这五个．
　　[image: image326.jpg]Fy=0, Mxz=





　　若y=3，则x=17/3，不是整数，不合题意；
　　若y=4，则x=2，符合题意．
　　所以，这个方程有两组正整数解，即
[image: image327.jpg]



　　也就是说，5角钱刚好能买2块橡皮与4支铅笔，或者13块橡皮与1支铅笔．
　　像这个例子，我们把二元一次不定方程的解限制在非负整数时，那么它的解就确定了．但是否只要把解限制在非负整数时，二元一次不定方程的解就一定能确定了呢？不能！现举例说明．
　　2求不定方程x-y=2的正整数解．
　　解 我们知道：3-1=2，4-2=2，5-3=2，…，所以这个方程的正整数解有无数组，它们是[image: image328.jpg]



　　其中n可以取一切自然数．
　　因此，所要解的不定方程有无数组正整数解，它的解是不确定的．
　　上面关于橡皮与铅笔的例子，我们是用逐个检验的方法来求它们的非负整数解的，但是这种方法在给出的数比较大的问题或者方程有无数组解的时候就会遇到麻烦．那么能不能找到一个有效而又方便的方法来求解呢？我们现在就来研究这个问题，先给出一个定理．
　　定理 如果a，b是互质的正整数，c是整数，且方程
ax+by=c ①
　　有一组整数解x0，y0则此方程的一切整数解可以表示为
[image: image329.jpg]=x,-bt




　　其中t=0，±1，±2，±3，…．
　　证 因为x0，y0是方程①的整数解，当然满足
ax0+by0=c， ②
　　因此a(x0-bt)+b(y0+at)=ax0+by0=c．
　　这表明x=x0-bt，y=y0+at也是方程①的解．
　　设x＇，y＇是方程①的任一整数解，则有
ax＇+bx＇=c. ③
　　③-②得a(x＇-x0)=b＇(y＇-y0)． ④
　　由于(a，b)=1，所以a｜y＇-y0，即y＇=y0+at，其中t是整数．将y＇=y0+at代入④，即得x＇=x0-bt．因此x＇， y＇可以表示成x=x0-bt，y=y0+at的形式，所以x=x0-bt，y=y0+at表示方程①的一切整数解，命题得证．
　　有了上述定理，求解二元一次不定方程的关键是求它的一组特殊解．
　　3 求11x+15y=7的整数解．
　　解法1 将方程变形得[image: image330.jpg]



　　因为x是整数，所以7-15y应是11的倍数．由观察得x0=2，y0=-1是这个方程的一组整数解，所以方程的解为
[image: image331.jpg]-15,
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　　解法2 先考察11x+15y=1，通过观察易得
11×(-4)+15×(3)=1，
　　所以11×(-4×7)+15×(3×7)=7，
　　可取x0=-28，y0=21．从而
[image: image332.jpg]28 -15¢,
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　　可见，二元一次不定方程在无约束条件的情况下，通常有无数组整数解，由于求出的特解不同，同一个不定方程的解的形式可以不同，但它们所包含的全部解是一样的．将解中的参数t做适当代换，就可化为同一形式．
　　4 求方程6x+22y=90的非负整数解．
　　解 因为(6，22)=2，所以方程两边同除以2得3x+11y=45． ①
　　由观察知，x1=4，y1=-1是方程3x+11y=1 ②
　　的一组整数解，从而方程①的一组整数解为
[image: image333.jpg]%, =45X 4 =180,
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　　由定理，可得方程①的一切整数解为
[image: image334.jpg]80-11t,
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　　因为要求的是原方程的非负整数解，所以必有
[image: image335.jpg]180-116220, @
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　　由于t是整数，由③，④得15≤t≤16，所以只有t=15，t=16两种可能．
　　当t=15时，x=15，y=0；当t=16时，x=4，y=3．所以原方程的非负整数解是
[image: image336.jpg]



　　5 求方程7x+19y=213的所有正整数解．
　　分析 这个方程的系数较大，用观察法去求其特殊解比较困难，碰到这种情况我们可用逐步缩小系数的方法使系数变小，最后再用观察法求得其解．
　　解 用方程7x+19y=213 ①
　　的最小系数7除方程①的各项，并移项得
[image: image337.jpg]



　　因为x，y是整数，故3-5y/7=u也是整数，于是5y+7u=3．Ｔ儆*5除此式的两边得
[image: image338.jpg]
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2u+5v=3． ④
　　由观察知u=-1，v=1是方程④的一组解．将u=-1，v=1代入③得y=2．y=2代入②得x=25．于是方程①有一组解x0=25，y0=2，所以它的一切解为[image: image340.jpg]{y:2+7t.




　　由于要求方程的正整数解，所以
[image: image341.jpg]25-196>0,
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　　解不等式，得t只能取0，1．因此得原方程的正整数解为
[image: image342.jpg]



　　当方程的系数较大时，我们还可以用辗转相除法求其特解，其解法结合例题说明．
　 6 求方程37x+107y=25的整数解．
　　解 107=2×37+33，37=1×33+4，33=8×4+1．
　　为用37和107表示1，我们把上述辗转相除过程回代，得
1=33-8×4=37-4-8×4=37-9×4 =37-9×(37-33)=9×33-8×37

　　　　 ＝9×(107-2×37)8×37＝9×107-26×37

　　　 　=37×(-26)+107×9．
　　由此可知x1=-26，y1=9是方程37x+107y=1的一组整数解．于是
x0=25×(-26)=-650，y0=25×9=225

　　是方程37x+107y=25的一组整数解．
　　所以原方程的一切整数解为
[image: image343.jpg]650-107,
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　　7 某国硬币有5分和7分两种，问用这两种硬币支付142分货款，有多少种不同的方法？
　　解 设需x枚7分，y枚5分恰好支付142分，于是
7x+5y=142. ①
　　所以
[image: image344.jpg]



　　由于7x≤142，所以x≤20，并且由上式知5｜2(x-1)．因为(5，2)=1，所以5｜x-1，从而x=1，6，11，16，①的非负整数解为
[image: image345.jpg]



　　所以，共有4种不同的支付方式．
　　说明 当方程的系数较小时，而且是求非负整数解或者是实际问题时，这时候的解的组数往往较少，可以用整除的性质加上枚举，也能较容易地解出方程．
　　多元一次不定方程可以化为二元一次不定方程．
　　8 求方程9x+24y-5z=1000的整数解．
　　解 设9x+24y=3t，即3x+8y=t，于是3t-5z=1000．于是原方程可化为
[image: image346.jpg]3x+8y =t, ©
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　　用前面的方法可以求得①的解为
[image: image347.jpg]



　　②的解为
[image: image348.jpg]000+ 5v,
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　　消去t，得
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　　大约1500年以前，我国古代数学家张丘建在他编写的《张丘建算经》里，曾经提出并解决了“百钱买百鸡”这个有名的数学问题，通俗地讲就是下例．
　9今有公鸡每只五个钱，母鸡每只三个钱，小鸡每个钱三只．用100个钱买100只鸡，问公鸡、母鸡、小鸡各买了多少只？
　　解 设公鸡、母鸡、小鸡各买x，y，z只，由题意列方程组
[image: image350.jpg]{
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　　①化简得 15x+9y+z=300． ③
　　③-②得 14x+8y=200，
　　即 7x+4y=100．
　　解7x+4y=1得
[image: image351.jpg]



　　于是7x+4y=100的一个特解为
[image: image352.jpg]f
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　　由定理知7x+4y=100的所有整数解为
[image: image353.jpg]{y —ooo.m,  VEEE




　　由题意知，0＜x，y，z＜100，所以
[image: image354.jpg]0<C-100+4t<C100,
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　　[image: image355.jpg]25<4<50,
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　　[image: image356.jpg]25283



 

　　由于t是整数，故t只能取26，27，28，而且x，y，z还应满足
x+y+z=100．
t x y z

26 4 18 78

27 8 11 81

28 12 4 84

　　即可能有三种情况：4只公鸡，18只母鸡，78只小鸡；或8只公鸡，11只母鸡，81只小鸡；或12只公鸡，4只母鸡，84只小鸡．
第20讲 统计初步
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第21讲 从三角形内角和谈起
  三角形的内角和等于180°(也称一个平角)是三角形的一个基本性质．从它出发可引出下面两个事实：
(1)三角形的外角等于此三角形中与它不相邻的两个内角和．
如图1－35所示．延长三角形的三条边，由三角形一条边
[image: image361.jpg]



及另一条边的延长线所成的角称为该三角形的一个外角．如图1－35中的∠1，∠2，∠3，∠4，∠5，∠6．由于
∠1+∠ABC=180°(平角)，
又∠BAC+∠BCA+∠ABC=180°，

所以∠1=∠BAC+∠BCA．

同法可证∠3=∠BAC+∠ABC，∠5=∠ABC+∠ACB．
(2)n边形的内角和等于(n-2)×180°．
    如图1－36所示．以n边形A1A2…An的某一个顶点(如A1)为共同顶点，将这个n边形“分割成” n-2个三角形△A1A2A3，△A1A3A4，…， △A1An-1An．由于每一个三角形的内角和等于180°，所以，这n-2个三角形的内角和(即n边形的内角和)为(n-2)×180°(详证见后面例 6)．
[image: image362.jpg]Ay

[=RES

Je




三角形内角和等于180°这个事实有着广泛的应用．
1 如图1－37所示．平面上六个点A，B， C，D，E，F构成一个封闭折线图形．求：∠A+∠B+∠C+∠D+∠E+∠F．
分析 所求的六个角分布在三个三角形中，但需减去顶点位于P，Q，R处的三个内角，由图形结构不难看出，这三个内角可以集中到△PQR中．
[image: image363.jpg]



　　解 在△PAB，△RCD，△QEF中，
∠A+∠B+∠APB=180°， ①
∠C+∠D+∠CRD=180°， ②
∠E+∠F+∠EQF=180°． ③
　　又在△PQR中
∠QPR+∠PRQ+∠PQR=180°．④
　　又 ∠APB=∠QPR，∠CRD=∠PRQ，
∠EQF=∠PQR(对顶角相等)．
　　①+②+③-④得
∠A+∠B+∠C+∠D+∠E+∠F=360°．
说明 依据图形的特点，利用几何图形的性质将分散的角集中到某些三角形之中，是利用三角形内角和性质的前提．

 2 求如图1－38所示图形中∠A+∠B+∠C+∠D+∠E的大小．
分析 如果我们注意力放在三角形内角和上，那么
∠ABE=∠ABO+∠OBE，
∠AEB=∠AED+∠OEB．

而∠ABE，∠AEB属于△ABE，∠OBE，∠OEB属于△OBE，再注意到△OBE及△ODC中，因∠BOE=∠COD(对顶角)，因而， ∠D+∠C=∠OBE+∠OEB．从而，可求出题中五角和．
[image: image364.jpg]



解法1 连接BE．在△COD中，∠C+∠D+∠COD=180°． ①
　　在△ABE中，∠A+∠ABE+∠AEB=180°． ②
　　①+②得(∠A+∠C+∠D)+∠COD+∠ABE+∠AEB=360°． ③
　　又∠ABE=∠ABO(即为∠B)+∠OBE，

∠AEB=∠AEO(即为∠E)+∠OEB．
　　故③式可化为(∠A+∠B+∠C+∠D+∠E)
+(∠COD+∠OBE+∠OEB)=360°．④
　　由于∠COD=∠BOE(对顶角相等)，

　　在△BOE中∠COD+∠OBE+∠OEB=∠BOE+∠OBE+∠OEB＝180°．
　　由④得 ∠A+∠B+∠C+∠D+∠E=180°．
解法2 如果我们注意到三角形外角的性质，结合图形(图1－39)会发现在△OCD中有∠1=∠C+∠D，△APE中∠2=∠A+∠E，在△BOP中∠1+∠2+∠B=180°，从而有∠A+∠B+∠C+∠D+∠E=180°．
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说明 本例解法2比解法1简洁，因为我们应用了关于三角形外角的性质．
3 如图1－40所示．在△ABC中，∠B的平分线与∠C的外角平分线交于D，且∠D=30°．求∠A的度数．
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分析∠D位于△BCD中，∠A位于△ABC中，它们位于两个不同的三角形之中，欲利用三角形内角和定理解决问题，就必须寻求两个三角形中内角之间的关系，角平分线的条件为我们提供了信息，事实上
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解 由已知，∠D=30°．在△BCD中，∠CBD+∠BCD=180°-30°=150°．①
　　因为BD是∠ABC的平分线，所以[image: image368.jpg]ZCBD :%LABC. @




　　又因为CD是∠ACE的平分线，所以[image: image369.jpg]ZacD =1 ZacE.




　　从而[image: image370.jpg]ZBCD=ZACB+ % ZACE
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　　由①，②，③
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　　即
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　　所以 　　∠A=60°．

    说明 解决本题的关键在于两条角平分线架起了△ABC与△BCD之间的桥梁，完成了从已知向未知的过渡．细心审题，发现已知与所求之间的联系，常是解题的重要前提．
4 如图1-41所示．∠A=10°，∠ABC=90°，
　　∠ACB=∠DCE，∠ADC=∠EDF，∠CED=∠FEG．求∠F的度数． 
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   分析 如果我们能注意到所给的一系列等角条件正反映了内角与外角的关系，问题就不难解决．例如在∠ACB=∠DCE中，∠ACB是△ABC的一个内角，∠DCE是△ACD的外角．∠ADC=∠EDF及∠CED=∠FEG两个等式两边的角也是类似情况，这就为我们利用外角定理解题创造了机会．
解 在△ABC中，∠A=10°，∠ABC=90°，所以∠ACB＝80°．因为∠DCE=∠ACB=80°，　　在△ACD中，∠DCE是它的一个外角，所以
∠DCE=∠A+∠ADC，80°=10°+∠ADC，
　　所以∠ADC=70°，∠EDF=∠ADC=70°．

　　在△ADE中，∠EDF是它的一个外角，所以
∠EDF=∠A+∠AED，
70°=10°+∠AED，
　　所以∠AED=60°，∠FEG=∠AED=60°．

　　在△AEF中，∠FEG是它的一个外角，所以∠FEG=∠A+∠F，
　　所以∠F=∠FEG-∠A=60°-10°=50°．

5 如图1－42所示．△ABC的边BA延长线与外角∠ACE的平分线交于D．求证：∠BAC＞∠B．
[image: image377.jpg]



分析 三角形的外角定理的意义中已暗含着“三角形的外角大于三角形中与此外角不相邻的内角”的意义．证明有关三角形角的不等问题可从此下手．
　证 ∠BAC是△ACD的一个外角，因为∠BAC=∠1+∠D，所以2∠BAC=2∠1+2∠D=∠ACE+2∠D＞∠ACE①(因为CD是∠ACE的平分线)．又∠ACE是△ABC的一个外角，所以∠ACE=∠B+∠BAC． ②
由②，③2∠BAC＞∠B+∠BAC，所以 ∠BAC＞∠B．
    由于多边形可以分割为若干个三角形，因而多边形的内角和可以转化为三角形内角和来计算．下面我们来求n(n≥3的自然数)边形的内角和．
   6、 n边形的内角和等于(n-2)·180°．
   分析 我们不妨先从具体情况入手．
    当n=4时，如图1－43所示．四边形ABCD用一条对角线可以分割成两个三角形，因此四边形ABCD的内角和=三角形ABC的内角和+三角形ACD的内角和=2×180°=360°．
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    当n=5时，如图1－44所示．五边形ABCDE用两条对角线可以分割为三个三角形．类似于n=4的情况，可证明：五边形ABCDE的内角和=3×180°=540°．

   由这两个具体实例，我们可以找到n边形的内角和的证明方法．
   证 在n边形A1A2A3…An中，以A1为一个端点，连接对角线A1A3，A1A4，…，A1An-1，共有(n-1)-3+1=n-3条对角线，将这个n边形分割成n-2个三角形．显然，这n-2个三角形的内角“合并”起来恰是这个n边形的n个内角，如图1-45所示．所以n边形的内角和=(n-2)×180°．
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说明(1)从具体的简单的问题入手常能找到解决复杂问题的思路．如本题从n=4，5入手，找到将多边形分割为三角形的方法(这是一个本质的方法)，从而可以推广到n为任意自然数的范围中去．

(2)各条边都相等，各个内角都相等的多边形称为正多边形．由本例自然可以推出正n边形每一个内角的大小．
设正n边形的一个内角大小为a，则
n边形的内角和=na=(n-2)×180°，
所以
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例如正五边形的内角的度数为

[image: image382.jpg]X 180° =108° .




正十边形的内角度数为

[image: image383.jpg]X180° =8X18° =144° .




第22讲 通过面积割补练习推理
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第23讲 几何图形的计数问题
    在几何中，有许多有趣的计数问题，如计算线段的条数，满足某种条件的三角形的个数，若干个图分平面所成的区域数等等．这类问题看起来似乎没有什么规律可循，但是通过认真分析，还是可以找到一些处理方法的．常用的方法有枚举法、加法原理和乘法原理法以及递推法等．
1 如图1－65所示，数一数图中有多少条不同的线段？
[image: image389.jpg]



解 对于两条线段，只要有一个端点不同，就是不同的线段，我们以左端点为标准，将线段分5类分别计数：
(1)以A为左端点的线段有AB，AC，AD，AE，AF共5条；
(2)以B为左端点的线段有BC，BD，BE，BF共4条；
(3)以C为左端点的线段有CD，CE，CF共3条；
(4)以D为左端点的线段有DE，DF共2条；
(5)以E为左端点的线段只有EF一条．
所以，不同的线段一共有5+4+3+2+1=15(条)．
一般地，如果一条线段上有n+1个点(包括两个端点)，那么这n+1个点把这条线段一共分成的线段总数为

        n+(n-1)+…+2+1=n(n+1)/2

2 图1－66中有多少个三角形？
解 以OA为一边的三角形有△OAB，△OAC，△OAD， △OAE，△OAF共5个；以OB为一边的三角形还有4个(前面已计数过的不再数，下同)，它们是△OBC，△OBD，△OBE， △OBF；以OC为一边的三角形有△OCD，△OCE，△OCF共3个；以OD为一边的三角形有△ODE，△ODF共2个；以OE为一边的三角形有△OEF一个．所以，共有三角形
5+4+3+2+1=15(个)．
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说明 其实，不同的三角形数目等于线段AF中不同线段的条数．一般地，当原三角形的一条边上有n+1个点(包括两端点)时，它们与另一顶点的连线所构成的三角形总数为n+(n-1)+…+2+1=n(n+1)/2.

3(1)图1－67中一共有多少个长方形？
(2)所有这些长方形的面积和是多少？
解(1)图中长的一边有5个分点(包括端点)，所以，长的一边上不同的线段共有1+2+3+4=10(条)．
同样，宽的一边上不同的线段也有10条．
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所以，共有长方形10×10=100(个)．
(2)因为长的一边上的10条线段长分别为
5，17，25，26，12，20，21，8，9，1，
宽的一边上的10条线段长分别为
2，6，13，16，4，11，14，7，10，3．
所以，所有长方形面积和为(5×2+5×6+…+5×3)

+(17×2+17×6+…+17×3)

+…+(1×2+1×6+…+1×3)

=(5+17+…+1)×(2+6+…+3)

= 144×86=12384．
4 图1－68中共有多少个三角形？
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解 显然三角形可分为尖向上与尖向下两大类，两类中三角形的个数相等．尖向上的三角形又可分为6类：最大的三角形1个(即△ABC)，
第二大的三角形有1+2=3(个)，

第三大的三角形有1+2+3=6(个)，
第四大的三角形有1+2+3+4=10(个)，
第五大的三角形有1+2+3+4+5=15(个)，
最小的三角形有1+2+3+4+5+6+3=24(个)．
我们的计数是有规律的．当然，要注意在△ABC外面还有三个最小的尖向上的三角形(左、右、下各一个)，所以最小的三角形不是21个而是24个．
于是尖向上的三角形共1+3+6+10+15+24=59(个)．
图中共有三角形59×2=118(个)．
5 图1－69中有多少个等腰直角三角形？
解 图1－69中有5×5+4×4=41个点．在每点标一个数，它等于以这点为直角顶点的等腰直角三角形的个数．因此，共有等腰直角三角形4×8+5×16+6×4+10×4+8×4+11×4+16×1

=268(个)．
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6(1)图1－70(a)中有多少个三角形？(2)图1－70(b)中又有多少个三角形？
解(1)图1－70(a)中有6条直线．一般来说，每3条直线能围成一个三角形，但是这3条直线如果相交于同一点，那么，它们就不能围成三角形了．
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从6条直线中选3条，有[image: image395.jpg]6X5X4
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种选法(见说明)，每次选出的3条直线围成一个三角形，但是在图1－70(a)中，每个顶点处有3条直线通过，它们不能围成三角形，因此，共有20-3=17个三角形．
(2)图1－70(b)中有7条直线，从7条直线中选3条，有
7×6×5/6=35

种选法．每不过同一点的3条直线构成一个三角形．
图1－70(b)中，有2个顶点处有3条直线通过，它们不能构成三角形，还有一个顶点有4条直线通过，因为4条直线中选3条有4种选法，即能构成4个三角形，现在这4个三角形没有了，所以，图1－70(b)中的三角形个数是35-2-4=29(个)．
说明 从6条直线中选2条，第一条有6种选法，第二条有5种选法，共有6×5种选法．但是每一种被重复算了一次， 例如l1l2与l2l1实际上是同一种，所以，不同的选法是6×5÷2=15种．
从6条直线中选3条，第一条有6种选法，第二条有5种选法，第三条有4种选法，共有6×5×4种选法．但是每一种被重复计算了6次，例如，111213，111312，121113，121311，131112，131211实际上是同一种，所以，不同的选法应为6×5×4/6=20种．
下面我们利用递推的方法来计算一些图形区域问题．
7 问8条直线最多能把平面分成多少部分？
解 1条直线最多将平面分成2个部分；2条直线最多将平面分成4个部分；3条直线最多将平面分成7个部分；现在添上第4条直线．它与前面的3条直线最多有3个交点，这3个交点将第4条直线分成4段，其中每一段将原来所在平面部分一分为二，如图1－71，所以4条直线最多将平面分成7+4=11个部分．
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完全类似地，5条直线最多将平面分成11+5=16个部分；6条直线最多将平面分成16+6=22个部分；7条直线最多将平面分成22+7=29个部分；8条直线最多将平面分成29+8=37个部分。
所以，8条直线最多将平面分成37个部分．
说明 一般地，n条直线最多将平面分成
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个部分．
8 平面上5个圆最多能把平面分成多少个部分？
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解 1个圆最多能把平面分成2个部分；2个圆最多能把平面分成4个部分；3个圆最多能把平面分成8个部分；现在加入第4个圆，为了使分成的部分最多，第4个圆必须与前面3个圆都有两个交点．如图1－72所示．因此得6个交点，这6个交点将第4个圆的圆周分成6段圆弧，而每一段圆弧将原来的部分一分为二，即增加了一个部分，于是，4个圆最多将平面分成8+6=14个部分．
同样道理，5个圆最多将平面分成14+8=22个部分．
所以，5个圆最多将平面分成22个部分．
说明 用上面类似的方法，我们可以计算出n个圆最多分平面的部分数为2+1×2+2×2+…+(n-1)×2　 　　　　　　　　　　　　　　　=2+2［1+2+…+(n-1)］　 　　　　　　　　　　　　　　　=n2-n+2．
9 平面上5个圆和一条直线，最多能把平面分成多少个部分？
解 首先，由上题可知，平面上5个圆最多能把平面分成22个部分．现在加入一条直线．由于一条直线最多与一个圆有两个交点，所以，一条直线与5个圆最多有10个交点．10个点把这条直线分成了11段，其中9段在圆内，2条射线在圆外．9条在圆内的线段把原来的部分一分为二，这样就增加了9个部分；两条射线把圆外的平面一分为二，圆外只增加了一个部分．所以，总共增加了10个部分．
因此，5个圆和1条直线，最多将平面分成22+10=32个部分．
10 平面上5条直线和一个圆，最多能把平面分成多少个部分？
解 首先，由例7知，5条直线最多将平面分成16个部分．
现在加入一个圆，它最多与每条直线有两个交点，所以，与5条直线最多有10个交点．这10个交点将圆周分成10段圆弧，每一段圆弧将原来的部分一分为二，所以，10段圆弧又把原来的部分增加了10个部分．
因此，5条直线和一个圆，最多能把平面分成16+10=26个部分．
11 三角形ABC内部有1999个点，以顶点A，B，C和这1999个点为顶点能把原三角形分割成多少个小三角形？
[image: image399.jpg]



解 设△ABC内部的n-1个点能把原三角形分割成an-1个小三角形，我们考虑新增加一个点Pn之后的情况：
　(1)若点Pn在某个小三角形的内部，如图1－73(a)，则原小三角形的三个顶点连同Pn将这个小三角形一分为三，即增加了两个小三角形；
(2)若点Pn在某两个小三角形公共边上，如图1－73(b)．则这两个小三角形的顶点连同点Pn将这两个小三角形分别一分为二，即也增加了两个小三角形．　所以，△ABC内部的n个点把原三角形分割成的小三角形个数为an=an-1+2．
易知a0=1，于是a1=a0+2，a2=a1+2，…，an＝an-1+2．
将上面这些式子相加，得

an=2n+1．
所以，当n=1999时，三个顶点A，B，C和这1999个内点能把原三角形分割成2×1999+1=3999个小三角形．
第24讲 三角形的内角和
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第25讲 三角形不等式
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第26讲 三角形全等
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第27讲 角形的边角性质
三角形边角性质主要的有：

1. 边与边的关系是：任意两边和大于第三边，任意两边差小于第三边，反过来要使三条线段能组成一个三角形，必须任意两条线段的和都大于第三条线段，即最长边必须小于其他两边和。用式子表示如下：

a,b,c是△ABC的边长
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推广到任意多边形：任意一边都小于其他各边的和

2. 角与角的关系是：三角形三个内角和等于180
[image: image421.wmf]o

；任意一个外角等于和它不相邻的两个内角和。

推广到任意多边形：四边形内角和=2×180
[image: image422.wmf]o

，  五边形内角和=3×180
[image: image423.wmf]o


六边形内角和=4×180
[image: image424.wmf]o

    n边形内角和=(n－2) 180
[image: image425.wmf]o


3. 边与角的关系

1 在一个三角形中，等边对等角，等角对等边；

大边对大角，大角对大边。

2 在直角三角形中，

△ABC中∠C=Rt∠
[image: image426.wmf]2

2

2

c

b

a

=

+

Û

(勾股定理及逆定理)

△ABC中
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△ABC中
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例1.要使三条线段3a－1,4a+1,12－a能组成一个三角形求a的取值范围。

 解：根据三角形任意两边和大于第三边，得不等式组                                             


[image: image431.wmf]ï

î

ï

í

ì

+

>

-

+

-

-

>

-

+

+

-

>

+

+

-

1

4

1

3

12

1

3

12

1

4

12

1

4

1

3

a

a

a

a

a

a

a

a

a

 解得
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答当1.5<a<5时，三条线段3a－1,4a+1,12－a能组成一个三角形

例2.如图

          A        B         C             D

AB=x，AC=y,  AD=z 若以AB和CD分别绕着点B和点C旋转，使点A和D重合组成三角形，下列不等式哪些必须满足？

1 x<
[image: image433.wmf]2

z

,　　②y<x+
[image: image434.wmf]2

z

,　　③y<
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z


解由已知AB=x,  BC=y－x,  CD=z－x要使AB，BC，CD组成三角形，必须满足下列不等式组：
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    即
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答y<x+
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必须满足。

例3.已知△ABC的三边都是正整数，a=5,　b≤a≤c,符合条件的三角形共有几个？试写出它们的边长。

解：由已知a=5，1≤b≤5，∵c<a+b, ∴5≤c ≤9

∴符合条件的三角形共有15个，(按b,a,c排列)

它们的边长是：155；255，256；355，356，357；455，456，457，458；

555，556，557，558，559。

例4.   　　　　   如图求角A，B，C，D，E，F的度数和                                              

                       解：四边形EFMN 的内角和=360度                                     

                          ∠1=∠A+∠B，∠2=∠C+∠D 

                        ∠1＋∠2＋∠E＋∠F＝ 360度             

        　　　　　　　∴∠A+∠B+∠C+∠D+∠E+∠F=360度                                                          

例5.△ABC中，∠A≤∠B≤∠C，2∠C=5∠A，求∠B的取值范围

解：根据题意，得
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例6.在凸四边形ABCD中，AB＝BC＝CD，∠A：∠B：∠C＝1：1：2

　求各内角的度数　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

解：作∠BCD的平分线交AD于E，　　　　　　

△BCE≌△DCE（SAS）　∴∠D＝∠CBE　　　　　　　　　　　　　　　

△BCE≌△BAE（SSS）　∴∠CBE＝∠ABE＝∠D　　　

设∠D＝X度，则2X＋2X＋4X＋X＝360

∴X＝40（度）　答∠DAB＝∠ABC＝80
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第28讲 应用问题的解题技巧
    应用问题是中学数学的重要内容．它与现实生活有一定的联系，它通过量与量的关系以及图形之间的度量关系，形成数学问题．应用问题涉及较多的知识面，要求学生灵活应用所学知识，在具体问题中，从量的关系分析入手，设定未知数，发现等量关系列出方程，获得方程的解，并代入原问题进行验证．这一系列的解题程序，要求对问题要深入的理解和分析，并进行严密的推理，因此对发展创造性思维有重要意义．下面举出几个例题，略述一下解应用问题的技能和技巧．
1．直接设未知元
    在全面透彻地理解问题的基础上，根据题中求什么就设什么是未知数，或要求几个量，可直接设出其中一个为未知数，这种设未知数的方法叫作直接设未知元法．
    1 某校初中一年级举行数学竞赛，参加的人数是未参加人数的3倍，如果该年级学生减少6人，未参加的学生增加6人，那么参加与未参加竞赛的人数之比是2∶1．求参加竞赛的与未参加竟赛的人数及初中一年级的人数．
    分析 本例中要求三个量，即参赛人数、未参赛人数，以及初中一年级人数．由已知条件易知，可直接设未参赛人数为x，那么参赛人数便是3x．于是全年级共有(x+3x)人．
    由已知，全年级人数减少6人，即(x+3x)-6， ①而未参加人数增加6人时，则参加人数是未参加人数的2倍，从而总人数为
 　(x+6)+2(x+6)．②
  由①，②自然可列出方程．
解 设未参加的学生有x人，则根据分析，①，②两式应该相等，所以有方程(x+6)+2(x+6)=(x+3x)-6，
　　所以x+6+2x+12=4x-6，
所以 3x+18=4x-6，
所以 x=24(人)．
所以未参加竞赛的学生有24人，参加竞赛的小学生有
3×24=72(人)．
全年级有学生4×24=96(人)．

说明 本例若按所求量次序设参加人数为x人，则未参加人数为　[image: image455.jpg]Le BHPESR, SEVRERRLIN.




2 一工人在定期内要制造出一定数量的同样零件，若他每天多做[image: image456.jpg]104, Wﬁﬁm%%%ﬁiv EftERIHsA, WERIIE. FIftE



做多少个零件？定期是多少天？ 

分析 若直接设这个工人要做x个零件，定期为y天，则他每天做[image: image457.jpg]—Ef. RBRERME, SiEXESHE101, NUEW&&%/I\I?JL
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另一方面，如果他每天少做5个，则要增加3天工期，因此，
[image: image458.jpg]x:[i,s] (5+3) .
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显然，将此两式联立，解出x，y即可．
解 设工人要做x个零件，定期为y天，则他每天做x/y个，依分析有方程组
[image: image459.jpg](gﬂo) (y%%) =%
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　　整理得
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　　②×2+①得
[image: image461.jpg]2_50, ==50y,
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　　将x=50y代入②得
y=27， x=50y=1350，
　　[image: image462.jpg]



　　答 工人要做1350个零件，定期为27天．
3 一队旅客乘坐汽车，要求每辆汽车的旅客人数相等．起初每辆汽车乘了22人，结果剩下1人未上车；如果有一辆汽车空着开走，那么所有旅客正好能平均分乘到其他各车上．已知每辆汽车最多只能容纳32人，求起初有多少辆汽车？有多少名旅客？
解 设起初有汽车m辆，开走一辆空车后，平均每辆车所乘旅客为n人．由于m≥2，n≤32，依题意有
22m+1=n(m-1)．
　　所以
[image: image463.jpg]



因为n为自然数，所以23/m-1为整数，因此m-1=1，或m-1=23，
　　即 m=2或m=24.

当 m=2时，n=45(不合题意，舍去)；当m=24时，n=23(符合题意)．所以旅客人数为：n(m-1)=23×(24-1)=529(人)．
答 起初有汽车24辆，有乘客529人．
注意 解方程后所得结果必须代入原题检验根的合理性，并根据情况做具体讨论．
2．间接设元
   如果对某些题目直接设元不易求解，便可将并不是直接要求的某个量设为未知数，从而使得问题变得容易解答，我们称这种设未知数的方法为间接设元法．
   4 若进货价降低8％，而售出价不变，那么利润可由目前的p％增加到(p+10)％，求p．
   分析 本题若直接设未知元为x，则不易列方程，为此，可间接设元，设进货价为x，则下降后的进货价为0.92x．由于售出价不变，它可用以下方程式表示：x(1+p％)=0.92x[1+(10+p)％]．
   解 设原进货价为x，则下降8％后的进货价为0.92x．根据题意售货价不变，故有以下方程x(1+0.01p)=0.92x[1+0.01(p+10)]，
　　约去x得1+0.01p=0.92［1+0.01(p+10)］，
　　所以1+0.01p=0.92+0.0092p+0.092，
　　所以(0.01-0.0092)p=0.92+0.092-1，
　　即 0.0008p=0.012，　　所以 p=15．
　　答 原利润为15％．
5 甲乙两人沿着圆形跑道匀速跑步，它们分别从直径AB两端同时相向起跑．第一次相遇时离A点100米，第二次相遇时离B点60米，求圆形跑道的总长．
分析与解 如图1－76，设圆形跑道总长为2S，又设甲乙的速度分别为V，V＇，再设第一次在C点相遇，则第二次相遇有以下两种情况：
[image: image464.jpg]100,

B1-76

&




(1)甲乙第二次相遇在B点下方D处，此时有方程组
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　　化简得
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　　由③，④得
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　　解此方程得
S=0(舍去)，S=240．
　　所以2S=480米．经检验是方程的解．
(2)若甲乙第二次相遇在B的上方D＇处，则有方程组
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解此方程组得S=0(舍去)，S=360．

所以2S=720米．经检验也是方程的解．
这样，两人可能在D点处相遇，也可能在D＇点处相遇，故圆形跑道总长为480米或720米．
3．设辅助元
   有时为了解题方便，可设某些量为辅助量，参与列方程和运算，最后把这些辅助量约去，得出要求的值．
   6 从两个重量分别为m千克和n千克，且含铜百分数不同的合金上，切下重量相等的两块，把所切下的每一块和另一种剩余的合金加在一起熔炼后，两者含铜百分数相等，问切下的重量是多少千克？
    分析与解 设切下的重量是x千克，并设重m千克的铜合金中含铜的百分数为q1，重n千克的铜合金中含铜的百分数为q2，则切下的两块中分别含铜xq1和xq2，而混合熔炼后所得两块合金中分别含铜[xq1+(n-x)q2]和[xq2+(m-x)q1]．故依题意有方程
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　　解此方程得
[image: image470.jpg]



　　答 切下的重量为mn/m+n(千克)．
    7 甲乙两邮递员分别从A，B两地同时以匀速相向而行，甲比乙多走了18千米(km)，相遇后甲走4.5小时到达B地，乙走8小时到A地，求A，B两地的距离．
    解 设甲速为a千米/小时，乙速为b千米/小时，A，B两地的距离为2S，依题意有
[image: image471.jpg]
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　　所以
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　　所以 S-9/S+9=3/4，
　　所以 S=63(千米)， 2S=126(千米)．
答 A，B两地相距126千米．

第29讲 生活中的数学(一)—储蓄、保险与纳税
    储蓄、保险、纳税是最常见的有关理财方面的数学问题，几乎人人都会遇到，因此，我们在这一讲举例介绍有关这方面的知识，以增强理财的自我保护意识和处理简单财务问题的数学能力．
1．储蓄
    银行对存款人付给利息，这叫储蓄．存入的钱叫本金．一定存期(年、月或日)内的利息对本金的比叫利率．本金加上利息叫本利和．利息=本金×利率×存期，本利和=本金×(1+利率经×存期)．如果用p，r，n，i，s分别表示本金、利率、存期、利息与本利和，那么有i=prn，s=p(1+rn)．
例1 设年利率为0.0171，某人存入银行2000元，3年后得到利息多少元？本利和为多少元？
解 i=2000×0.0171×3=102.6(元)．
s=2000×(1+0.0171×3)=2102.6(元)．
答 某人得到利息102.6元，本利和为2102.6元．
    以上计算利息的方法叫单利法，单利法的特点是无论存款多少年，利息都不加入本金．相对地，如果存款年限较长，约定在每年的某月把利息加入本金，这就是复利法，即利息再生利息．目前我国银行存款多数实行的是单利法．不过规定存款的年限越长利率也越高．例如，1998年3月我国银行公布的定期储蓄人民币的年利率如表22．1所示．
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　　用复利法计算本利和，如果设本金是p元，年利率是r,存期是n年，那么若第1年到第n年的本利和分别是s1，s2,…，sn，则
　　s1=p(1+r)，
　　s2=s1(1+r)=p(1+r)(1+r)=p(1+r)2，
　　s3＝s2(1+r)=p(1+r)2(1+r)=p(1+r)3，
　　……，
　　sn=p(1+r)n．
2 小李有20000元，想存入银行储蓄5年，可有几种储蓄方案，哪种方案获利最多？

解 按表22．1的利率计算．
(1)连续存五个1年期，则5年期满的本利和为
20000(1+0.0522)5≈25794(元)．
(2)先存一个2年期，再连续存三个1年期，则5年后本利和为
20000(1+0.0558×2)·(1+0.0522)3≈25898(元)．
(3)先连续存二个2年期，再存一个1年期，则5年后本利和为
20000(1+0.0558×2)2·(1+0.0552)≈26003(元)．
(4)先存一个3年期，再转存一个2年期，则5年后的本利和为
20000(1＋0.0621×3)·(1+0.0558×2)≈26374(元)．
(5) 先存一个3年期，然后再连续存二个1年期，则5年后本利和为20000(1+0.0621×3)·(1+0.0522)2≈26268(元)．

(6)存一个5年期，则到期后本利和为
20000(1+0.0666×5)≈26660(元)．
显然，第六种方案，获利最多，可见国家所规定的年利率已经充分考虑了你可能选择的存款方案，利率是合理的．
3 小华是独生子女，他的父母为了给他支付将来上大学的学费，从小华5岁上小学前一年，就开始到银行存了一笔钱，设上大学学费每年为4000元，四年大学共需16000元，设银行在此期间存款利率不变，为了使小华到18岁时上大学本利和能有16000元，他们开始到银行存入了多少钱？(设1年、3年、5年整存整取，定期储蓄的年利率分别为5.22％，6.21％和6.66％)

解 从5岁到18岁共存13年，储蓄13年得到利息最多的方案是：连续存两个5年期后，再存一个3年期．
设开始时，存入银行x元，那么第一个5年到期时的本利和为
x+x·0.0666×5＝x(1+0.0666×5)．
利用上述本利和为本金，再存一个5年期，等到第二个5年期满时，则本利和为x(1+0.0666×5)+x(1+0.0666×5)·0.0666×5

=x(1+0.0666×5)2．
利用这个本利和，存一个3年定期，到期时本利和为x(1+0.0666×5)2(1+0.0621×3)．这个数应等于16000元，即
x(1+0.0666×5)2·(1+0.0621×3)=16000，
所以 1.777×1.186x=16000，
　　所以 x≈7594(元)．
答 开始时存入7594元.

2．保险
   保险是现代社会必不可少的一种生活、生命和财产保护的金融事业．例如，火灾保险就是由于火灾所引起损失的保险，人寿保险是由于人身意外伤害或养老的保险，等等．下面举两个简单的实例．
4 假设一个小城镇过去10年中，发生火灾情况如表22．2所示．
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试问：(1)设想平均每年在1000家中烧掉几家？
(2)如果保户投保30万元的火灾保险，最低限度要交多少保险费保险公司才不亏本？
解 (1)因为1+0+1+2+0+2+1+2+0+2=11(家)，
365+371+385+395+412+418+430+435+440＋445=4096(家)．
11÷4096≈0.0026．
(2)300000×0.0026=780(元)．
答(1)每年在1000家中，大约烧掉2.6家．
(2)投保30万元的保险费，至少需交780元的保险费．
   5 财产保险是常见的保险．假定A种财产保险是每投保1000元财产，要交3元保险费，保险期为1年，期满后不退保险费，续保需重新交费．B种财产保险是按储蓄方式，每1000元财产保险交储蓄金25元，保险一年．期满后不论是否得到赔款均全额退还储蓄金，以利息作为保险费．今有兄弟二人，哥哥投保8万元A种保险一年，弟弟投保8万元B种保险一年．试问兄弟二人谁投的保险更合算些？(假定定期存款1年期利率为5.22％)

解 哥哥投保8万元A种财产保险，需交保险费
80000÷1000×3=80×3=240(元)．
弟弟投保8万元B种财产保险，按每1000元交25元保险储蓄金算，共交80000÷1000×25=2000(元)，
而2000元一年的利息为2000×0.0522=104.4(元)．
兄弟二人相比较，弟弟少花了保险费约240-104.4=135.60(元)．
因此，弟弟投的保险更合算些．
3．纳税
   纳税是每个公民的义务，对于每个工作人员来说，除了工资部分按国家规定纳税外，个人劳务增收也应纳税．现行劳务报酬纳税办法有三种：
(1)每次取得劳务报酬不超过1000元的(包括1000元)，预扣率为3％，全额计税．
(2)每次取得劳务报酬1000元以上、4000元以下，减除费用800元后的余额，依照20％的比例税率，计算应纳税额．
(3)每次取得劳务报酬4000元以上的，减除20％的费用后，依照20％的比例税率，计算应纳税额．
每次取得劳务报酬超过20000元的(暂略)．
由(1)，(2)，(3)的规定，我们如果设个人每次劳务报酬为x元，y为相应的纳税金额(元)，那么，我们可以写出关于劳务报酬纳税的分段函数：
[image: image477.jpg]x* 3%, =< 1000;
y (x) = (x-800) - 20%,  1000<z<4000; @
x (1-20%) *20%, 4000<x< 20000.




6 小王和小张两人一次共取得劳务报酬10000元，已知小王的报酬是小张的2倍多，两人共缴纳个人所得税1560元，问小王和小张各得劳务报酬多少元？
解 根据劳务报酬所得税计算方法(见函数①)，从已知条件分析可知小王的收入超过4000元，而小张的收入在1000～4000之间，如果设小王的收入为x元，小张的收入为y元，则有方程组：
[image: image478.jpg]x+y=10000, ©
x (1-20%) 20% + (y-800) 20% =1560. @




　　由①得y=10000-x，将之代入②得
x(1-20％)20％+(10000-x-800)20％=1560，
　　化简、整理得
0.16x-0.2x+1840=1560，
　　所以
0.04x=280，x=7000(元)．
　　则 y=10000-7000=3000(元)．
　　所以
[image: image479.jpg]x=7000 (JT) ,
y=3000 (JT) .




　　答 小王收入7000元，小张收入3000元．
7 如果对写文章、出版图书所获稿费的纳税计算方法是
[image: image480.jpg]= (x-800) - 20% + (1-30%) , =401
2=
4 = (1-20%) +20% * (1-30%) , =>4000.





其中y(x)表示稿费为x元应缴纳的税额。那么若小红的爸爸取得一笔稿费，缴纳个人所得税后，得到6216元，问这笔稿费是多少元？
解 设这笔稿费为x元，由于x＞4000，所以，根据相应的纳税规定，有方程x(1-20％)· 20％×(1-30％)=x-6216，
　　化简、整理得
0.112x=x-6216，
　　所以 0.888x=6216，
　　所以 x=7000(元)．
答 这笔稿费是7000元．

第30讲 生活中的数学(二)——地板砖上的数学
   随着人们生活水平的提高，很多家庭都装修房子，其中铺地板砖就是一项重要的美化工作．当你看到地板砖展铺成美丽的图案时，你是否想到展铺这美丽图案的数学原理呢？如果你注意到的话，可能会对下面的简单分析发生兴趣．
   地板砖展铺的图形，一般都是用几种全等的平面图形展铺开来的，有时用由直线构成的多边形组成的图案，有时用由曲线组成的图案，千变万化．但是作为基础还是用平面多边形展铺平面．有时虽然有曲线，却常常是由多边形和圆作适当变化而得到的．例如，一个由正方形展铺的平面图案(图1－77(a))，如果对正方形用圆弧做一些变化(图1－77(b))，那么把以上两个图形结合起来设计，就可由比较单调的正方形图案，变化曲线形成花纹图案了(图1－77(c))．
[image: image481.jpg]B




    由于多边形是构成地板砖展铺复杂图形的基础，因此，下面我们对利用多边形展铺平面图形做些简要分析．
    1 怎样以三角形为基础展铺平面图案．
    分析与解 三角形是多边形中最简单的图形，如果用三角形为基本图形来展铺平面图案， 那么就要考虑三角形的特点．由于三角形的三个内角和为180°，所以要把三角形的三个角集中到一起，就组成了一个平角．如果要在平面上一个点的周围集中三角形的角，那么必须使这些角的和为两个平角．因此，若把图1－78中的三角形的三个内角集中在一起，并进行轴对称变换或中心对称变换，就可以得到集中于一点的六个角，它们的和为360°，刚好覆盖上这一点周围的平面．变换的方法见图1－79．
[image: image482.jpg][::FR
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    在中心对称的情况下，三角形不翻折，在轴对称的情况下，三角形要翻折．如果把三角形正、反两面涂上颜色，那么通过对称变换，正、反两面就会明显地反映出来了．
    由上面的分析可知，用三角形为基本图形展铺平面图案，共有以下四种情况，如图1－80．
[image: image484.jpg]B 180




 2 怎样以四边形为基础展铺平面图案？
   分析与解 由于四边形内角和为360°，所以，任何四边形都可以作为基本图形来展铺平面图案．图1－81中的(a)，(b)，(C)，(d)分别是以矩形、菱形、梯形、一般四边形为基本图形的平面展铺图案．
3 怎样以正多边形为基本图形展铺平面图案？
    分析与解 用正多边形为基本图形展铺平面图案，集中于一点的周围的正多边形的各个角的和应是360°．例如，正五边形一个内角为
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正十边形一个内角为 
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   如果把两个正五边形的内角与一个正十边形的内角加起来，则其和为2×108°+144°=360°．但是它们并不能用来展铺平面．如果用同种的正n边形来展铺平面图案，在一个顶点周围集中了m个正n边形的角．由于这些角的和应为360°，所以以下

等式成立
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     因为m，n都是正整数，并且m＞2，n＞2．所以m-2，n-2也都必定是正整数．所以当n-2=1，m-2=4时，则n=3，m=6；当n-2=2，m-2=2时，则n=4，m=4；当n-2=4，m-2=1时，则n=6，m=3．这就证明了只用一种正多边形展铺平面图案，只存在三种情况：
(1)由6个正三角形拼展，我们用符号(3，3，3，3，3，3)来表示(见图1－82)．
(2)由4个正方形拼展，我们用符号(4，4，4，4)来表示(见图1－83)．

(3)由3个正六边形来拼展，我们用符号(6，6，6)来表示
　　(见图1－84)．
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如果用两种正多边形来拼展平面图案，那么就有以下五种情况：(3，3，3，4，4)，(3，3，3，3，6)，(3，3，6，6)，(3，12，12)以及(4，8，8)．这五种情况中，(3，3，3，4，4)又可有两种不同的拼展方法，参看下面六种拼展图形(图1－85)．
[image: image489.jpg]


　　　
用三种正多边形展拼平面图形就比较难设计了．下面举出两例供同学们思考(图1－86)．
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有兴趣的同学请自己构想出一两个例子．
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