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“《数学周报》杯”2007年全国初中数学竞赛试题参考答案[image: image291.png]



一、选择题（共5小题，每小题6分，满分30分. 以下每道小题均给出了代号为A，B，C，D的四个选项，其中有且只有一个选项是正确的. 请将正确选项的代号填入题后的括号里. 不填、多填或错填得零分）

1．方程组[image: image2.wmf]12,
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的解的个数为（   ）．

（A）1        （B）  2（C） 3        （D）4

答：（A）．
解：若[image: image3.wmf]x

≥0，则[image: image4.wmf]12,
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于是[image: image5.wmf]6
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，显然不可能．

若[image: image6.wmf]0
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6,

xy

xy

-+=

ì

ï

í

+=

ï

î


于是[image: image8.wmf]18
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，解得[image: image9.wmf]9
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，进而求得[image: image10.wmf]3
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所以，原方程组的解为[image: image11.wmf]î
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只有1个解．
故选（A）．

    2．口袋中有20个球，其中白球9个，红球5个，黑球6个．现从中任取10个球，使得白球不少于2个但不多于8个，红球不少于2个，黑球不多于3个，那么上述取法的种数是（   ）．

（A） 14       （B） 16       （C）18           （D）20

答：（B）．

解：用枚举法： 

红球个数      白球个数               黑球个数         种 数

  5          2，3，4，5            3，2，1，0          4

  4          3，4，5，6            3，2，1，0          4

  3          4，5，6，7            3，2，1，0          4

  2 5，6，7，8            3，2，1，0          4

所以，共16种．

故选（B）．

3．已知△[image: image12.wmf]ABC

为锐角三角形，⊙[image: image13.wmf]O

经过点B，C，且与边AB，AC分别相交于点D，E． 若⊙[image: image14.wmf]O

的半径与△[image: image15.wmf]ADE

的外接圆的半径相等，则⊙[image: image16.wmf]O

一定经过△[image: image17.wmf]ABC

的（   ）．

（A）内心     （B）外心      （C）重心     （D）垂心

[image: image1.wmf]答：（B）．

解： 如图，连接BE，因为△[image: image18.wmf]ABC

为锐角三角形，所以[image: image19.wmf]BAC

Ð

，[image: image20.wmf]ABE

Ð

均为锐角．又因为⊙[image: image21.wmf]O

的半径与△[image: image22.wmf]ADE

的外接圆的半径相等，且[image: image23.wmf]DE

为两圆的公共弦，所以[image: image24.wmf]BACABE

Ð=Ð

．于是，[image: image25.wmf]2

BECBACABEBAC
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[image: image276]若△[image: image26.wmf]ABC

的外心为[image: image27.wmf]1
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，则[image: image28.wmf]1
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，所以，⊙[image: image29.wmf]O

一定过△[image: image30.wmf]ABC

的外心．
故选（B）．

4．已知三个关于x的一元二次方程
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恰有一个公共实数根，则[image: image34.wmf]222
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的值为（   ）．

（A） 0        （B）1        （C）2       （D）3

答：（D）．

解：设[image: image35.wmf]0

x

是它们的一个公共实数根，则
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，[image: image38.wmf]0

0

2

0

=

+

+

b

ax

cx

．

把上面三个式子相加，并整理得

[image: image39.wmf]2
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因为[image: image40.wmf]22
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，所以[image: image41.wmf]0
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于是
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[image: image43.wmf]3()
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故选（D）．

5．方程[image: image44.wmf]323

652
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的整数解（x，y）的个数是（   ）． 

（A）0          （B）1         （C）3        （D）无穷多

答：（A）．

解：原方程可化为

[image: image45.wmf]2
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，

因为三个连续整数的乘积是3的倍数，所以上式左边是3的倍数，而右边除以3余2，这是不可能的．所以，原方程无整数解．

故选(A).

二、填空题（共5小题，每小题6分，满分30分）
[image: image277]6．如图，在直角三角形ABC中，[image: image46.wmf]90

ACB

Ð=°

，CA＝4．点P是半圆弧AC的中点，连接BP，线段BP把图形APCB分成两部分，则这两部分面积之差的绝对值是          ．

答：4．

解：如图，设AC与BP相交于点D，点D关于圆心O的对称点记为点E，线段BP把图形APCB分成两部分，这两部分面积之差的绝对值是△BEP的面积，即△BOP面积的两倍．而

[image: image278][image: image47.wmf]11
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．

因此，这两部分面积之差的绝对值是4．

[image: image279]7．如图, 点A，C都在函数[image: image48.wmf]33
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的图象上，点B，D都在[image: image49.wmf]x

轴上，且使得△OAB，△BCD都是等边三角形，则点D的坐标为         ．

答：（[image: image50.wmf]26

，0）． 

[image: image280]解：如图，分别过点A，C作x轴的垂线，垂足分别为E，F．设OE＝a，BF＝b， 则AE＝[image: image51.wmf]3
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，CF＝[image: image52.wmf]3
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，所以，点A，C的坐标为

（[image: image53.wmf]a

，[image: image54.wmf]3
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），（2[image: image55.wmf]a
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解得
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因此，点D的坐标为（[image: image59.wmf]26

，0）．

8．已知点A，B的坐标分别为（1，0），（2，0）． 若二次函数[image: image60.wmf](
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的图象与线段AB恰有一个交点，则[image: image61.wmf]a

的取值范围是                 ．
答：[image: image62.wmf]1
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解：分两种情况：

（Ⅰ）因为二次函数[image: image65.wmf](
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的图象与线段AB只有一个交点，且点A，B的坐标分别为（1，0），（2，0），所以
[image: image66.wmf][
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，
得[image: image67.wmf]1
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由[image: image68.wmf]0
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，得[image: image69.wmf]1
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，此时[image: image70.wmf]1
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（Ⅱ）令[image: image76.wmf](

)

2

330

xax

+-+=

，由判别式[image: image77.wmf]0
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，得[image: image78.wmf]323
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当[image: image79.wmf]323
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时，[image: image80.wmf]12
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，不合题意；当[image: image81.wmf]323
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综上所述，[image: image83.wmf]a

的取值范围是[image: image84.wmf]1
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9．如图，[image: image87.wmf]90

ABCDEFGn

Ð+Ð+Ð+Ð+Ð+Ð+Ð=×°

，则n＝     ．

[image: image281]    答：6．

解：如图，设AF与BG相交于点Q，则

[image: image88.wmf]AQGADG
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于是
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[image: image282][image: image92.wmf]540690
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所以，n＝6．

10．已知对于任意正整数n，都有
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解：当[image: image96.wmf]n
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两式相减，得               [image: image99.wmf]2
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三、解答题（共4题，每小题15分，满分60分）

11（A）．已知点M，N的坐标分别为（0，1），（0，－1），点P是抛物线[image: image105.wmf]2
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上的一个动点．
（1）判断以点P为圆心，PM为半径的圆与直线[image: image106.wmf]1
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的位置关系；

（2）设直线PM与抛物线[image: image107.wmf]2
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的另一个交点为点Q，连接NP，NQ，求证：[image: image108.wmf]PNMQNM

Ð=Ð

．

解：（1）设点P的坐标为[image: image109.wmf]2
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PM＝[image: image110.wmf]222222
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又因为点P到直线[image: image111.wmf]1
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的距离为[image: image112.wmf]22
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[image: image283]所以，以点P为圆心，PM为半径的圆与直线[image: image113.wmf]1
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相切．          

…………5分

[image: image284.png]


（2）如图，分别过点P，Q作直线[image: image114.wmf]1
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的垂线，垂足分别为H，R．由（1）知，PH＝PM，同理可得，QM＝QR．

因为PH，MN，QR都垂直于直线[image: image115.wmf]1
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，所以，PH∥MN∥QR，于是

                        [image: image116.wmf]QMMP
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，

所以                    [image: image117.wmf]QRPH
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，

因此，Rt△[image: image118.wmf]PHN

∽Rt△[image: image119.wmf]QRN

．

于是[image: image120.wmf]HNPRNQ
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，从而[image: image121.wmf]PNMQNM
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                                                    …………15分 
12（A）．已知a，b都是正整数，试问关于x的方程[image: image122.wmf]2
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否有两个整数解？如果有，请把它们求出来；如果没有，请给出证明.
解：不妨设[image: image123.wmf]a

≤b，且方程的两个整数根为[image: image124.wmf]12
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所以                       [image: image128.wmf]1212
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[image: image129.wmf]12
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…………5分
因为[image: image130.wmf]a

,b都是正整数，所以x1，x2均是正整数，于是，[image: image131.wmf]1
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    （1）当[image: image137.wmf]12
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时，由于a,b都是正整数，且[image: image138.wmf]a

≤b，可得

a＝1，b＝3，
此时，一元二次方程为[image: image139.wmf]2
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，它的两个根为[image: image140.wmf]1
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，[image: image141.wmf]2
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．
（2）当[image: image142.wmf]12

(1)(1)1,

(21)(21)1

xx

ab

--=

ì

í

--=

î

时，可得

a＝1，b＝1，
此时，一元二次方程为[image: image143.wmf]2
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，它无整数解.
综上所述，当且仅当a＝1，b＝3时，题设方程有整数解，且它的两个整数解为[image: image144.wmf]1
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x
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，[image: image145.wmf]2
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．                                     ……………15分

[image: image285.png]I,



13（A）．已知AB为半圆O的直径，点P为直径AB上的任意一点．以点A为圆心，AP为半径作⊙A，⊙A与半圆O相交于点C；以点B为圆心，BP为半径作⊙B，⊙B与半圆O相交于点D，且线段CD的中点为M．求证：MP分别与⊙A和⊙B相切．

[image: image286.png]


证明：如图，连接AC，AD，BC，BD，并且分别过点C，D作AB的垂线，垂足分别为[image: image146.wmf],

EF

，则CE∥DF．

因为AB是⊙O的直径，所以

[image: image147.wmf]90

ACBADB
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．

在Rt△[image: image148.wmf]ABC

和Rt△[image: image149.wmf]ABD

中，由射影定理得

[image: image150.wmf]22
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，

[image: image151.wmf]22
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．                      

……………5分
两式相减可得            

[image: image152.wmf](
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于是有                     [image: image154.wmf]AEBFPAPB
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即                         [image: image155.wmf]PAAEPBBF
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所以[image: image156.wmf]PEPF
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，也就是说，点P是线段EF的中点．

因此，MP是直角梯形[image: image157.wmf]CDFE

的中位线，于是有[image: image158.wmf]MPAB

^

，从而可得MP分别与⊙A和⊙B相切．

……………15分

14（A）．（1）是否存在正整数m，n，使得[image: image159.wmf](2)(1)
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（2）设[image: image160.wmf]k

([image: image161.wmf]k

≥3)是给定的正整数，是否存在正整数m，n，使得

[image: image162.wmf]()(1)
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解：（1）答案是否定的．若存在正整数m，n，使得[image: image163.wmf](2)(1)
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，则

[image: image164.wmf]22

(1)1

mnn

+=++

，
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所以，[image: image167.wmf]2
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不是平方数，矛盾．                  ……………5分

（2）当[image: image168.wmf]3
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时，若存在正整数m，n，满足[image: image169.wmf](3)(1)
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而[image: image174.wmf]22
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，故上式不可能成立．                

………………10分

当[image: image175.wmf]k

≥4时，若[image: image176.wmf]2
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                  [image: image179.wmf]2242
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因此这样的（m，n）满足条件．

若[image: image180.wmf]2
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＋1（t是不小于2的整数）为奇数，取
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则          [image: image182.wmf]22
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            [image: image183.wmf]22
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因此这样的（m，n）满足条件．

    综上所述，当[image: image184.wmf]3
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=

时，答案是否定的；当[image: image185.wmf]k

≥4时，答案是肯定的．

                                              ……………15分

    注：当[image: image186.wmf]k

≥4时，构造的例子不是唯一的．

11（B）．已知抛物线[image: image187.wmf]1

C

：[image: image188.wmf]2

34

yxx

=--+

和抛物线[image: image189.wmf]2

C

：[image: image190.wmf]2

34

yxx

=--

相交

于A，B两点. 点P在抛物线[image: image191.wmf]1

C

上，且位于点A和点B之间；点Q在抛物线[image: image192.wmf]2

C

上，也位于点A和点B之间. 

    （1）求线段AB的长；

（2）当PQ∥y轴时，求PQ长度的最大值．

解：（1）解方程组

[image: image193.wmf]2
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得             [image: image194.wmf]1
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     [image: image195.wmf]2
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所以，点A，B的坐标分别是（-2，6），（2，-6）．

于是

[image: image287.png]


[image: image196.wmf]22
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．

…………5分

（2）如图，当PQ∥y轴时，设点P，Q的坐标分别为

[image: image197.wmf])

4

3

,

(
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+

-

-

t

t

t

， [image: image198.wmf])

4

3

,

(

2

-

-

t

t

t

，  [image: image199.wmf]22

t

-<<

，

因此                   PQ[image: image200.wmf]2

2(4)

t

=-

≤8，

当[image: image201.wmf]0

t

=

时等号成立，所以，PQ的长的最大值8．    

[image: image288.png]
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12（B）．实数a，b，c满足a≤b≤c，且[image: image202.wmf]0

abbcca

++=

，abc＝1．求最大的实数k，使得不等式

[image: image203.wmf]ab

+

≥[image: image204.wmf]kc


恒成立．
解：当[image: image205.wmf]3

2

ab

==-

，[image: image206.wmf]3

2

2

c

=

时，实数a，b，c满足题设条件，此时[image: image207.wmf]k

≤4．

                                              ……………5分

下面证明：不等式[image: image208.wmf]ab

+

≥[image: image209.wmf]4

c

对满足题设条件的实数a，b，c恒成立．
由已知条件知，a，b，c都不等于0，且[image: image210.wmf]0

c

>

．因为

[image: image211.wmf]2

11

0,0

abab

cc

=>+=-<

，

所以[image: image212.wmf]a

≤[image: image213.wmf]b

[image: image214.wmf]0

<

． 
由一元二次方程根与系数的关系知，a，b是一元二次方程

[image: image215.wmf]2

2

11
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xx
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的两个实数根，于是

[image: image216.wmf]4
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≥0，

所以                           [image: image217.wmf]3

c

≤[image: image218.wmf]1

4

．                
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因此

           [image: image219.wmf]2

1

()

abab

c

+=-+=

≥[image: image220.wmf]44

cc

=

．     

……………15分

13（B）．如图，点E，F分别在四边形ABCD的边AD，BC的延长线上，且满足[image: image221.wmf]DEAD

CFBC

=

．若[image: image222.wmf]CD

，[image: image223.wmf]FE

的延长线相交于点[image: image224.wmf]G

，△[image: image225.wmf]DEG

的外接圆与△[image: image226.wmf]CFG

的外接圆的另一个交点为点[image: image227.wmf]P

，连接PA，PB，PC，PD．求证：

（1）[image: image228.wmf]ADPD

BCPC

=

；

（2）△[image: image229.wmf]PAB

∽△[image: image230.wmf]PDC

．

[image: image289.png]


证明：（1）连接PE，PF，PG，因为[image: image231.wmf]PDGPEG

Ð=Ð

，所以[image: image232.wmf]PDCPEF

Ð=Ð

．

又因为[image: image233.wmf]PCGPFG

Ð=Ð

，所以

△[image: image234.wmf]PDC

∽△[image: image235.wmf]PEF

，

于是有   [image: image236.wmf],

PDPE

CPDFPE

PCPF

=Ð=Ð

，

从而       △[image: image237.wmf]PDE

∽△[image: image238.wmf]PCF

，

所以         [image: image239.wmf]PDDE

PCCF

=

．

[image: image290.png]


又已知[image: image240.wmf]DEAD

CFBC

=

，所以，[image: image241.wmf]ADPD

BCPC

=

．            

………………10分

（2）由于[image: image242.wmf]PDAPGEPCB

Ð=Ð=Ð

，结合（1）知，△[image: image243.wmf]PDA

∽△[image: image244.wmf]PCB

，从而有

[image: image245.wmf],

PAPD

PBPC

=

  [image: image246.wmf]DPACPB

Ð=Ð

，

所以[image: image247.wmf]APBDPC

Ð=Ð

，因此

                          △[image: image248.wmf]PAB

∽△[image: image249.wmf]PDC

．          ………………15分

14（B）．证明：对任意三角形，一定存在两条边，它们的长u，v满足

1≤[image: image250.wmf]15

2

u

v

+

<

．
证明：设任意△ABC的三边长为a，b，c，不妨设[image: image251.wmf]abc

>>

．若结论不成立，则必有
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≥[image: image253.wmf]15
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                   ………………5分

    记[image: image256.wmf],

bcsabtcst

=+=+=++

，显然[image: image257.wmf],0
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>

，代入 eq \o\ac(○,1)得
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令[image: image262.wmf],
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，则
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≥[image: image264.wmf]15
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    由[image: image265.wmf]abc
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，得[image: image266.wmf]cstcsc
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，即[image: image267.wmf]tc

<

，于是[image: image268.wmf]1
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．

由 eq \o\ac(○,2)得

[image: image269.wmf]1
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≥[image: image270.wmf]15
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，                   eq \o\ac(○,4)
由 eq \o\ac(○,3)， eq \o\ac(○,4)得

[image: image271.wmf]y

≥[image: image272.wmf]15
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此式与[image: image274.wmf]1
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y

矛盾．从而命题得证．                            

………………15分
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