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局部调整法 
 

张小明编 

 

一、任意两个自变量之间的调整 
在中学数学竞赛中，局部调整法（又称磨光法）是证明不等式常用的手段与技巧，它主要指以下定理. 

定理 设D是 1 2 nx x x m    上的对称凸域，在 D上的连续对称函数  1 2, , , nf x x x 满足:对任

意的  1 2, , , nx x x 都有 

  1 2 1 2
1 2 3 3, , , , , , , ,

2 2
n n

x x x x
f x x x x f x x

  
  

 
  ， 

则必有  1 2, , , , , ,n

m m m
f x x x f

n n n

 
  

 
  . 

比如著名的公式： ,a b R ，

22 2

2 2

a b a b  
  
 

，可以理解成 

2 2

2 2
2 2

2 2

a b a b

a b

    
        . 

例 1 已知  2, , 1,2, , 0in n N x i n    ，求证： 1 2
1 2

n n
n

x x x
x x x

n

  



 . 

证明 

1 2 1 2
3

1 2 1 2 1 2
1 2 3

2 2

2 2

n
n n n

n n

x x x x
x x

x x x x x x x
x x x x x

n n

 
  

    
    


   

2

1 2
3 1 2

2
nn

n n

x x
x x x x x

 
   

 
 

2

1 2
1 2

2

x x
x x

 
  

 
 

成立，所以无限次调整下去，左边减去右边会越来越小，直至所有的  1,2, ,ix i n  都相等，此时左边

减右边为 0，所以原命题成立. 

例 2 设 , , ,a b c d 为正数， 1a b c d    ，求证 

4
1 1 1 1 17

4
a b c d

a b c d

      
          

      
. 

证明 首先我们证明 
2

1 1 2

2

a b
a b

a b a b

    
       

    
                     （3.1） 

 

 

2

2

1 4
2 0

4

a ba b
ab

b a ab a b


       


 

     
2 2 2

4 4 0a b a b ab a b       
 

. 

由于0 , 1a b  ，上式为真，所以（3.1）式为真，由局部调整法知 

4 4
1 1 1 1 4 17

4 4

a b c d
a b c d

a b c d a b c d

          
              

          
. 

例 3 设 , ,a b c为正数，求证

3

3

3

1 1 1 1
a b c abc

a b c abc

    
         

     
. 

证明  因

2

1 1 1
a b ab

a b ab

   
       

    
2

a b

b a
   成立，所以我们有 
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2

1 1 1 1 1
a b c ab c

a b c cab

      
           

      
. 

下面继续调整 ab 和c反复调整其中的两个变量，直至无穷，有极限知识知， 
3

3

3

1 1 1 1
8a b c abc

a b c abc

    
          

     
. 

    例 4 , , 0a b c  ，求证：
2 2 2

3

63 ( )( ) 27

2 2

a b c a b c a b c

abc abc

     
   . 

证明 由于欲证不等式为齐次不等式，所以不妨设 1abc  .设 

2 2 2 27 63
( , , ) ( )( ) ( )

2 2
f a b c a b c a b c a b c         . 

我们有 

 ( , , ) , ,f a b c f a bc bc  

2 2 2 227 27
( )( ) ( ) ( 2 )( 2 ) ( 2 )

2 2
a b c a b c a b c a bc a bc a bc              

   
2 2

2 2 2 2 27
( ) ( )( ) 4

2
a b c a b c b c b c bc bc b c           

 
2

2 2 2 27
( ) ( )

2
b c b c bc bc a b c a

 
         

 
 

 
2

2 27
10 4

2
b c bc a bc a

 
     

 
 

2
210 27

4
2

b c a a
a

 
     

 
 

 
2

210 10 10 27
2 2

3 3 3 2
b c a a a

a a a

 
        

 
 

 
2

2
6

10 10 10 27
6 2 2

3 3 3 2
b c a a a

a a a

 
         

 
 

2
6

4000 27
6 0

27 2
b c

 
     

 
. 

下面继续调整 bc 和a反复调整其中的两个变量，直至无穷，有极限知识知  

 3 3 3( , , ) , , (1,1,1) 8f a b c f abc abc abc f   . 

注 1：证明后半部分，也可直接证  , , 0f a bc bc  .若令
2

1
,bc t a

t
  ，只要证 

2

2 4 2

1 1 27 1 63
2 2 2 0

2 2
t t t

t t t

    
         

    
 

2 7 6 5 4 3 2( 1) (8 16 30 9 12 6 4 2) 0t t t t t t t t         . 

此时易由 

36 3 6 6 3 6 6 3 5 7 3 5 7 416 8 8 8 8 3 8 8 8 24 ,3 3 6 , 4 4t t t t t t t t t t t t t t t             

77 3 2 7 7 7 3 2 2 7 7 7 3 2 2 4 474 6 1 2 3 3 1 7 2 3 3 1 7 18 5 .t t t t t t t t t t t t t t t t t                   知结论成立. 

    注 2：采取后者证明时，还可以不妨设 1t  .此时 

7 6 5 4 3 2 6 5 4 3 28 16 30 9 12 6 4 2 ( 1)(8 24 6 15 3 3 7) 9t t t t t t t t t t t t t t               

5 4 3 2( 1) ( 1)(8 32 26 11 8 11) 18 9 0t t t t t t t              

为明显.为此，我们介绍下一节内容. 
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例 5 在三角形Δ ABC 中，求证：
9 3

sin sin cos
2 8

A
B C  . 

证明 设 ( , , ) sin sin cos
2

A
f A B C B C  ，则 

1
( , , ) cos [cos( ) cos( )] 2sin cos cos (sin sin )

2 2 2 2 2 2

A B C B C
f A B C B C B C A       

1
cos [cos( ) cos( )] 2sin (cos cos )sin cos

2 2 2 2 4 4

A B C B C B C B C
B C B C A

   
       

1 1
cos cos( ) cos cos( ) 2sin cos sin cos

2 2 2 2 2 4 4

2sin sin cos cos
4 4 2

A A B C B C B C
B C B C A

B C B C B C
A

  
    

  


 

和 

( , , ) ( , , )
2 2

B C B C
f A B C f A

 


 
1

cos cos( ) 1 2sin cos sin cos 1
2 2 2 4 4

2sin sin cos cos 1
4 4 2

A B C B C B C
B C A

B C B C B C
A

   
     

 

   
  

 

 

0 . 

所以不断地对 ( , , )f A B C 中三个变量进行局部调整法，函数值越来越小，直至 

0 0 0 9 3
( , , ) (60 ,60 ,60 )

8
f A B C f  . 

 

二、两个特定变量之间的调整 
1、在最大值与最小值之间进行的局部调整法 

例 6 设 1 2, , , 0na a a  ， 1 2 1na a a  ，求证： 

1 2 1 2

1 1 1
1

n n

n
n

a a a a a a
     

  



. 

证明 由于对称性，不妨设 1 2 na a a   ，且设 

1 2

1 2 1 2

1 1 1
( , , , ) 1n

n n

n
f a a a n

a a a a a a
      

  
 


. 

则 

1 2 1 2 1 1

1 1 21 1 2 1

( , , , ) ( , , , , )

1 1 2

2

n n n n

n nn n n

f a a a f a a a a a a

n n

a a a a aa a a a a a







    
     

 

 

 

 
2

1 1 2 1 2 1 1

1 1 2 1 2 1

( )(2 )

( )(2 )

n n n n n

n n n n

a a a a a a a a a na a

a a a a a a a a a





        
 


     

 

 
 

 
2

1 1 1 1 1

1 1 2 1 2 1

(( 1) )(2 ( 2) )

( )(2 )

n n n n

n n n n

a a n a a a a n a na a

a a a a a a a a a 

      
 


      
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 
2

1 1 1 1

1 1 2 1 2 1

(2 ( 2) )
0

( )(2 )

n n n n

n n n n

a a a a a n a na a

a a a a a a a a a 

    
 

 
      

. 

此类调整都在自变量的最大值和最小值之间进行，直到它们都调整到它们的几何平均 1.所以 

1 2( , , , ) (1,1, ,1) 0nf a a a f   .结论得证. 

2、自变量最小（大）值不参与的局部调整法 

例 7 设 , , 0a b c  ，求证：  33 2a b c abc ab bc ac      . 

证明 设a b c  ，和  3( , , ) 3 2f a b c a b c abc ab bc ac       ，则 

 ( , , ) ( , , ) 2 2 2f a b c f a bc bc b c bc a b c bc        

   
2 2

4 4 4 4 2b c b c a    
  

 
2

4 4 4 2 0b c a a    
 

. 

下再证 ( , , ) 0f a bc bc  ，若设 t bc a  ，只要证 

3 23 4 0a at at   （令
6/ 1, 1t a s s   ）

4 31 3 4 0s s     

2 2( 1) (3 2 1) 0s s s     . 

例 8 设 1 2, , , 0na a a  ， 1 2 1na a a  ，求证： 

1 2 1 2

1 1 1 2
2

n n

n
n

a a a a a a
     

  



. 

证明 由于对称性，不妨设 1 2 na a a   ，且设 

1 2

1 2 1 2

1 1 1 2
( , , , ) 2n

n n

n
f a a a n

a a a a a a
      

  
 


. 

则 

1 2 1 1 2 2 1 1

1 1 1 21 1 1 1 2 2

( , , , ) ( , , , , )

1 1 2 2 2

2

n n n n n

n nn n n n

f a a a f a a a a a a a

n n

a a a a aa a a a a a a

  

   



    
      

 

 

 

 
2

1 1 1 2 1 1 2 2 1 1

1 1 1 2 1 1 2 2

( )(2 ) 2

( )(2 )

n n n n n n

n n n n n

a a a a a a a a a a na a

a a a a a a a a a a

   

  

         
 


      

 

 
 

 
2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 2 1 1 2 2

(( 2) 2 )(2 ( 3) ) 2

( )(2 )

n n n n n

n n n n n

a a n a a a a n a a na a

a a a a a a a a a a

    

  

       
 


       

 

 
2

1 1 1 1

1 1 1 2 1 1 2 2

( 2)
0

( )(2 )

n n

n n n n n

n a a a a

a a a a a a a a a a

 

  

 
 

       
 

除了自变量的最大值外，此类调整在其余 1n 个量进行，直到它们的几何平均1/ t ，此时自变量的最大值

为
1( 1)nt t  .下面只要证

11 1 1
, , , , 0nf t

t t t

 
 

 
 即可. 

1
1

1 2
( 1) 2 0

1n
n

n
n t n

nt
t

t




     




 

   
.

2 2 1 2 2 1( ) ( 1) ( 2) 2 2 1 0
Def

n n n ng t n t n t n t n n t n              .（*） 
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此时 

   2 1 2 2( ) 2 ( 1) ( 2)(2 1) 2 2 ( 1)n n ng t t n n t n n t n n t n n n             
 

， 

 1 2

2

( )
2( 1)( 1) ( 2)(2 1) 2n n

n

g t
n n n t n n t n

t





              
 

 
1

2 12( 1) 2( 1) 2( 1) 2 ( 2)(2 1)

n

n n n nn n t n t n t n n n t




 
            
 
 


  

 1 1 ( 1) 2 12 ( 1) 2 ( 2)(2 1)n n n n nnn n n t n n n t          
  

 

 1 1 1 22 ( 1) 2 ( 2)(2 1) 0n n nnnt n n n n n         
  

. 

所以
2

( )
n

g t

t 


为单调增加函数，

2 2

( ) (1)
0

1n n

g t g

t  

 
  ， ( )g t 为单调增加函数， ( ) (1) 0g t g  ，此即为（*）式. 

例 9 设 , , , 0, 4x y z t x y z t     ，求证： 

(1 3 )(1 3 )(1 3 )(1 3 ) 130 126x y z t xyzt      . 

证明 不妨设 x z y t   ，和 

( , , , ) 130 126 (1 3 )(1 3 )(1 3 )(1 3 )f x y z t xyzt x y z t       . 

此时 2, 1z t zt   和 

2

( , , , ) , , , 126 126
2 2 2

(1 3 )(1 3 )(1 3 )(1 3 ) (1 3 )(1 3 )(1 3 )(1 3 )
2 2

x y x y x y
f x y z t f z t xyzt zt

x y x y
x y z t z t

     
     

   

 
           

 

 
 

2

9(1 3 )(1 3 ) 126
4

x y
z t zt


   

 
 

2

9 27( ) 45
4

x y
z t zt


     

 
 

 
2 2

9 27( ) 45 9 54 45
4 4

x y x y
z t zt zt zt

 
       
 

 

 
 

2

9 54 45 0
4

x y
zt zt


    . 

反复调整 4个自变量中的最大值、第二大的值和第三大的值，直至它们的几何平均，此时
4

3

t
x y z


   .

下证
4 4 4

, , , 0
3 3 3

t t t
f t

   
 

 
.即 

3 3
4 4

130 126 1 3 (1 3 ) 0
3 3

t t
t t

    
        

   
 

2 3 415 4 42 36 5 0t t t t       

2 2(1 ) (15 26 5 ) 0t t t     . 

上式对于0 1t  显然为真. 

例 10（2005 年高中数学联赛试题）在 ABC 中，求证：
2 2 2cos cos cos 1

1 cos 1 cos 1 cos 2

A B C

A B C
  

  
. 
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证明 不妨设 A是最小内角，左边 ( , , )f A B C 
2 2 2cos 1 1 cos 1 1 cos 1 1

1 cos 1 cos 1 cos

A B C

A B C

     
 

  
 

1 1 1
cos cos cos 3

1 cos 1 cos 1 cos
A B C

A B C
      

  
 

1
cos 2cos cos

1 cos 2 2

B C B C
A

A

 
   

 2 2

2 2cos cos
2 2 3

4cos cos
2 2

B C B C

B C

 
 

 



 

1
cos 2cos cos

1 cos 2 2

B C B C
A

A

 
   


2

2 2cos cos
2 2 3

cos cos
2 2

B C B C

B C B C

 
 

 
  

 
 

. 

所以 

( , , ) , ,
2 2

B C B C
f A B C f A

  
  

 
 

2sin cos 1
2 2

A B C 
  

 
2

2 2sin cos
22 2

sin 1sin cos
22 2

A B C

AA B C

 
  
  
     
  

 

2sin cos 1
2 2

A B C 
  

 

2

2

2 2sin cos sin 1 2 sin cos
2 2 2 2 2

sin 1 sin cos
2 2 2

A B C A A B C

A A B C

     
        

    
  

   
  

 

2

2

sin 1 cos sin
2 2 22 1 cos sin

2 2
sin 1 sin cos

2 2 2

A B C A
B C A

A A B C

 
   

      
     

    
   

 

2

2

1 sin
1 22 1 cos sin

2 2
sin 1 sin cos sin 1 sin cos

2 2 2 2 2 2

A
B C A

A A B C A A B C

 
 

                             

 

2

2 3

1 sin
1 22 1 cos sin

2 2
sin 1 sin 1

2 2

A
B C A

A A

 
 

       
      

     
    

 

2 3 4

3

1 1 1
2 4 3

2 2 2
2 1 cos 0

2
sin 1

2

B C

A

     
                   

   
 

 

. 
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下证
1

, , , ,
2 2 2 2 2

B C B C A A
f A f A

       
    

   
.若设

1
sin 0,

2 2

A
x

 
  

 
，即只要证 

1 2 7
cos 2sin

1 cos 2 2
1 sin

2

A
A

AA
   




 

2

2

1 2 7
1 2 2

2 2 1 2
x x

x x
     

 

2 2(1 4 4 ) 0x x x    . 

至此结论得证. 

 

3、其它情形的局部调整法 

例 11 , , 0a b c  ， 1a b c   ，求证：
2 2 2 2 2 2(1 ) (1 ) (1 ) 2a b c      . 

证明 设
2 2 2 2 2 2( , , ) (1 ) (1 ) (1 )f a b c a b c      .先证 ( , , ) (0, , )f a b c f a b c  ，其等价于 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2(1 ) (1 ) (1 ) (1 0) (1 ( ) ) (1 )a b c a b c             

2 23
1

2
a ab b    . 

由
2 2 2 21 ( ) ( ) 2a b c a b a ab b        知上式为真. 

此时 ( , , ) (0, , ) ( , ,0) (0, ,0) 2f a b c f a b c f c a b f a b c        .证毕. 

例 12 

 

 

此时
1

2 2

a b
d


  ，所以可以继续调整

2

a b
和 c 至

1

2 2

a b
c

 
 

 
，反复如此，只要证

( , , ,1 3 ) 0f t t t t  ，其中0 1t  .其等价于
3 3 3 3 23 (1 3 ) 32 (1 3 ) 3[ 3 (1 3 )] 0t t t t t t t         

332 6 1 0t t    2(4 1) (2 1) 0t t    . 

至此知结论成立 

 

例 13（1999 年罗马尼亚国家队考试题） 已知正实数 nxxx ,,, 21  ，满足 121 nxxx  ，求证： 

1
1

1

1

1

1

1

21








 nxnxnxn

 . 

证明 先证下结论（1）和（2）. 

（1）若两个数 ,x y都 1n  时，有 
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1 1 1 1

1 1 1 1
1

1

xyn x n y n n
n

n

  
      

 


 

  

    
2

2

1 1
( 1) 0

2 2 ( 1) 1 1

n x n y
xy n

n n xy n x n y

   
     

      
. 

（2）若两个数 ,x y都 1n  ，则有 

1 1 2

1 1 1n x n y n xy
 

     
 

2
1xy n   . 

   设  , 1i iA x x n   和  , 1i iB x x n   .若集合 A是空集，则由结论 2 知，对于 nxxx ,,, 21  量都

可以逐步两两调整到它们的几何平均 1.结论为显然.若 A的元素多于1个时，设
1 2
, , .

ti i ix x x .由结论 1知，

可以把它们调整到有 1t  个 1n 和一个 1 2

1( 1)

ti i i

t

x x x

n 


.此时 A的元素为 1个，B 中的元素为 1n 个.后者可

以继续调整到它们的几何平均. 

至此，只要证
11 1 1

, , , , ns
s s s

 的情形，其中
1 1ns n   ，即只要证 

1

1 1
1

1 1/ 1 n

n

n s n s 


 

   

1 ( 1) 2 0ns n s n      . 

由于左边关于 s单调且能在 1s  取等，所以结论得证. 

 

三、求最值 

例 13 设 1 2 100, , ,x x x 为正的自然数，且 1 2 100 2013x x x    ，求 2 2 2

1 2 100x x x   的最小值与

最大值. 

解： 对于任意两个 ,i jx x ，当 2i jx x  时，为了记述上的方便，不妨设 1 2 2x x  .令

1 1 2 21, 1x x x x    时，前后的值差为 

   
2 22 2 2 2 2 2

1 2 3 100 1 2 3 1001 1x x x x x x x x          
 

   

   
2 22 2

1 2 1 21 1x x x x      
   1 22 2 2x x    . 

所以自变量原差距大于等于 2 时，当作缩小差距变换时， 2 2 2

1 2 100x x x   在减少. 

当 2 2 2

1 2 100x x x   最小时，自变量差距必都小于等于 1.即  1,2, ,100ix i   中有 87 个 20 和 13

个 21.此时  2 2 2 2 2

1 2 100 min
87 20 13 21 40533x x x        . 

反之，把变量“集中”一数时， 2 2 2

1 2 100x x x   最大，此时  1,2, ,100ix i   中有 99个 1和 1 个

1014.  2 2 2 2 2

1 2 100 max
99 1 1014 1028295x x x       . 

例 14  对于满足条件 1 2 1nx x x    的非负数 1 2, , , nx x x ，求
4 5

1

( )
n

i i

i

x x


 的最大值. 

解 先证引理：若
7

, 0,
10

x y x y   ，则有
4 5 4 5 4 5( ) ( )x y x y x x y y       .等价于 

2 2 3 2 2 34 6 4 (5 10 10 5 ) 0x xy y x x y xy y        
2 2 2 24 6 4 5( )( ) 0x xy y x y x xy y         

2 2 2 28 12 8 7( ) 0x xy y x xy y        
2 25 0x xy y    . 
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引理得证. 

若 3n  ，必有两个数的和小于
7

10
，这样把它们“拼”成一个数，最后拼好后，还省两个数.所以欲

求最大值，只要考虑 , 0, 1x y x y   ，此时 
4 5 4 5 4 5 4 5(1 ) (1 )x x y y x x x x          

2 3 44 6 3x x x x    . 

 2 3 4 2 3 3 3 3 3
4 6 3 1 8 18 12 6(1 2 )

6 6
x x x x x x x x x x

   
              

  
. 

所以当
3 3 3 3

,
6 6

x y
 

  及其交换时，
4 5 4 5x x y y   取到最大值

1

12
. 

例 15 空间有 2003 个点，其中任何三点不共线，把它们分成点数各不相同的 30 组，在任何三个不同

的组中各取一点为顶点作三角形，问要使这种三角形的总数为最大，各组的点数应为多少？ 

解 设分成的 30 组的点数分别是 3021 ,,, nnn  ，其中 )30,,2,1( ini 互不相等，则满足题设的三角

形的总数为 kj

kji

i nnnS 



301

.不妨设 1 2 30n n n   . 

（1）在 3021 ,,, nnn  中，让 21 , nn 变化，其余各组的点数不变，因为 21 nn  的值不变，注意到

kj

kji

ik

kj

j

k

k nnnnnnnnnnS 



303303

2

303

121 )(    ①，要使 S 的值最大，只需 21nn 的值最大.如果

312  nn ，令 11

/

1  nn ， ,12

/

2  nn 则 21

/

2

/

1 nnnn  ， 

21122121

/

2

/

1 1)1)(1( nnnnnnnnnn  ，S 的值变大.因此要使 S 的值最大，对任何 291  i

都有 21  ii nn . 

（2）若 3021 ,,, nnn  中，使 21  ii nn （ 291  i ）的 i 的值不少于 2 个，不妨设 

2,2,291 11   jjii nnnnji .类似（1），令 1,1 1

/

1

/   jjii nnnn ，其余各组的点数不变，

则 S 的值变大.因此要使 S 的值最大，至多有一个 i 使 21  ii nn . 

（3）若对任何 291  i ， 11  ii nn .设这 30 组的点数分别是 ,13,14  mm  

15, m ，则 20031530 m ，这是不可能的. 

综上，要使 S 的值最大，对任何 291  i 在 ii nn 1 中恰有一个为 2，其余均为 1.设这 30 组的点数

分别是 30,,1,1,,1,  mtmtmmm  （ )291  t ，则 

2003)30()1()1()1(  mtmtmmm  ， 

即 200346530  tm ，解得 .22,52  tm 所以当分成的 30 组的点数分别是 52，53，„，73，75，„，

82 时，能使三角形的总数最大. 

 

四、调整思想应用 

例 16 给定 100 个实数 )1001(  ixi ， 110021  xxx  ，且 )991(
50

1
|| 1   ixx ii ，证明：

可以选出其中的 50 个数，使得它们的和与
2

1
的差不超过

100

1
. 

证明  考虑 5021 xxx   ，若它满足题意，则证毕 .不然不妨设
100

1

2

1
5021  xxx  和

100

1

2

1
1005251  xxx  ，下面考虑变化 

515025021 xxxxxx   ， 

5250351502 xxxxxx   ， 
  
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1009951995050 xxxxxx   . 

每一个变化的差距都小于
50

1
， 5021 xxx   如何变化到 1005251 xxx   呢？即点中如何从区间











100

1

2

1
, “跳”到 








 ,

100

1

2

1
，则易知以上 51 个数必有其中的一个数落在区间











100

1

2

1
,

100

1

2

1
，证毕. 

    例 17、设 1 2, , , nx x x 是满足下列条件的实数：
1 2 1nx x x    且

1
, 1,2, ,

2
i

n
x i n


   .求证：

存在 1 2, , , nx x x 的一个排列 1 2, , , ny y y ，使得 

1 2

1
2

2
n

n
y y ny


    . 

    证明：用反证法，若不然，对于任何排列都有 1 2

1
2

2
n

n
y y ny


    .现对的 1 2, , , ny y y 的对

偶排列 1 1, , ,n ny y y  ，有 

 1 1 1 2 1 22 2 1 ( 1).n n n ny y ny y y ny n y y y n                 

所以 1 12n ny y ny   与 1 22 ny y ny   不可能同号，所以只能一正一负，所以对于任何排列

1 22 ny y ny   正负参半.对于每一个任何排列，有限次交换二个相邻的数，可以得其余全部排列.且对

于每一种交换，如    1 1, ,k k k ky y y y  ，我们有 

    1 1 1 1( 1) 1k k n k k ny ky k y ny y ky k y ny                  

 1 1 | | 1k k k ky y y y n      . 

假设当第一排列在区间
1

,
2

n 
 

 
，不断地交换相邻二个数时，会跳到

1
,

2

n 
  
 

，则与上式矛盾.

原命题成立. 

   例 18 把 1993 块正方形玻璃排成一行，每一块都涂上红，白，黄三种颜色之一.以下的操作称为一次操

作；擦去两块不同色的玻璃上的颜色，并把它们都涂成第三种颜色.求证：不论初始颜色的分布状况如何，

总可以通过有限次操作，使所有玻璃片都涂上同一种颜色，并且最后的颜色是唯一确定的，与具体的调整

方案无关. 

 
 

 

练习 
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1、已知 1 20 , , ,
2

n


    ，且 1 2 n A      ，求证

1 2cos cos cos cos

n

n

A

n
  

 
     

 
 . 

2、给定自然数 k 实数 0a  ，已知 1 2 rk k k k    *( , 1)ik N k r   ，求 1 2 rk k k
a a a   的最大

值. 

 

 

 

 

3 、设实数 1 2 1 9 9 7, , ,x x x 满足如下两个条件：（ 1）
1

3( 1,2, ,1997)
3

ix i     ；（ 2）

1 2 1997 318 3x x x     .试求 12 12 2

1 2 1997x x x   的最大值，并说明理由. 

 

4、 集 M 平面上的格点   131,121,,  yxyx 组成，将 M 的点染上红、蓝、黑三种颜色，证明其中必

有四个同色的点，它们组成一个边与坐标轴平行的矩形. 

证明 设红色点最多，则个数不小于 52
3

1312



.下证只要有 49 个点，命题就成立.设各行的红点数

分 别 为 491321  aaa  ， 考 虑 同 一 行 上 的 二 点 组 ， 这 样 的 二 点 组 共 有

    1321

2

13

2

2

2

1

222

2

1
1321

aaaaaaCCCS aaa   .用局部调整法可证当
1321 ,,, aaa 

为 3,3,3,4,,4,4  排列时，S 最小，所以 69S ，将  12,,2,1  iix 每两列作为一组，共有 66 组，所

以必有二组红点组在  12,,2,1  iix 同一列组里，所以有四个红色点构成边与坐标平行的矩形. 

5、将 2006 表示成 5个正整数 x1，x2，x3，x4，x5之和．记 S＝
1≤i＜j≤5
Σ xixj．问： 

⑴ 当 x1，x2，x3，x4，x5取何值时，S取到最大值； 

⑵ 进一步地，对任意 1≤i，j≤5有| |xi－xj ≤2，当 x1，x2，x3，x4，x5取何值时，S取到最小值.  

说明理由． 

解：(1) 首先这样的 S的值是有界集，故必存在最大值与最小值. 若 x1＋x2＋x3＋x4＋x5＝2006，且使

S＝
1≤i＜j≤5
Σ xixj取到最大值，则必有    | |xi－xj ≤1   (1≤i，j≤5)  

事实上，假设(*)不成立，不妨假设 x1－x2≥2，则令 x1＝x1－1，x2＝x2＋1，xi＝xi (i＝3，4，5)．有

x1＋x2＝x1＋x2，x1·x2＝x1x2＋x1－x2－1＞x1x2．将 S改写成 

S＝
1≤i＜j≤5
Σ xixj＝x1x2＋(x1＋x2)(x3＋x4＋x5)＋x3x4＋x3x5＋x4x5 

同时有 S＝x1x2＋(x1＋x2)((x3＋x4＋x5)＋x3x4＋x3x5＋x4x5．于是有 S－S＝x1x2－x1x2＞0．这与 S在
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x1，x2，x3，x4，x5时取到最大值矛盾．所以必有| |xi－xj ≤1，(1≤i，j≤5)． 

因此当 x1＝402，x2＝x3＝x4＝x5＝401 时 S取到最大值．⑵ 当 x1＋x2＋x3＋x4＋x5＝2006，且| |xi－xj ≤

2 时，只有（A）402， 402， 402， 400， 400；（B）402， 402， 401， 401， 400；（C）402， 401， 401， 

401， 401； 三种情形满足要求．而后两种情形是由第一组作 xi＝xi－1，xj＝xj＋1 调整下得到的．根据

上一小题的证明可知道，每次调整都使和式 S＝
1≤i＜j≤5
Σ xixj变大．所以在 x1＝x2＝x3＝402，x4＝x5＝400 时

S 取到最小值． 

6、 已知 ia 为正整数， 1, 2, ,i n  ，且 1 2 na a a t    ，则
2

1
i

n

a

i

C


 取最小值的充要条件是对于

1 i j n   ，有 1i ja a  . 

 

7、  

解：
2 2

2 2 4

a b a b

b c a c a b c


 

    2 4 4 2

a a b a b b

b c a b c a b c a c

 
   

     
 

2 2 2 22 2 2 2

( 2 )( 4 ) ( 4 )( 2 )

a ac b bc a ac bc b

b c a b c a b c a c

     
 

     

1 1
( )( 2 ) 0

2 2
a b a b c

b c a c

 
      

  
 

2( ) ( 2 )
0

( 2 )( 2 )

a b a b c

b c a c

  
 

 
成立.所以只要求

2 2

4

c a b

a b a b c




  
的最小值.令d a b  ，我们有 

2 4 2 1 4 2 1 1
2 2

4 4 4 4 4 4 4 4

c d d c d d c d
u

d d c d d c d d c

 
         

  
. 

 

8、已知非负实数 1 2, , , nx x x 满足
1

1

2

n

i

i

x


 „ ,求 1 2

1

( , , , ) (1 )
n

n i

i

f x x x x


  的最小值. 

解:当 1 2 2 1, , , ,n n nx x x x x   都为定值时,由于 1 1 1(1 )(1 ) 1 ( )n n n n n nx x x x x x        , 

可见,
1n nx x  越大,上式的值越小.为此,令

1 1( 1,2, , 2), , 0i i n n n nx x i n x x x x 
        ,      ① 

则
1 1 1 1, 0n n n n n n n nx x x x x x x x   
         .∴

1 2 1 2 1(1 )(1 ) (1 ) (1 )(1 ) (1 )n nx x x x x x 
        …  

其中 1 2 1 2

1

2
n nx x x x x x          „ .再进行形如①的变换 2n 次,即可得 

1 2 1 2

1
(1 )(1 ) (1 ) 1 ( )

2
n nx x x x x x         … ,其中等号当 1 2 3

1
, 0

2
nx x x x     时取得.

∴所求最小值为
1

2
. 

 


