智浪教育—普惠英才文库

  数学竞赛中的几何问题
欧几里得几何虽然古老，但在提供几何直觉和理性思维方面仍有不可替代的教育价值（许多科技工作者由此而启蒙），因而，历来受到数学竞赛的青睐，平面几何证明已经属于IMO届届必考的内容，少则1题，多则2~3题．我国高中联赛加试（二试）和冬令营考试，也是年年必有平面几何题．

IMO中的几何问题，包括平面几何与立体几何，但以平面几何为主．立体几何题从第22届（1981年）开始已经20多年没有出现了，这一方面是组合几何的涌入，另一方面是新颖的立体几何题不好找，有的过浅，有的过旧，有的过难．

一、数学竞赛中的几何问题的三个层次

1．第一层次，中学几何问题．
这是与中学教材结合比较紧密的常规几何题，虽然也有轨迹与作图，但主要是以全等法、相似法为基础的证明题，重点是与圆有关的命题，因为圆的命题知识容量大、变化余地大、综合性也强，是编拟竞赛试题的优质素材． 
2．第二层次，中学几何的拓展

这是比中学教材要求稍高的内容，如共点性、共线性、几何不等式、几何极值等．这些问题结构优美，解法灵活，常与几何名题相联系．有时还可用几何变换来巧妙求解．
3．第三层次，组合几何——几何与组合的交叉 

这是用组合数学的成果来解决几何学中的问题，主要研究几何图形的拓扑性质和有限制条件的欧几里得性质．所涉及的类型包括计数、分类、构造、覆盖、递推关系以及相邻、相交、包含等拓扑性质．这类问题在第六届IMO（1964）就出现了，但近30年，无论内容、形式和难度都上了新的台阶，成为一类极有竞赛味、也极具挑战性的新颖题目．这类问题离不开几何知识的运用、几何结构的分析，但关键是精巧的构思．不仅在组合设计中需要，在组合计数中也少不了构思．
二、IMO中几何问题的主要特征
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1．数量较多  

由上表可知，在302道IMO试题中，第一、二层次的几何题有93道，第三层次的几何题有33道，共计126道，占总题量的42%，平均到每一届至少有两道．

在几何内容中，平面几何占四分之三以上，立体几何从22届开始已连续29年没有出现，这一方面是组合几何的涌入，另一方面是新颖的立体几何题不好找，有的过浅，有的过旧，有的过难．

平面几何内容之所以受到命题者的重视，是因为中学教材中最适合做竞赛题的首推平面几何．另外，随着参赛队的增多，占压倒多数的弱队都希望有些常规题，来确定自己的队员不至于背着零分回国．正是在这样的背景下，每届IMO都有几何题，少则一道，多则三道．

22．难度适中
平面几何的一个特点就是能够提供各种层次、各种难度的题目，它离中学教材最近，并且很容易花样翻新，是数学竞赛中一个方便而丰富的题源．统计显示，常规几何题大多为第1、4题，至多为第2、5题，只有极个别的情况下才为第3、6题．这反映了主试委员会选题时有一种由易到难的顺序心理，如果选一道几何题，通常是选容易的，作1、4题；如果选两道几何题，那就再添一道稍难的．

之所以常规几何题的难度多为中低档，不是几何中找不到难题，而是作为竞赛数学的构成中，还有比常规几何更难的部分．已经有人分析指出，数学竞赛中，“与中学教材距离最近的首推几何，而最远的当然是组合数学．因此，在每届IMO的6道试题中，几何题经常是较易的、常规的题目；组合题往往是非常规的难题．前者反映了弱国的要求，而后者则适应强国的愿望．”事实上，IMO的命题是常规与非常规题之间，弱队与强队之间互相制约又协调统一的结果．

对于弱队，难度适中的几何题是得分的主要来源；而对于强队，几何题则是拉开对手距离、确保夺冠的重要战场．原因是，难题对每一个队都难，那个强队也不敢保证自己的选手全部不落马翻车，但是这个队有一、二名队员翻车，那个队也有一、二名队员翻车，总体上只影响选手个人的成绩，而不影响全队的总分．至于中下档的题目则就不一样了，有的强队是可以做到少丢分或不丢分的，因此，某个强队一旦在几何问题上有一、二名选手翻车，则夺魁也就随之成为泡影．中国队这几年在IMO中的成绩，几何上的优势功不可没．最近几届IMO中，中国选手的几何题绝大多数为满分，个别的只被扣掉1、2分． 
3．方法多样
IMO中的几何题几乎涉及所有的平面几何方法，主要有三大类：
⑴ 综合几何法．（平面几何因主要用综合几何，我们把综合几何理常用的方法称为综合几何法）IMO中的几何题以常规题为主，因而大多可以用综合几何的方法来求解，如全等法、相似法、面积法等．其中出现频率较大的是与圆有关的命题．

[image: image266.jpg]


⑵ 代数演算法．IMO中的几何题也考查用代数方法处理几何问题的能力，如代数计算法，复数法，坐标法，三角法和向量法等，但不占优势，另有些几何不等式经过变换之后，就成为正数的代数不等式了（如图），反之，也可以把代数问题转化为几何问题．
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⑶ 几何变换法.有平移、旋转、对称、位似、反演等.
4．组合几何的异军突起
组合几何的问题在第六届（
[image: image2.wmf]5

6

-

IMO

）就出现，但近30年来，随着组合数学对竞赛的大规模介入，组合几何在内容、形式和难度上都上了新的台阶．成为一类极有竞赛味也极具挑战性的新颖题目．组合几何诞生于20世纪五六十年代，是用组合数学的成果来解决几何学中的问题，主要研究几何图形的拓扑性质和有限制条件的欧几里得性质，所牵涉的类型包括计数、分类、构造、覆盖、递推关系以及相邻、相交、包含等拓扑性质，在历届IMO中，已出现33道此类问题．

三、数学竞赛中几何问题的基本内容
     主要有4个定义，16条定理．
定理1  对任意三个点A，B，C，有
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等号成立当且仅当点C落在线段AB之间，或A，B，C三点重合．
定义1  点集的直径是指两个端点都属于这个集合且长度达到最大值的线段（一个点集可能有多条直径，也可能没有直径）．
定义2  如果对点集 A中的任意两点，以这两点为端点的线段包含在A里，则集合A称为是凸的．
定理2  任意一个凸
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边形（
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（每一个顶点处只计算一个外角）．
定义3  设
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没有公共的内点，则称多边形M剖分为多边形
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定义4  如果凸多边形N的所有顶点都在凸多边形M的边上，则称多边形N内接于多边性M．
定理3  凸四边形ABCD内接于圆的充分必要条件是：
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定理4  凸四边形ABCD外切于圆的充分必要条件是
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定理5  圆内的两条相交弦，被交点分成的两条线段长的积相等．（相交弦定理）
定理6  从圆外一点引圆的切线和割线，切线长是这点到割线与圆交点的两条线段长的比例中项．（切割线定理）
定理7  在
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是与边BC，AB，AC的延长线相切的旁切圆的半径，则
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定理8  在
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定理9  设AD是
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定理10  在
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中，有
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定理11  一直线截
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的边BC，CA，AB或其延长线于D，E，F，则
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定理12  设O是
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内任意一点，AO，BO，CO分别交对边于D，E，F，则
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定理13  在
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中，D是BC上一点，则
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（斯特沃尔特定理）
定理14  过三角形外接圆上任意一点作三边的垂线，则三垂足共线.（西姆松定理）
定理15  若四边形的两对边的乘积之和等于它的对角线的乘积，则该四边形内接于一圆，反之亦真．（托勒密定理）
定理16  设P是
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内一点，其到三边的距离分别为PD，PE，PF，则
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等号成立当且仅当
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为正三角形，且P是
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的重心．（厄尔斯——摩德尔定理）
例题讲解（常规几何题）
例1  （作业）证明：对任意三角形，一定存在两条边，它们的长
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讲解  有两种思维水平的处理．

水平1  （参考答案）设任意
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此式与
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矛盾，从而命题得证．          15分

评析  这个证明写得很曲折，其实③式就是①式、④式就是②式，解题的实质性进展在两个知识的应用上．

（1）三角形基本定理：三角形两边之和大于第三边．使用“增量法”，引进四个参数
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是基本定理的变形，构成矛盾也是与基本定理的变形
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（2）特征数据
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抓住这两点，立即可得问题的改进解法：若结论不成立，则存在
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矛盾．故对任意三角形，一定存在两条边，它们的长
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    这还只是局部上的修修补补，更关键的是抓住实质性的知识可以构造不等式
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 （出现特征数据
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据此可以成批得出本题的证明．  

水平2  记任意
[image: image94.wmf]ABC

V

的三边长为
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说明  对比这两种思维水平，所用到的知识是相同的，结论也都正确．但水平一仍然停留在浅层结构的认识上，有在外围兜圈子之嫌，而水平二则更接近问题的深层结构，思路清晰而简明．
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例2 （2005、全国高中数学联赛） 如图1，设
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，过
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的外接圆的切线
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，又以
[image: image105.wmf]A

为圆心，
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为半径作圆分别交线段
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于
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，交直线
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于
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、
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．证明：DE、DF通过
[image: image112.wmf]ABC
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内心和一个旁心.

分析：1.题目的条件是什么，一共有几个，其数学含义如何．
（1）
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（3）等腰
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（4）等腰
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2.弄清题目的结论是什么，一共有几个，其数学含义如何．结论成立需要什么？
（1）结论有两个：
[image: image120.wmf],

DEDF

一个通过
[image: image121.wmf]ABC
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的内心，一个通过
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的旁心.什么是通过，数学实质是证三线共点.

①应是
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通过
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的内心
②应是
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通过
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的旁心
（2）放下旁心，立即想“内心”的定义，这导致我们作
[image: image127.wmf]ABC
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的内角平分线.由于
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点的信息量最少，因而优先考虑
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的平分线，这就出现了
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，联结
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，问题转化为证
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是
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3.弄清题目的条件与结论有哪些数学联系，是一种什么样的结构．沟通条件与结论的数学联系
题目的条件和结论是两个信息源．从条件发出的信息，预示可知并启发解题手段，从结论出发的信息预告需知并诱导解题方向，抓住条件和结论“从何处下手、向何方前进”就有一个方向
（1）由结论
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的需要，联想何处能提供
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问题转化为证
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其中之一

（2）由于
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，故
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，所以
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是可以实现的.
证明：作
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的平分线交
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于
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，联结
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即
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通过
[image: image153.wmf]ABC
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的内心.
例3   （1986  
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）在平面上给定点
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和
[image: image156.wmf]3

2

1

A

A

A

D

，且约定当
[image: image157.wmf]4

³

S

时，
[image: image158.wmf]3

-

=

S

S

A

A

。构造点列
[image: image159.wmf],

,

,

,

2

1

0

L

P

P

P

使得
[image: image160.wmf]1

+

k

P

为点
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求证，如果
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证明  引进复平面，以各点的字母表示各点上的复，并设
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依题意，有（如图）
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当n=1986时，由于
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这说明，A1A3可由A1A2绕A1逆时针旋转60°得到，故
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为正三角形。
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例4 （P.80例2-6-7）
[image: image180.wmf]ABCD

和
[image: image181.wmf]1111

ABCD

是一个国家的同一区域的正方形地图，但是按不同的比例尺画出，并且重叠如图，求证小地图上只有一点
[image: image182.wmf]O

与大地图上表示同一点
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重合.
解  在复平面上，两地图有函数关系


[image: image184.wmf],,
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令
[image: image185.wmf]zazb
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，
得唯一的公共点
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四、数学竞赛中的组合几何题

1．计数问题（数数问题． sh
[image: image187.wmf]u

Ú

 
[image: image188.wmf]`

shu

）
⑴ 基本含义

⑵ 基本方法

例1-1 圆周上有n个点，两两连线无三线共点，将圆面分成了几块区域？

[image: image189.wmf]2
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例1-2  凸n边形（
[image: image194.wmf]4

n

³

）玫瑰园的n个顶点各栽有1棵红玫瑰，每两棵红玫瑰之间都有一条直小路相通，这些直小路没有出现“三线共点”的情况——它们把花园分割成许多不重叠的区域（三角形、四边形，…），每块区域都栽有一棵白玫瑰或黑玫瑰．
⑴ 求出玫瑰园里玫瑰总棵树
[image: image195.wmf]()

fn

的表达式．
⑵ 花园里能否恰有99棵玫瑰？说明理由．
例2 在等边
[image: image196.wmf]ABC
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  所在的平面上找这样的一点p ，使
[image: image197.wmf],,
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都是等腰三角形，那么具有这样性质的点有几个？    
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2．结构问题

基本含义

例1 已知平面上有25个点，其中任何三个点中一定有两个点之间的距离小于1．证明必有一个半径为1的圆，它至少包含这25个点中的13个点．
例2（例2-47  1995年、高中．p．118）
将平面上每一个点都以红、蓝两色之一着色，证明，存在这样的两个相似三角形，它们的相似比为2009，并且每一个三角形的三个顶点同色．

3．覆盖问题

基本含义

例1 已知凸四边形
[image: image200.wmf]ABCD

，求证这个凸四边形一定可以被以 
[image: image201.wmf],,,
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为直径的作的半圆共同覆盖．
4．染色

基本含义

例1  用两种颜色给数轴染色，每一个点上只染一种颜色．求证，存在同色两点，它们的距离为1或为2．
解法1：抽屉原理

解法2：反证法（与染色矛盾）

解法3：8种情况  （+ + +）、(+ + -) 、(+ - +)、 (+ - -)、 (- + +) 、(- + -) 、(- - +) 、(- - - )
例2  （例2-4-1）证明：在任意6个人中，总可以找到3个人互相认识，或互相不认识，这种情况至少发生2次.
证明1 

证明2  设
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例3 联结圆内接等腰梯形
[image: image211.wmf]ABCD

的对角线
[image: image212.wmf],

ACBD

相交于
[image: image213.wmf]E

，已知图中各条线段均为正整数，且
[image: image214.wmf]22120,7
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(1)求证图中存在一个三角形，其三边长均为素数且组成一个等差数列.                  图1

(2)若给点
[image: image215.wmf],,

AED

染上红色，圆面上的其它点任意染上红蓝色之一，求证圆面上存在一个同色等边三角形，其边长为素数.                

证明  (1)在
[image: image216.wmf]AED
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中，由
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知，
[image: image218.wmf]AD

为最长边，且由余弦定理得
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把
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取
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1,2,3,4,5,6

中的值验证，得
[image: image222.wmf],

AEDE

只能取3，5.故存在
[image: image223.wmf]AED
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，其三边长3，5，7均为素数且组成一个等差数列.

(2) 不妨设
[image: image224.wmf]5,3
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                          图6 

知，
[image: image226.wmf]ABE

V

是边长为5的等边三角形，
[image: image227.wmf]CDE

V

是边长为3的等边三角形.作边长为7的等边
[image: image228.wmf]ADF
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，等边
[image: image229.wmf]BCG
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，联结
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交
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于
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.再联结
[image: image233.wmf],,

BFFCDG

，由
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得
[image: image235.wmf]//

ECBF

，
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EBCF

，四边形
[image: image237.wmf]EBFC

为平行四边形，
[image: image238.wmf]3
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，又
[image: image239.wmf]60
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，得
[image: image240.wmf]BFH
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是边长为3的等边三角形.同理，
[image: image241.wmf]GHD

V

是边长为5的等边三角形.

当
[image: image242.wmf],,

BFC

中有红点时，命题已成立. 当
[image: image243.wmf],,

BFC

中无一为红点时，考虑
[image: image244.wmf]H

，若
[image: image245.wmf]H

为蓝点，则
[image: image246.wmf]BFH
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是同蓝色的等边三角形，其边长为素数3；若
[image: image247.wmf]H

为红点，考虑点
[image: image248.wmf]G

，若
[image: image249.wmf]G

为红点，则
[image: image250.wmf]GED

V

是同红色的等边三角形，其边长为素数5；若
[image: image251.wmf]G

为蓝点，则
[image: image252.wmf]GBC

V

是同蓝色的等边三角形，其边长为素数7.综上得，圆面上存在一个同色等边三角形，其边长为素数.

作业  

1．（2003，高中联赛） 过圆外一点
[image: image253.wmf]P

作圆的两条切线和一条割线，切点为
[image: image254.wmf]A

、
[image: image255.wmf]B

 .所作割线交圆于
[image: image256.wmf]C

、
[image: image257.wmf]D

两点，
[image: image258.wmf]C

在
[image: image259.wmf]P

、
[image: image260.wmf]D

之间．在弦
[image: image261.wmf]CD

上取一点
[image: image262.wmf]Q

，使
[image: image263.wmf]DAQPBC
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．求证：
[image: image264.wmf]DBQPAC
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．
2．（冬令营1- 6）用任意的方式，给平面上的每一个点染上黑色或白色．求证：一定存在一个边长为1或
[image: image265.wmf]3

的正三角形，它的三个顶点是同色的．
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