智浪教育—普惠英才文库

三、有n支球队参加足球联赛，每支球队与其他球队只比赛一场，规定胜一场得3分，平一场得1分，负一场得0分，联赛结束后，有一些球队可能会被取消比赛资格，因此我们的比赛结果也会被取消，剩下的球队将重新计算成绩，积分多的球队将会成为这次联赛的冠军（如果只有一支球队没取消比赛资格，则他就是冠军）。设fi(T)(I=1, 2, …n)是在这次联赛T中使得第i支球队获得冠军，而被取消比赛资格的球队数目的最小值，又设F(T)=f1(T)+f2(T)+…+fn(T)，对于n≥5。求F(T)的最大值和最小值。
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对于n>=求出最小的整数f(n)，使得对任何正整数m,集合（m,m+1,…,m+n-1）的任何一个f(n)元子集中，均有至少3个两辆互素的元素

二、（50分）求所有实多项式f和g，使得对所有x∈R，有：(x2+x+1)f(x2-x+1)=(x2-x+1)g(x2+x+1)。

解：二、设w是1的非实的立方根，满足w2+w+1=0，则g(w2+w+1)g(0)=0，设α为-1的非实的立方根，则f(α2-α+1)=f(0)=0，故可设：f(x)=x·a(x)；g(x)=x·b(x)。因此原条件可化为：a(x2-x+1)=b(x2+x+1)。令x=-y，得：a(y2+y+1)=b(y2-y+1)， 1]。下面证明无穷多个n使得：a(n2+3n+3)=a(1)。由n=1可得：a(1)=a(7)，假设a[(n-1)2+3(n-1)+3]=a(1)(n≥2)，则a[(n+1)2+3(n+1)+3]=a[(n+2)2+(n+2)+1]=a[(n+1)2-(n+1)+1]=a[(n-1)2+3(n-1)

+3]=a(1)。由于多项式a(x)-a(1)有无穷多个根，所以a(x)-a(1)是零多项式，即a(x)为常数，因此f(x)=kx，类似可知：g(x)=kx。

15、设二次函数f(x)=ax2+bx+c(a,b,c∈R,a≠0)满足条件：
　　（1） 当x∈R时,f(x-4)=f(2-x),且f(x)≥x;
　　（2） 当x∈(0,2)时，f(x)≤((x+1)/2)2;
　　（3） f(x)在R上的最小值为0.
　　求最大的m(m＞1)，使得存在t∈R，只要x∈[1,m]，就有f(x+t)≤x。

　14、如图，有一列曲线P0，P1，P2……，已知P0所围成的图形是面积为1的等边三角形，Pk+1是对Pk进行如下操作得到：将Pk的每条边三等分，以每边中间部分的线段为边，向外作等边三角形，再将中间部分的线段去掉（k=0,1,2,）。记Sn为曲线Pn所围成图形的面积。
　　（1） 求数列｛Sn｝的通项公式；
　　（2） 求limSn.
　　　　　　n→∞ 
14、(1)对Ｐ0进行操作，容易看出Ｐ0的每条边变成Ｐ１的４条边，故Ｐ１的边数为3·4；同样，对P１进行操作，P１的每条边变成P２的４条边，故P２的边数为3·4２，从而不难得到Pn的边数为3·4n.

　　已知Ｐ0的面积为Ｓ0=1，比较P１与Ｐ0.容易看出P１在Ｐ0的每条边上增加一个小等边三角形，其面积为1/32，而Ｐ0有３条边，故

S1=S0+3·(1/32)=1+(1/3).

　　再比较P２与P１，可知P２在P１的每条边上增加了一个小等边三角形，其面积为(1/32)·(1/32)，而P１有3·4条边，故S2=S1+3·4·(1/34)=1+(1/3)+(4/33),类似地有S3=S2+3·42·(1/36)=1+(1/3)+(4/33)+(42/35),于是有

　　[image: image3.jpg]



下面利用数学归纳法证明（＊）式。
　　n=1时，由上面已知（＊）式成立。假设n=k时，有Sk=8/5-3/5·(4/9)k.当n=k+1时，易知第k+1次操作后，比较Pk+1与Pk,Pk+1在Pk的每条边上增加了一个小等边三角形，其面积为(1/32(k+1))，而Pk有3·4k条边，故Sk＋１=Sk+3·4k·(1/32(k+1))=Sk+((4k)/32k+1)=(8/5)-(3/5)·(4/9)k+1.
综上，由数学归纳法，(＊)式得证. 

(2)lim(n→∞)Sn=lim(n→∞)[(8/5)-(3/5)·(4/9)n]=(8/5). 

　　15、∵f(x-4)=f(2-x),∴函数的图象关于x=-1对称，∴-b/2a=-1,b=2a.
　　　由(3)x=-1时，y=0，即a-b+c=0，
　　　由(1)得f(1)≥1，由(2)得f(1)≤1，
　　　∴f(1)=1,即a+b+c=1,又a-b+c=0,∴b=1/2,a=1/4,c=1/4,
　　　∴f(x)=(1/4)x2+(1/2)x+(1/4).
　　　假设存在t∈R，只要x∈[1,m],就有f(x+t)≤x.取x=1有f(t+1)≤1.即((1/4)(t+1))2+((1/2)(t+1))+(1/4)≤1,解得-4≤t≤0.对固定的t∈［-4,0］,取x=m，有f(t+m)≤m,即((1/4)(t+m)2)+((1/2)(t+m))+(1/4)≤m,化简有m2-2(1-t)m+
(t2+2t+1)≤0解得1-t-(√-4t)≤1-t+(√(-4t))于是有m≤1-t+√(-4t)≤1-(-4)+ √(-4(-4))=9.当t=-4时，对任意的x∈[1,9]，恒有f(x-4)-x=(1/4)(x2-10x+9)=1/4(x-1)(x-9)≤0.所以m的最大值为９。  

    设函数
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(a＜0)，对于给定的负数a，有一个最大的正数l(a)，使得在整个区间[0,l(a)]上，不等式|f (x)|≤5都成立。
    问：a为何值时l(a)最大？求出这个最大的l(a)，证明你的结论。
一．(本题满分25分)  x的二次方程[image: image5.wmf]x
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的最大值和最小值．
实数a,b,c和正数使得f(x)=x3+ax2+bx+c有三个实根x1,x2,x3，且满足

1  x2x1=,   2  x3>
[image: image11.wmf]2
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的最大值。
二、(25分) 求一切实数[image: image13.wmf]p

，使得三次方程[image: image14.wmf]5
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的三个根均为自然数．
三、(35分)在平面直角坐标系中，横坐标和纵坐标都是整数的点称为格点，任取6个格点Pi (xi，yi)(i[image: image15.wmf]=

1，2，3，4，5，6)满足 (1) | xi |≤2，| yi |≤2，(i[image: image16.wmf]=

1，2，3，4，5，6)，(2) 任何三点不在同一条直线上．
试证：在以Pi (i[image: image17.wmf]=

1，2，3，4，5，6)为顶点的所有三角形中，必有一个三角形，它的面积不大于2．
三、（50分）设Sn＝{1，2，……，n}(n≥5)，取X
[image: image18.wmf]Í

Sn，Y
[image: image19.wmf]Í

Sn(X，Y无顺序)，若X
[image: image20.wmf]Í

Y或Y
[image: image21.wmf]Í

X，则称X，Y为一对“包含子集对”，否则称为“非包含子集对”，问Sn中是“包含子集对”多还是“非包含子集对”多？证明你的结论。

五、(20分)求证：对于任给的正数a，必存在一个自然数N，使每一个大于N的自然数n都有惟一的自然数f(n)，满足
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10

a

1

f(n)

10

n

n

£

<

+

.

14、将2006表示成5个正整数x 1，x 2，x 3，x 4，x 5之和，记S =
[image: image23.wmf]15
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i x j。问：

（1）当x 1，x 2，x 3，x 4，x 5取何值时，S取到最大值；

（2）进一步，设对任意1 ≤ i，j ≤ 5有| x i – x j | ≤ 2，问当x 1，x 2，x 3，x 4，x 5取何值时，S取到最小值。说明理由。

解：（1）首先这样的S的值是有界集，故必存在最大值与最小值。若x 1 + x 2 + x 3 + x 4 + x 5 = 2006，且使S =
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i x j取到最大值，则必有| x i – x j | ≤ 1，( 1 ≤ i，j ≤ 5 )    ①。事实上，假设①不成立，不妨假设x 1 – x 2 ≥ 2。则令x'1 = x 1 – 1，x'2 = x 2 + 1，x' i = x i（i = 3，4，5），有x'1 + x'2 = x 1 + x 2，x'1 x'2 = x 1 x 2 + x 1 – x 2 – 1 > x 1 x 2。将S改写成S =
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i x j = x 1 x 2 + ( x 1 + x 2 ) ( x 3 + x 4 + x 5 ) + x 3 x 4 + x 3 x 5 + x 4 x 5，同时有S ' = x'1 x'2 + ( x'1 + x'2 ) ( x 3 + x 4 + x 5 ) + x 3 x 4 + x 3 x 5 + x 4 x 5。于是有S '– S = x'1 x'2 – x 1 x 2 > 0。这与S在x 1，x 2，x 3，x 4，x 5时取到最大值矛盾。所以必有| x i – x j | ≤ 1，( 1 ≤ i，j ≤ 5 )。因此当x 1 = 402，x 2 = x 3 = x 4 = x 5 = 401时取到最大值。

（2）当x 1 + x 2 + x 3 + x 4 + x 5 = 2006且| x i – x j | ≤ 2时，只有下列三种情形满足要求：

⑴402，402，402，400，400；⑵402，402，401，401，400；⑶402，401，401，401，401。而后面两种情形是在第一组情形下作x' i = x i – 1，x' j = x j + 1调整下得到的。根据上一小题的证明可以知道，每调整一次，和式S =
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i x j变大。所以在x 1 = x 2 = x 3 = 402，x 4 = x 5 = 400时取到最小值。

15、设f ( x ) = x 2 + a。记 f 1 ( x ) = f ( x )，f n ( x ) = f ( f n – 1 ( x ) )，n = 2，3，…，M = { a ∈R |对所有正整数n，| f n ( 0 ) | ≤ 2 }。证明：M = [ – 2，
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二、(本题满分50分)设
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ab

和
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ab

分别表示整数
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的最大公约数和最小公倍数．求满足
[image: image31.wmf](,)9[,]9()7
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的所有整正数解．

二．（本题满分50分）设三角形的三边分别是整数l，m，n，且l＞m＞n，已知
[image: image32.wmf]}

10

3

{

}

10

3

{

}

10

3

{

4

4

4

n

m

l

=

=

，其中{x}＝x－[x]，而[x]表示不超过x的最大整数．求这种三角形周长的最小值．

二．解：由题设可知
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　　于是3l≡3m≡3n(mod 104) ( 
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10分
　　由于(3，2)＝(3，5)＝1，∴由①可知3l－n≡3m－n≡1 (mod 24)．
　　设u是满足3u≡1 (mod 24)的最小正整数，则对任意满足3v≡1 (mod 24)的正整数v，我们有u｜v．事实上若u不整除v，则由带余除法可知，存在非负整数a、b，使得v＝au＋b，其中0＜b≤u－1，从而可推出3b≡3b＋au≡3v≡1 (mod 24)，而这显然与u的定义矛盾．
　　注意到3≡3 (mod 24)，32≡9 (mod 24)，33≡27≡11 (mod 24)，34≡1 (mod 24)，从而可设m－n＝4k，其中k为正整数



20分
　　同理由②可推出3m－n≡1 (mod 25)，故34k≡1 (mod 25)
　　现在我们求34k≡1 (mod 25)满足的整数k．
　　∵34＝1＋5×24，∴34k－1＝(1＋5×24)k－1≡0(mod 55)


30分
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　　或
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　　即有　k＝5t，并代入该式得　t＋5t[3＋(5t－1)×27]≡0(mod 52)
　　即k＝5t＝53s，其中s为整数，故m－n＝500s，s为正整数
　　同理可得l－n＝500r，r为正整数



40分
　　由于l＞m＞n，∴r＞s
　　这样三角形的三边为500r＋n、500s＋n和n，由于两边之差小于第三边，故n＞500(r－s)，因此当s＝1，r＝2，n＝501时三角形的周长最小，其值为3003．


50分

六．剩余系法  这种方法颇具技巧，一般是利用剩余系的性质对题目进行分析，若方法得当，往往有意想不到的效果.

例：设
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是两互质的正整数，且
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是偶数.求证
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分析：本题出现了高斯函数，从微观较难把握，想到剩余系或许有用处.

解：令
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例：设
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分析：
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有什么关系呢？这是本题的难度所在，不难发现
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解：
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image71.wmf]Û
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，这是熟知的.这样本题就解决了.

1．设等差数列{an}满足3a8=5a13, 且a1>0, Sn为其前n项之和，求Sn(n∈N*)中最大的是什么？

（1995年全国高中数学联赛题）

2．一个等比数列{an}的首项a1=2－5，它的前11项的几何平均数为25，若在前11项中抽出一

   项后的几何平均数为24，求抽去的是第几项？

3．已知a1, a2 , a3,…, an是n个正数，满足a1·a2·…·an=1，

求证（2+a1）(2+a2)…(2+an)≥3n.

4．已知数列{an}满足：a1=
[image: image73.wmf]2

1

，a1+a2+…+an=n2an(n≥1).试求数列{an}的通项.
5．已知95年数a1, a2, …, a95，每个都只能取+1或－1两个值之一，那么，它们两两之积的

   和a1a2+a1a3+…+a94a95的最小正值是多少？

（1994年全国高中数学联赛试题）

15、已知
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是方程
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的两个不等实根，函数
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的定义域为
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。（Ⅰ）求
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；（Ⅱ）证明：对于
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三、（本题满分50分）解方程组
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解：令p = x + z，q = x z，则p 2 = x 2 + z 2 + 2 q，p 3 = x 3 + z 3 + 3 p q，p 4 = x 4 + z 4 + 4 p 2 q – 2 q 2，又令s = y + w，t = y w，则s 2 = y 2 + w 2 + 2 t，s 3 = y 3 + w 3 + 3 s t，s 4 = y 4 + w 4 + 4 s 2 t – 2 t 2。在此记号系统下，原方程组的第一个方程为p = s + 2。①
于是p 2 = s 2 + 4 s + 4，p 3 = s 3 + 6 s 2 + 12 s + 8，p 4 = s 4 + 8 s 3 + 24 s 2 + 32 s + 16，

现在将上面的p 2，p 3，p 4和s 2，s 3，s 4的表达式代入，

得x 2 + z 2 + 2 q = y 2 + w 2 + 2 t + 4 s + 4，x 3 + z 3 + 3 p q = y 3 + w 3 + 3 s t + 6 s 2 + 12 s + 8，

x 4 + z 4 + 4 p 2 q – 2 q 2 = y 4 + w 4 + 4 s 2 t – 2 t 2 + 8 s 3 + 24 s 2 + 32 s + 16，

利用原方程组的第二至四式化简，得q = t + 2 s – 1，② p q = s t + 2 s 2 + 4 s – 4，③ 

2 p 2 q – q 2 = 2 s 2 t – t 2 + 4 s 3 + 12 s 2 + 16 s – 25，④ 将①和②代入③，得t =
[image: image83.wmf]2

s

– 1，⑤
将⑤代入②，得q =
[image: image84.wmf]5

2

s – 2。⑥ 将①⑤⑥代入④，得s = 2，所以有t = 0，p = 4，q = 3。

这样一来，x，z和y，w分别是方程X 2 – 4 X + 3 = 0和Y 2 – 2 Y = 0的两根，

即
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且
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，故方程组有如下四组解：x = 3，y = 2，z = 1，w = 0；或x = 3，y = 0，z = 1，w = 2；或x = 1，y = 2，z = 3，w = 0；或x = 1，y = 0，z = 3，w = 2。
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