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　　解析几何是高中数学的重要内容.解析法的特
点就是通过代数运算解决几何问题 ,因此 ,解析几何
问题在高中数学联赛中的内容也是十分丰富的.

1　基本知识
设 P1 ( x1 , y1) , P2 ( x2 , y2)是直角坐标平面上的
两点 ,则

1 ) | P1 P2 | = ( x1 - x2) 2 + ( y1 - y2) 2 =

1 + k2 | x1 - x2| (其中 k =
y2 - y1

x2 - x1
为直线 P1 P2的

斜率) ;

2) 若点 P( x , y)分 P1 P2的比为λ (λ≠- 1) ,则

x =
x1 +λx2

1 +λ , y =
y1 +λy2

1 +λ ;

3) 直线 P1 P2 的方程可写成 y - y1 = k ( x1 -
x2) (当斜率 k存在时) ,且一定能表示为 A x + By +

C = 0 ( A , B , C不全为零)的形式 ;

4) 直线 P1 P2的方程除了 3)中的形式外 ,还可

以有 y = kx + b(斜截式) ,
x
a

+
y
b

= 1 (截距式)等形

式 ;

5) 设 P0 ( x0 , y0) ,则 P0到直线 A x + By + C = 0

的距离 d =
| A x0 + By0 + C|

A 2 + B2
;

6) 设不重合的两条直线 l1 , l2 的斜率分别为

k1 , k2 ,则 l1 到 l2 的角θ满足 tgθ=
k2 - k1

1 + k1 k2
.特别

地 ,当 k1 = k2时 ,必有 l1 ∥l2 ;当 k1 k2 = - 1时 ,必有
l1⊥l2 .

2　应用举例
例 1　(1994年全国高中数学联赛试题) 已知有
向线段 PQ的起点 P和终点 Q 的坐标分别为 ( - 1 ,

1)和 (2 ,2) ,若直线 l : x + my + m = 0与 PQ 的延长
线相交 ,求 m 的取值范围.

思路 1 :欲求 m 的取值范围 ,即需知 m 存在于
直线方程的什么条件下.由于直线方程 x + my + m

= 0可变形为 y = -
1
m

x - 1 (显然有 m ≠0) ,因此我

们可以从比较直线斜率的大小关系来确定 m 的取
值范围.

事实上 ,由于有向线段 PQ所在的直线方程为 y

=
1
3

x +
4
3

,斜率 k =
1
3

.又直线 y = -
1
m

x - 1必过

点 A (0 , - 1) ,于是由直线 l 与 PQ 的延长线相交的

图 1　例 1图

条件可知 (如图 1) :

kPQ < kl < kAQ

即 1
3

< -
1
m

<
2
3

.

∴ m 的取值范围是

- 3 < m < -
2
3

.

思路 2 :由于直线 l 与
有向线段 PQ 的延长线相
交 ,于是我们可以通过研究
直线 l与直线 PQ的交点坐标来确定 m的取值范围.

事实上 ,联立直线 l 与 PQ 的方程 ,不难得到直

线 l与直线 PQ 的交点坐标 R ( - 7 m
m + 3

,
4 - m
m + 3

) .由 R

是有向线段 PQ 延长线上的点可知 :

- 7 m
m + 3

> 2 ,

4 - m
m + 3

> 2 ,
　

解之得　- 3 < m < -
2
3

,这就是 m 的取值范围.

注 :显然 , m ≠- 3 ,否则就有直线 l与 PQ平行.

思路 3 :考虑到 R是 PQ延长线上的点 ,即 R 是

PQ的外分点 ,令 PR
RQ

=λ,则必有λ< - 1 ,由定比分点

公式可得 R ( - 1 + 2λ
1 +λ ,

1 + 2λ
1 +λ

) .于是由 R 在直线 l

上有 - 1 + 2λ
1 +λ + m

1 + 2λ
1 +λ + m = 0 ,解之λ=

1 - 2 m
2 + 3 m

( m ≠-
2
3

) .由λ< - 1便可确定 m 的取值范围.

上述几种解题思路 ,都是根据问题所给的已知
条件 ,运用所学的有关基础知识和基本方法展开思
考和分析的.思路 1运用直线方程的位置关系 ,通过
比较斜率的大小关系来确定的取值范围.在这里图
形的直观性起了重要的作用;思路 2 通过两条直线
相交求得交点坐标 ,由点的位置来确定 m 的范围 ,

在这里图形的直观性同样起了重要作用;思路 3 通
过直线 l与有向线段 PQ的延长线相交这一条件 ,联
想到点 R是有向线段 PQ 的一个外分点 ,利用λ求
得 m 的取值范围.

例 2　(1994年全国高中数学联赛试题) 在平面

直角坐标系中 ,方程 | x + y|
2 a

+
| x - y|

2 b
= 1 ( a , b为
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不相等的两个正数)所代表的曲线是 ( 　　)
(A) 三角形. 　　　　　(B) 正方形.

(C) 非正方形的矩形. (D) 非正方形的菱形.

解　方程| x + y|
2 a

+
| x - y|

2 b
= 1 ( a , b为不相等

的两个正数)所代表的曲线由以下四条曲线 (实际上
是线段)组成 :

l1 :
x + y
2 a

+
x - y
2 b

= 1 ( x + y ≥0 , x - y ≥0) ,即

( a + b) x - ( a - b) y = 2 ab( x + y≥0 , x - y≥0) ;

l2 :
x + y
2 a

-
x - y
2 b

= 1 ( x + y ≥0 , x - y ≤0) ,即

- ( a - b) x + ( a + b) y = 2 ab( x + y≥0 , x - y≤0) ;

l3 : -
x + y
2 a

-
x - y
2 b

= 1 ( x + y ≤0 , x - y ≤0) ,

即 - ( a + b) x + ( a - b) y = 2 ab ( x + y ≤0 , x - y ≤
0) ;

l4 : -
x + y
2 a

+
x - y
2 b

= 1 ( x + y ≤0 , x - y ≥0) ,

即 ( a - b) x - ( a + b) y = 2 ab( x + y≤0 , x - y≤0) .

由题中所给的选项知 ,所给方程所代表的曲线
是一个封闭图形 ,因此上述四线段必围成一个四边
形 ,于是只要求出此四边形的顶点 ,便可判定它所代
表的曲线是什么图形.

显然 , l1 ∥l3 , l2∥l4 .于是联立 l1 , l2 得 l1 与 l2

的交点 A ( a , a) ,同样可求得 l1 与 l4 的交点 B ( b ,

- b) , l3 与 l4 的交点 C ( - a , - a)及 l3 与 l2 的交
点 D ( - b , b) .容易看出 A C , BD 相交于原点 O ,并
且 A O = CO , BO = DO , A C⊥BD.由于 a≠b ,故 A C

≠BD ,由此可知这四条线段围成的图形是非正方形
的菱形.

例 3　(1999年全国高中数学联赛试题) 已知直
线 ax + by + c = 0 中的 a , b , c取自集合{ - 3 , - 2 ,

- 1 ,0 ,1 ,2 ,3}中的 3 个不同的元素 ,并且该直线的
倾斜角为锐角 ,试问这样的直线共有多少条 ?

分析 :由题设可知直线的斜率 k > 0 ,即有 -
a
b

> 0 .注意到集合中元素的对称性 ,不妨设 a > 0 ,于
是 b < 0 .下面我们只须分 c = 0和 c≠0两种情形进
行讨论.

1) c = 0 ,此时 a 可取 1 , 2 , 3 , b可取 - 1 , - 2 ,

- 3 ,但由于 3 x - 3 y = 0 , 2 x - 2 y = 0及 x - y = 0为
同一直线 ,故这样的直线有 3×3 - 2 = 7条 ;

2) c≠0 ,此时 a 可取 1 , 2 , 3 , b可取 - 1 , - 2 ,

- 3 , c可取 a , b取定后剩下的四个数中的任意一个 ,

故这样的直线有 3×3×4 = 36条.

由 1) , 2)不难得到满足题设要求的直线有 43

条.

例 4　(1999年全国高中数学联赛试题) 平面直
角坐标系中 ,纵、横坐标都是整数的点叫做整点 ,那
么满足不等式 ( | x | - 1) 2 + ( | y | - 1) 2 < 2 的整点
( x , y)的个数是 ( 　　)

(A) 16 . 　(B) 17 . 　(C) 18 . 　(D) 25 .

解　由 ( | x | - 1) 2 + ( | y| - 1) 2 < 2可得 ( | x | -

1 , | y| - 1)为 (0 , 0) , (0 , 1) , (1 , 0) , (0 , - 1)及 ( - 1 ,

0) ,于是不难得到 ( x , y)共有 16个 ,选 (A) .

例 5 　已知 △AB C 的三顶点分别是 A ( 1 , 2) ,

B (2 ,3) , C(3 ,1) ,又设 l 是过原点的直线 ,试求三角
形 AB C的三顶点到直线 l 的距离的平方和的最大
值.

解　不妨记 A , B , C到直线 l 的距离的平方和
为 d ,于是

1) 若 l与 x 轴垂直 ,则 l的方程为 x = 0 ,此时 d

= 14 ;

2) 若 l与 x 轴不垂直 ,设 l 的斜率为 k ,则 l 的

方程为 kx - y = 0 ,于是 d =
14 k2 - 22 k + 14

1 + k2 ,即有 ( d

- 14) k2 + 22 k + ( d - 14) = 0 .由于 k∈R ,故Δ= 222

- 4 ( d - 14) 2 ≥0 , ∴3 ≤d≤25 , dmax = 25 (此时 k =
- 1) .由 1) ,2)知 dmax = 25 .

例 6　(根据1999年全国高中数学联赛试题改
编) 已知点 A (1 , 2) ,过点 (5 , - 2)的直线与抛物线
y2 = 4 x 交于另外两点 B , C ,证明 : △AB C必是直角
三角形.

分析 :由几何直观 ,我们只须证明∠BA C = 90°.
于是只须证明 : kAB·kA C = - 1 .考虑到 B , C是抛物

线 y2 = 4 x 上的点 ,且异于 A ,故不妨设 B ( t2 ,2 t) , C

( s2 ,2 s) ,其中 s≠t , s≠1 , t ≠1 ,由于 B , C , (5 , - 2)

在同一直线上 ,故有2 t + 2
t2 - 5

=
2 s + 2
s2 - 5

,即有 (1 + t) (1 +

s ) = - 4 , 因 此 kAB ·kA C =
2 - 2 t
1 - t2 ·

2 - 2 s
1 - s2 =

4
(1 + t) (1 + s) = - 1 . ∴ ∠BA C = 90°, △AB C为直

角三角形.

有不少的解析几何问题 ,首先要考虑的就是如
何减少运算量 ,这取决于对坐标、方程等的选择.例 6

中我们对 B , C的坐标是用了参数坐标形式 ,这给解
题带来了很大的方便 ,由此也使我们体会到正确设
立点的坐标以及处理好各点间的关系的重要性.

习 题

1　直线 (3 a + 2) x - ( a - 1) y - 1 = 0不通过第二象
限 ,则 a的取值范围是 ( 　　)
(A) a > 1 . 　　　　　　(B) a < 0或 a≥1 .

(C) a≥1 . (D) - 1 < a < 2 .

2　(1999年第十届希望杯全国数学邀请赛试题) 过
点 P(1 ,1)且与两条坐标轴围成面积为 2的三角
形的直线的条数是 .

3　(1995年全国高中数学联赛试题) 直角坐标平面

上 ,满足不等式组

y≤3 x

y≥1
3

x

x + y≤100

的整点的个数是

.

4　(1994年全国高中数学联赛试题) 已知点集 A =

{ ( x , y) | ( x - 3) 2 + ( y - 4) 2 ≤( 5
2

) 2} , B = { ( x ,
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　　用代数的眼光来看代数式 ,解决问题可能很复
杂 ,如果换一个角度 ,用几何的眼光看代数式 ,或许
会简单.比如一类函数的最值问题 ,转化为距离问题
求解就是如此.

例 1　(第三届希望杯高二第一试试题) 设 x ∈

R ,函数 f ( x ) = x2 + 3 x + 3 + x2 - 3 x + 3的最
小值为 .

解　将函数式作如下变形

f ( x) = ( x +
3
2

) 2 + (0 +
3
2

) 2

　+ ( x -
3
2

) 2 + (0 -
3
2

) 2 .

设 P( x ,0) , A ( -
3
2

, -
3
2

) , B ( 3
2

,
3
2

) ,则问题转

化为求| PA | + | PB|的最小值.由平面几何性质有

图 1　例 2图

| PA | + | PB| = | AB| = 2 3 .

例 2 　(1990年全国高中
联赛试题) 求 f ( x)

= x4 - 3 x2 - 6 x + 13

　- x4 - x2 + 1的最大值为
.

解　原函数变形为

f ( x) = ( x4 - 4 x2 + 4) + ( x2 - 6 x + 9)

　- ( x4 - 2 x2 + 1) + x2

= ( x2 - 2) 2 + ( x - 3) 2 - ( x2 - 1) 2 + x2

联想抛物线 y = x2 ,问题就是求抛物线 y = x2

上一动点 P( x , x2)与两定点 A (3 ,2)和 B (0 ,1)之间
距离之差的最大值.

由几何性质知| | PA | - | PB | | ≤| AB | = 10 ,

图 2　例 3图

故 f ( x)的最大值为 10 .

例 3　(第二届希望杯
高二试题) 以实数 x , y 为
自变量的二元函数 u ( x , y)

= x2 +
81
x2 - 2 xy +

18
x

· 2 - y2 的 最 小 值 为
.

解　原函数可变形为

u ( x , y ) = x2 - 2 xy + y2 + [ ( 9
x

) 2 + 2·9
x

· 2 - y2 + ( 2 - y2 ) ] - 2 = ( x - y ) 2 + ( 9
x

+

2 - y2 ) 2 - 2 .

考虑平面上点 P1 ( x ,
9
x

) , P2 ( y , - 2 - y2 ) ,

当 x ∈R , x ≠0 时 , P1 的轨迹是以两条坐标轴为渐

近线的双曲线 ;当 y∈R , | y| ≤ 2时 , P2的轴迹是以

原点为圆心 ,以 2为半径的圆的下半部 ,从几何上易

见| P1 P2|的最小值为 3 2 - 2 ,由此可知函数的最

小值为 (3 2 - 2) 2 - 2 = 6 .

y) | ( x - 4) 2 + ( y - 5) 2 > ( 5
2

) 2} ,则点集 A ∩B

中整点的个数 .

5　设正方形 AB CD的边 AB 在直线 y = 2 x - 17上 ,

另两个顶点 C , D 在抛物线 y = x2 上 ,试求此正
方形的面积.

6　有一长为4的线段 ,如果它的一端在直线 y = x

上 ,另一端在直线 y = 2 x 上 ,试求线段中点的轨
迹方程.

7　△AB C的顶点 C( x0 , y0)的坐标满足 x2 + y2 ≤8
+ 2 y , y≥3 .边 AB 在 x 轴上 ,已知点 Q (0 , 1)与
直线 A C , B C的距离均为 1 ,求△AB C面积的最
大值.

习题答案与提示
1　(C) . 　　2　3 . 　　3　2551 . 　　4　7 .

5　80或 1280 .

6　设两端 A ( a , a) , B ( b , 2 b) ,中点 P ( x , y) ,则由
中点公式得 a = 2 (2 x - y) , b = 2 ( y - x) ,于是由
| AB | = 4 ] 25 x2 - 36 xy + 13 y2 = 4 .

7　设 A ( a ,0) ,则 A C的方程为 - y0 ( x - a) + y ( x0

- a) = 0 ,由 Q 到 A C 的距离为 1 ,可得 ( y2
0 -

2 y0) a2 + 2 x0 y0 a - y2
0 = 0 ,此方程的两根 a1 , a2

即为 A , B 之横坐标 . 于是 S △AB C =
1
2
·y0·

| AB | =
y0

2
·

2 x2
0 + y2

0 - 2 y0

y0 - 2
≤ 8

y0

y0 - 2
= 8 (1

+
2

y0 - 2
) ≤ 8 (1 +

2
3 - 2

) = 6 2 (因为 y0 ≥3 ,当

C为 ( ± 5 ,3)时取等号) .
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