智浪教育---普惠英才文库

圆锥曲线重要几何量问题的求解
纵观近几年全国高中数学联赛和部分省市高中数学竞赛试题，圆锥曲线是命题的热点之一，而且比较接近高考．在圆锥曲线中，焦半径、焦（顶）点弦长、焦（顶）点三角形面积等是非常重要的几何量，也是各类竞赛的重点．为此，本讲主要介绍与这些几何量有关问题的求解策略．
一、基础知识
1．圆锥曲线定义、方程、基本元素ａ、ｂ、ｃ、ｅ、ｐ之间的关系，焦半径以及一些重要公式．
2．焦点弦长：ＡＢ是经过圆锥曲线（指的是椭圆ｂ２ｘ２＋ａ２ｙ２＝ａ２ｂ２（ａ＞ｂ＞0）、双曲线ｂ２ｘ２－ａ２ｙ２＝ａ２ｂ２（ａ＞0，ｂ＞0）、抛物线ｙ２＝2ｐｘ（ｐ＞0），以下相同）焦点的弦，若ＡＢ的倾斜角为α，半焦距为ｃ，则
（1）对于椭圆，｜ＡＢ｜＝2ａｂ２／（ｂ２＋ｃ２ｓｉｎ２α）；
（2）对于双曲线，｜ＡＢ｜＝2ａｂ２／｜ｂ２－ｃ２ｓｉｎ２α｜；
（3）对于抛物线，｜ＡＢ｜＝2ｐ／ｓｉｎ２α．
证明过程见文［1］，此处从略．
3．顶点弦长：经过圆锥曲线顶点Ａ（对于椭圆或双曲线，指的是长轴或实轴顶点）作倾斜角为α的弦ＡＢ，半焦距为ｃ，则（1）对于椭圆，｜ＡＢ｜＝2ａｂ２｜ｃｏｓα｜／（ｂ２＋ｃ２ｓｉｎ２α）；
（2）对于双曲线，｜ＡＢ｜＝2ａｂ２｜ｃｏｓα｜／｜ｂ２－ｃ２ｓｉｎ２α｜；
（3）对于抛物线，｜ＡＢ｜＝2ｐ｜ｃｏｓα｜／ｓｉｎ２α．
证明过程见文［2］，此处从略．
4．焦点三角形的面积：Ｐ是椭圆ｂ２ｘ２＋ａ２ｙ２＝ａ２ｂ２（ａ＞ｂ＞0）或双曲线ｂ２ｘ２－ａ２ｙ２＝ａ２ｂ２（ａ＞0，ｂ＞0）上一点，Ｆ１、Ｆ２是两焦点，若∠Ｆ１ＰＦ２＝α，则
（1）对于椭圆，Ｓ△Ｆ１ＰＦ２＝ｂ２ｔｇ（α／2）；
（2）对于双曲线，Ｓ△Ｆ１ＰＦ２＝ｂ２ｃｔｇ（α／2）．
一般的书刊资料均可找到，证明从略．
例1在椭圆ｂ２ｘ２＋ａ２ｙ＝ａ２ｂ２（ａ＞ｂ＞0）中，记左焦点为Ｆ，右顶点为Ａ，上顶点为Ｂ，若该椭圆的离心率ｅ＝（1／2）（
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导析：如图1，△ＡＢＦ是椭圆的一焦点和两顶点组成的，是一个非常特殊的三角形．但在短暂的思考中学生也是不易找到方法．这时教师可提醒学生观察图中的三角形，它们的边均与ａ，ｂ，ｃ有关，由此可改造条件．即由ｅ＝ｃａ＝（1／2）（[image: image2.png]


－1）可得2ｃ＋ａ＝[image: image3.png]


ａ，两边平方可得ｂ２＝ａｃ，由此结论便迎刃而解了，且方法是多样的．即用相似三角形或两斜率的积或用两角和的正、余弦均可得∠ＡＢＦ＝90°．
例2已知点Ｐ在双曲线（ｘ２／16）－（ｙ２／9）＝1，且点Ｐ到这条双曲线的右准线的距离恰是点Ｐ到这条双曲线的两个焦点的距离的比例中项，那么点Ｐ的横坐标是．（1999年全国联赛题）．
导析：学生见到此题，常常会用如下方法：设左、右焦点为Ｆ１、Ｆ２，点Ｐ（ｘ，ｙ）到右准线ｘ＝ａ２／ｃ＝16／5的距离为ｄ，则2ｄ＝｜ＰＦ１｜＋｜ＰＦ２｜，由此即得方程组
[image: image4.png]



这是多么复杂的运算，能回避吗?教师可提醒学生直接运用焦半径公式，即由双曲线焦半径公式及题设便得2｜ｘ－（16／5）｜＝｜4－（5／4）ｘ｜＋｜4＋（5／4）ｘ｜．结合双曲线的范围ｘ≤－4或ｘ≥4即可得ｘ＝－64／5．
例3Ｆ是抛物线ｙ２＝2ｐｘ（ｐ＞0）的焦点，Ｐ为抛物线上一点，抛物线的准线ｌ交ｘ轴于Ｈ，若∠ＰＦＨ＝α，∠ＰＨＦ＝β，求证：ｓｉｎα＝ｔｇβ．
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导析：这是与圆锥曲线焦半径有关的三角恒等式，虽然学生很少遇到此类问题，但是通过观察，学生自然会画图分析，这时教师可引导学生从抛物线定义和正弦定理来思考，即作ＰＱ⊥ｌ，垂足为Ｑ，则有｜ＰＱ｜＝｜ＰＦ｜，∠ＱＰＨ＝β，从而有
｜ＰＨ｜＝｜ＰＱ｜／ｃｏｓβ＝｜ＰＦ｜／ｃｏｓβ和｜ＰＨ｜／ｓｉｎα＝｜ＰＦ｜／ｓｉｎβ．由这两个等式易得ｓｉｎα＝ｔｇβ．
二、综合应用
圆锥曲线涉及知识面广，如平面几何、平面三角、代数等知识，它是高中数学中综合性较强的一个学科．故在解答解析几何综合题时，教师要注意引导学生掌握重要的数学思想方法，如数形结合、等价转化、对称、分类讨论等思想，注意知识的纵横联系．
例4经过椭圆（ｘ２／4）＋（ｙ２／2）＝1的长轴顶点Ａ作椭圆的弦ＡＢ，若｜ＡＢ｜＝8／7，试求弦ＡＢ的倾斜角α．
导析：此题涉及二次曲线弦长问题，课本是极少提及的．若学生的思路方法不当，则运算量较大，甚至难以完成．若教师给予启发诱导，则学生是能解决的．常用方法有：①应用弦长公式｜ＡＢ｜＝｜ｘＡ－ｘＢ｜·[image: image6.png]BT 1= R+ D +xp)? — 4y )



和韦达定理；②运用直线参数ｔ的几何意义；③直接应用顶点弦长公式．下面给出两种解法：
解法1由对称性，不妨设Ａ为右顶点（2，0），则直线ＡＢ的参数方程为[image: image7.png]x=2+tcos @



（ｔ为参数），代入椭圆方程得（ｃｏｓ２α＋2ｓｉｎ２α）ｔ２＋4ｃｏｓα·ｔ＝0．由ｔ的几何意义知｜ＡＢ｜＝｜ｔＢ｜＝4｜ｃｏｓα｜／（ｃｏｓ２α＋2ｓｉｎ２α）＝8／7，从而得2｜ｃｏｓα｜２＋7｜ｃｏｓα｜－4＝0[image: image8.png]


α＝60°或120°．
解法2  由椭圆顶点弦长公式得
8／7＝2·2·2｜ｃｏｓα｜／（2＋2ｓｉｎ２α）．以下同法1．
例5ＡＢ是经过椭圆ｂ２ｘ２＋ａ２ｙ２＝ａ２ｂ２（ａ＞ｂ＞0）焦点的任一弦，若过椭圆中心Ｏ的弦ＭＮ∥ＡＢ，求证：｜ＭＮ｜２∶｜ＡＢ｜是定值．
导析：求解定值问题是学生感到比较困难的，而难点主要在于定值究竟是什么，一旦找出了定值，那么问题就转化为一般相等关系的证明了．教师可给学生介绍一些求定值问题的常用方法，如本题可从一般退向特殊，特殊问题的解决可为我们解决一般问题提供有益的启示，可作为解决一般问题的借鉴和有力工具．
对于本题，ＭＮ、ＡＢ分别为中心弦和焦点弦，可将其倾斜角退到0°，此时有｜ＭＮ｜２＝4ａ２，｜ＡＢ｜＝2ａ．∴｜ＭＮ｜２∶｜ＡＢ｜＝2ａ（定值）．下面再证明一般性．
设平行弦ＭＮ、ＡＢ的倾斜角为α，则ＭＮ的方程为[image: image9.png]x=tcos @



（ｔ为参数），代入椭圆方程后注意到ｔ的几何意义即得｜ＭＮ｜２＝4ａ２ｂ２／（ｂ２＋ｃ２ｓｉｎ２α）．     ①
另一方面，ＡＢ的参数方程为[image: image10.png]x=c+tcos@
 =tsin @



（ｔ为参数）．
仿①可得｜ＡＢ｜＝2ａｂ２／（ｂ２＋ｃ２ｓｉｎ２α）．     ②
①÷②得｜ＭＮ｜２∶｜ＡＢ｜＝2ａ（定值）．
关于②式也可直接由焦点弦长公式得到．
例6某建筑工地要挖一个横截面为半圆柱形的土坑，挖出的土只能沿ＡＰ、ＢＰ运到Ｐ处，如图3，其中ＡＰ＝100ｍ，ＢＰ＝150ｍ，∠ＡＰＢ＝60°，问怎样运土才能最省工?
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导析：这是一道解析几何建模应用题．即要在半圆内划出一条分界线，这就要运用解析几何知识．“最省工”的含义是：到点Ｐ的距离最近，所以半圆内的点有三类：①沿ＡＰ到Ｐ较近；②沿ＢＰ到Ｐ接近；③沿ＡＰ、ＢＰ到Ｐ等距．其中第③类点集是第①、②类点集之交集（分界线）．
设Ｍ是分界线上任一点，则有｜ＭＡ｜＋｜ＡＰ｜＝｜ＭＢ｜＋｜ＭＰ｜，即｜ＭＡ｜－｜ＭＢ｜＝｜ＰＢ｜－｜ＰＡ｜＝50（定值）．
∴Ｍ在以Ａ、Ｂ为焦点的双曲线右支上．由题设可得｜ＡＢ｜２＝17500，于是以ＡＢ所在直线为ｘ轴，ＡＢ中垂线为ｙ轴建立直角坐标系，可得分界线是双曲线弧：（ｘ２／625）－（ｙ２／3750）＝1（ｘ≥25）．
故运土时在双曲线左侧的土沿ＡＰ运到Ｐ处，右侧的土沿ＢＰ运到Ｐ处最省工．
例7ｌ是椭圆的右准线，Ｆ１、Ｆ２是左、右焦点，Ｐ∈ｌ．若椭圆的离心率ｅ＝[image: image12.png]


／2，试求∠Ｆ１ＰＦ２的最大值．
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导析：此问题一出现，学生遇到的第一个困难是如何建立ｅ与∠Ｆ１ＰＦ２（记为α）的关系式．教师可引导学生画图分析，步步追踪．如图4，由对称性，不妨设椭圆方程为（ｘ２／ａ２）＋（ｙ２／ｂ２）＝1（ａ＞ｂ＞0），ｌ为右准线且Ｐ在ｘ轴上方，由此可设点Ｐ为（ａ２／ｃ，ｙ）（ｙ＞0），又在Ｆ１（－ｃ，0）、Ｆ２（ｃ，0），在△ＰＦ１Ｆ２中，由两条直线所成的角得ｔｇα＝（ｋＰＦ２－ｋＰＦ１）／（1＋ｋＰＦ１·ｋＰＦ２．     ①
又∵ｋＰＦ１＝ｙ∶（（ａ２／ｃ）＋ｃ），ｋＰＦ２＝ｙ∶（（ａ２／ｃ）－ｃ），代入①得ｔｇα＝2ｃ３ｙ／（ａ４－ｃ４＋ｃ２ｙ２），∵ｙ＞0，ａ４－ｃ４＞0，∴ｔｇα＞0．又∵α∈（0，π），∴α为锐角．由基本不等式得
ｔｇα≤[image: image14.png]



当且仅当ａ４－ｃ４＝ｃ２ｙ２，即ｙｐ＝（1／ｃ）[image: image15.png]


时取“＝”．从而可得ｃｔｇ２α≥（ａ４－ｃ４）／ｃ４＝ｅ－４－1，∴ｃｓｃ２α≥ｅ－４．∴ｓｉｎα≤ｅ２＝（[image: image16.png]


／2）２．∵ｓｉｎα在（0，π／2）上是增函数，∴α的最大值为π／6．
三、强化训练
1．已知Ａ为双曲线ｘ２－ｙ２＝1的左顶点，点Ｂ和Ｃ在双曲线的右支上，△ＡＢＣ是等边三角形，则△ＡＢＣ的面积是（）．
Ａ．[image: image17.png]


／3
Ｂ．（3／2）[image: image18.png]



Ｃ．3[image: image19.png]



Ｄ．6[image: image20.png]


    （2000年全国联赛）
2．Ｐ是椭圆上的一点，Ｆ１、Ｆ２是两个焦点，若恒有∠Ｆ１ＰＦ２＝60°，则该椭圆的离心率ｅ的范围是（）．
Ａ．（0，1）
Ｂ．［[image: image21.png]


／2，1）
Ｃ．［[image: image22.png]


／3，1）
Ｄ．［1／2，1）．
3．圆ｘ２＋ｙ２＝ｒ２过椭圆ｂ２ｘ２＋ａ２ｙ２＝ａ２ｂ２（ａ＞ｂ＞0）的两个焦点Ｆ１（－ｃ，0）、Ｆ２（ｃ，0），它们有四个交点，其中一个交点为Ｐ，若△ＰＦ１Ｆ２的面积为26，椭圆长轴为15，则ａ＋ｂ＋ｃ＝_____．     （2000年“希望杯”赛题）
4．设Ｏ为抛物线的顶点，Ｆ为焦点，ＰＱ为过Ｆ的弦，已知｜ＯＦ｜＝ａ，｜ＰＱ｜＝ｂ，则Ｓ△ＰＯＱ＝_____．
5．双曲线的离心率ｅ＝2＋[image: image23.png]


－[image: image24.png]


－[image: image25.png]


，过双曲线的右焦点Ｆ2作垂直于双曲线的实轴的直线交双曲线于一点Ｐ，Ｆ１为左焦点，试求∠ＰＦ１Ｆ２的大小．     （1998年河南省、重庆市高中赛题）
6．经过椭圆ｂ２ｘ２＋ａ２ｙ２＝ａ２ｂ２（ａ＞ｂ＞0）的长轴顶点Ａ作倾斜角为45°的弦ＡＢ，若弦ＡＢ的长恰好等于椭圆的通径长，试求此椭圆的离心率ｅ．
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7．ｌ是椭圆ｂ２ｘ２＋ａ２ｙ２＝ａ２ｂ２（ａ＞ｂ＞0）的左准线，在椭圆上放置ｎ个点（ｎ＞1）使每相邻两点与左焦点Ｆ连线所成的夹角均相等，如图5，∠Ｐ１ＦＰ２＝∠Ｐ２ＦＰ３＝…＝∠ＰｎＦＰ１＝2π／ｎ，试证明：这ｎ个点到ｌ的距离的倒数之和为一个仅与ｎ有关的常数．
参考答案与提示：
1．Ｃ．由对称性知∠ＢＡｘ＝∠ＣＡｘ＝30°，｜ＡＢ｜＝｜ＡＣ｜．从而可按求弦长的思路求得｜ＡＢ｜＝2[image: image27.png]


，也可运用顶点弦长公式知｜ＡＢ｜＝2·1·1·ｃｏｓ30°／｜1－2ｓｉｎ２30°｜＝2[image: image28.png]


．
∴Ｓ△ＡＢＣ＝（1／2）｜ＡＢ｜２ｓｉｎ60°＝3[image: image29.png]


．
2．Ｄ．可用焦半径公式和余弦定理等有关知识求解，也可直接运用焦点三角形的面积公式．
3．ａ＋ｂ＋ｃ＝13＋[image: image30.png]


．易知∠Ｆ１ＰＦ２＝90°，从而可用勾股定理和椭圆定义等有关知识求解，也可直接运用焦点三角形的面积公式．
4．Ｓ△ＰＯＱ＝ａ[image: image31.png]


．本题可用焦点弦长公式求出弦ＰＱ的倾斜角，然后再用三角形的面积公式求解．也可建立极坐标系利用极径及极角求解．
5．设∠ＰＦ１Ｆ２＝α，双曲线方程为ｂ２ｘ２－ａ２ｙ２＝ａ２ｂ２，∵ＰＦ２⊥Ｆ１Ｆ２，∴ｘｐ＝ｃ，由焦半径公式得｜ＰＦ２｜＝｜ａ－ｅｘｐ｜＝｜ａ－ｅｃ｜＝ｅｃ－ａ＝（1／ａ）（ｃ２－ａ２）．又∵｜Ｆ１Ｆ２｜＝2ｃ，∴ｔｇα＝｜ＰＦ２｜∶｜Ｆ１Ｆ２｜＝（1／ａ）（ｃ２－ａ２）∶（2ｃ）．
∴ｔｇα＝（ｃ２－ａ２）／2ａｃ＝（1／2）（ｅ－（1／ｅ））…＝2－[image: image32.png]


．
∴α＝15°．
6．可按求弦长的方法求出通径和｜ＡＢ｜的表达式，也可直接应用通径长为2ｂ／ａ和顶点弦长公
式．所求离心率ｅ＝[image: image33.png]



7．设在椭圆上的ｎ个点为Ｐ１、Ｐ２、…，Ｐｎ，它们到ｌ：ｘ＝－（ａ２／ｃ）的距离记为ｄ１、ｄ２，…，ｄｎ，α＝2π／ｎ，∠Ｐ１ＦＯ＝β，由椭圆定义得｜ＰｉＦ｜＝ｅｄｉ（ｉ＝1，2，…，ｎ）．
如图5知ｄｉ－｜ＰｉＦ｜ｃｏｓ［（ｉ－1）α＋β］＝（ａ２／ｃ）－ｃ，即ｄｉ－ｅｄｉｃｏｓ［（ｉ－1）α＋β］＝ｂ２／ｃ，
∴ｄｉ＝[image: image34.png]b2
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．经计算知
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（是仅与ｎ有关的常数）．
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