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2000 年普特兰大学数学竞赛

初 等 部 分

1 　( Putnam ,61th A22) 证明 :存在无穷多个整数 n ,

使得 n , n + 1 , n + 2 都可以表示为两个整数 (不

必不同) 的平方和 . 例如 :0 = 02 + 02 ,1 = 12 + 02 ,2

= 12 + 12 .

2 　( Putnam ,61th A23) 设 P1 P2 ⋯P8 为一个圆周上

依次排列的 8 个点 ,已知 P1 P3 P5 P7 为一个面积

为 5 的正方形 ,而 P2 P4 P6 P8 为一个面积为 4 的

长方形. 求这个 8 边形 P1 P2 ⋯P8 的面积的最大

可能值 .

3 　( Putnam ,61th A25) 平面上 ,半径为 r 的圆上有 3

个整点 ,证明 :这 3 个整点中必有两个点 ,它们之

间的距离小于
3

r .

4 　( Putnam ,61th B21) 设 aj , bj , cj 为整数 ,这里 1 ≤

j ≤N . 且对任意的 j ,数 aj , bj , cj 中至少有一个

数为奇数 . 证明 :存在整数 r , s , t 使得集合{ raj

+ sbj + tcj | 1 ≤j ≤N } 中 ,至少有 4 N
7

个数为奇

数.

5 　( Putnam ,61th B22) 设 n ≥m ≥1 , n , m 为整数 ,

证明 :数
( m , n)

n

n

m
为整数 .

6 　( Putnam ,61th A26) 设 f ( x) 为整系数多项式 ,整

数数列{ an}定义如下 : a0 = 0 , an + 1 = f ( an) , n ≥

0. 证明 :若存在正整数 m ,使得 am = 0 ,则 a1 或

a2 中有一个等于零 .

7 　( Putnam ,61th B25) 设 S0 是一个由有限个正整

数组成的集合 ,定义集合列 S0 , S 1 , S2 , ⋯,如下 :

当且仅当 a - 1 ∈S n , a ∈S n 恰有一个成立时 ,

a ∈S n + 1 .证明 :存在无穷多个正整数 N , 使得

S N = S0 ∪{ N + a| a ∈S0} .

8 　( Putnam ,61th B26) 设 B 为 n ( n ≥3) 维空间中 ,

坐标形如 ( ±1 , ±1 , ⋯, ±1) 的点构成的集合 ,且

B 中不同元素的个数大于2 n + 1

n
. 证明 : B 中必有

三点 ,他们为某个正三角形的顶点 .

解答或提示

1 　[解答 1 ] 　对任意正整数 m ,令 n = 4 m4 +
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4 m2 ,则有如下表示 : n = (2 m2 ) 2 + (2 m ) 2 , n + 1 =

02 + (2 m2 + 1) 2 , n + 2 = 12 + (2 m2 + 1) 2 ,于是命题

成立.

[解答 2 ] 　由于佩尔方程 x2 - 2 y2 = 1 有无穷

多组正整数解 ,对其正整数解 ( x , y) ,令 n = 2 y2 ,则

有如下表示 : n = y2 + y2 , n + 1 = 02 + x2 , n + 2 = 12

+ x2 ,于是命题成立.

注 :本题还有若干种解答.

2 　最大值为 3 5 . 提示 :先证明当 P1 , P3 分别

为 P2 P8 , P2 P4的中点时 , P1 P2 ⋯P8 的面积最大.

3 　设 a , b , c 为该圆上的三个整点构成的

△AB C 的三边长 ,则 S △ABC ≥1
2

(这一点可由 Pick

定理 ,或从行列式得到) .

另一方面 , S △ABC =
1
2

absin C =
abc
4 r

≥1
2

,所以 ,

abc ≥2 r ,故 a , b , c 中有一个 ≥
3

2 r ≥
3

r 。

4 　考虑不全为零的 7 个数组 ( x , y , z ) ,其中

x , y , z ∈{ 0 ,1} .

容易证明 :若 aj , bj , cj 不全为偶数 ,则集合 A j

= { xaj + ybj + zcj | x , y , z ∈{ 0 ,1} }中恰有 4 个为偶

数 ,也恰有 4 个为奇数 ,这里 1 ≤j ≤N . 当然 ,在 x =

y = z = 0 时 , xaj + ybj + zcj 为偶数 .

由上述结论 ,可知

{ xaj + ybj + zcj | x , y , z ∈{ 0 ,1} , x , y , z 不全为

零 ,1 ≤j ≤N } 中 ,恰有 4 N 个数为奇数 . 于是 ,由抽

屉原则 ,可知存在一组数 ( x , y , z ) , x , y , z ∈{ 0 , 1} ,

x , y , z 不全为零 ,使得{ xaj + ybj + zcj | 1 ≤j ≤N }中

至少有4 N
7
个奇数 .

5 　由裴蜀定理 ,知存在 r , t ∈Z,使得

m r + nt = ( m , n) .

于是 ,
( m , n)

n

n

m
=

rm + nt
n

n

m

= r
m
n

n

m
+ t

n

m

= r
n - 1

m - 1
+ t

n

m
∈Z.

所以 ,命题成立 .

6 　由整系数多项式的性质可知 ,对任意 m , n

∈Z, m ≠n ,均有 m - n| f ( m) - f ( n) .

令 bn = an + 1 - an ,由上述结论 ,可知对任意 n

∈N,均有 bn | bn + 1 (这里约定若 bn = 0 ,则 bn + 1 =

0) .

由条件 a0 = am = 0 ,故 a1 = f ( a0 ) = f ( am ) =

am + 1 ,所以 b0 = bm . 此时 ,如果 b0 = 0 ,则由{ an} 的

定义 ,可知 a0 = a1 = ⋯= am = 0 ,命题成立 . 如果 b0

≠0 ,则由 b0 | b1 , b1 | b2 , ⋯, bm - 1 | bm 及 b0 = bm ,可

知对任意 n ∈{ 1 , 2 , ⋯, m - 1} ,均有 bn = ±b0 ,此

时 ,结合 b0 + b1 + ⋯+ bm - 1 = am - a0 = 0 ,所以 b0 ,

⋯, bm - 1中恰有一半为正数 ,故存在 k ∈{ 1 ,2 , ⋯, m

- 1} ,使得 bk - 1 = - bk ,从而 ak - 1 = ak + 1 ,依{ an}的

定义 ,可知对任意 n ≥k - 1 ,均有 an = an + 2 . 从而 a0

= am = am + 2 = f ( f ( am ) ) = f ( f ( a0 ) ) = a2 ,所以 a2

= 0 ,命题获证 .

7 　考虑集合 S n 的“母函数”: 6
a ∈S

n

xa ,依题意 ,

可知 6
a ∈S

n + 1

xa ≡(1 + x) 6
a ∈S

n

xa (mod 2) ,依此可知

6
a ∈S

n

xa ≡(1 + x) n 6
a ∈S0

xa (mod 2) .

于是 ,对任意 k ∈N3 ,只要 2 k 大于 S0 中最大的元

素 ,令 N = 2 k ,就有

6
a ∈S

N

xa ≡(1 + x ) 2
k

6
a ∈S0

xa = (1 + 2 x + x2 ) 2
k - 1

6
a ∈S

0

xa ≡(1 + x2) 2
k - 1

6
a ∈S

0

xa ≡⋯≡(1 + x2
k

) 6
a ∈S

0

xa

(mod 2) .

这表明 S N = S 0 ∪{ N + a| a ∈S0} ,命题获证 .

8 　对 B 中的任意一点 X ,考虑集合

TX = { Y | d ( X , Y) = 2 , Y ∈R n} .

这里 d ( X , Y) 表示 n 维空间 Rn 中两点的距离. 显

然 ,Tx 就是 Rn 中 ,以 X 为球心 ,2 为半径的球 . 记 C

= { Y | Y = ( y1 , ⋯, yn) , yi ∈{ 1 , - 1} } .

依 C 的定义 ,可知对任意 X ∈B ,在 C 中恰有 n

个点 Y ∈TX . (事实上 ,当且仅当 Y 与 X 只有一个

分量不同时 , Y ∈TX) ,而 C 的元素个数为 2 n ,而 B

的元素个数大于2 n

n
,所以 ,在 C 中存在一点 Y ,使得

Y 到 B 中的三个点 P , Q , R 的距离均为 2 ,从而 P ,

Q , R 都与 Y 只在一个分量上不同 ,所以 , P , Q , R

之间两两的距离相等 ,即 P , Q , R 为某个正三角形

的顶点 .
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