
 

2011 年全国高中数学联赛冲刺模拟卷（5）第一试 
（时间：8：00-9：20） 

学校：_____________     姓名：________________      成绩：____________ 

一．填空题（每题 8 分，共 8 题） 

1．若实数 ,x y 满足  2max 1 , 1 2x x y x     ，则  , 2u x y x y  的取值范围

是       ． 

[解]: 在坐标系 xOy 中，分别画出曲线
21 , 1y x y x    及 2y x  的图象，它们

围成一个曲边三角形 ABC ，其中
1 3 5 13

,
2 2

A
  
  
 

，  
1 3

, , 1,0
2 2

B C
 
 
 

． 

因此，问题转化为直线系 2u x y  与曲边三角形 ABC 有公共点时，直线的纵截距u

的取范围．数形结合易知:过点 A时，u 取最大值
7 3 13

2


；过点 B 时，u 取最小值

1

2
． 

因此  , 2u x y x y  的取值范围是闭区间
1 7 3 13

,
2 2

 
 
 

． 

 

2．三个学生独立的参加考试，随机变量 x 代表通过考试的学生数，其分布列如下： 

0 1 2 3

2 13 3 1

5 30 20 60

 
 
  
 

．三个学生中通过考试的概率最小的是       ． 

解：设 1 2 3, ,p p p 分别表示这三个学生通过的概率.  

1 2 3

1 2 3

( , , ) {1,2,3}

1 2 3

( , , ) {1,2,3}

1 2 3

2
( 0) (1 ) 1 ,

5

13
( 1) (1 )(1 ) 2 3 ,

30

3
( 2) (1 ) 3 ,

20

1
( 3) .

60

i i i j

i i ji

i j k i i j

i j k i i j

i j k i j

i j k i j

p x p p p p p p p

p x p p p p p p p p p

p x p p p p p p p p

p x p p p



 

 

       

       

     

  

 

  

 

 

把上面的 1 2 3, ,i i j

i i j

p p p p p p


  看做三个未知数的线性方程，解得： 
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1 2 3

47 1 1
, , .

60 5 60
i i j

i i j

p p p p p p


     

由韦达定理可以把
1 2 3, ,p p p 看做为下面方程的根 

         3 247 1 1
0,

60 5 60
x x x    即

1 1 1
( )( )( ) 0.

3 4 5
x x x     

所以三个学生通过的概率分别为
1 1 1

, ,
3 4 5

.  

 

3．若在 ABC 中有 2sin sin( ) cos 1B A B A    ,2sin sin( ) cos 0C B C B   ， 

则 ABC 的最大内角的值为       ． 

答：cos( 2 ) 1,cos( 2 ) 0A B B C     ，可得
2

,
3 6

A B C
 

   。答案：
2

3


。 

 

4． 已知数列  10
0 1 1 2 1

1 1 1
, ,n nn

n n

a a
a a a a a a




   
  

,n N 且 100 =10,a  

则 2011a         ． 

解：由 1

0 1 1 2 1

1 1 1
,n

n n

a
a a a a a a





   
   0 1 1 2 1

1 1 1
,n

n n

a
a a a a a a

   
  

 

两式相减得 1

1

1
n n

n n

a a
a a





 


,所以 2 2

1 1n na a   ,从而 2 2

2011 100 2011 100a a    

所以 2

2011 2011a  ，即 2011 2011a    

 

 

5．已知 , , , , ,a b c x y z 为复数，且 , ,
2 2 2

b c c a a b
a b c

x y z

  
  

  
， 

若 567, 2011xy yz zx x y z      ，则 xyz         ． 

解：由 , ,
2 2 2

b c c a a b
a b c

x y z

  
  

  
得 1 1

b c a b c
x

a a

  
     

所以
1

1

a

x a b c


  
，同理

1 1
,

1 1

b c

y a b c z a b c
 

     
, 



 

从而
1 1 1

1
1 1 1x y z
  

  
， 

即 ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)( 1)y z z x x y x y z             

整理得 2( ) 3( ) 4 4895xyz xy yz zx x y z          

 

6．若 X 是棱长为 a 的正四面体 ABCD内一点，以 X 在四面体 ABCD的四个面上的射影为

顶点的新四面体的体积的最大值为______________． 

解：设正四面体 ABCD的四个面的面积满足 1 2 3 4S S S S S    ； 1 2 3 4x x x x h    ，

h 表示正四面体 ABCD的高。设O 为正四面体 ABCD的中心， 1 2 3 4, , ,O O O O 分别是O 在

四个面上的射影，则有 

       1 2 3 1 2 4 2 3 4 1 3 4

1

4
V OO O O V OO O O V OO O O V OO O O V    , 

此处  1 2 3 4V V O O O O ,在正四面体 ABCD中任取一点 X ，有 

   

 
1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 4
1

4

V XX X X V XX X X x x x

V O O O O rrr
V

  , 此 处 1 2 3 4
4

h
r O O O O O O O O     , 所 以

 1 2 3 1 2 33

16V
V XX X X x x x

h
 ,同理可得 

 2 3 4 2 3 43

16V
V XX X X x x x

h
 ，  1 3 4 1 3 43

16V
V XX X X x x x

h
 ，  1 2 4 1 2 43

16V
V XX X X x x x

h
  

则    1 2 3 4 1 2 3 2 3 4 1 3 4 1 3 43

16V
V X X X X x x x x x x x x x x x x

h
     

令 1 2 3 4,a x x b x x    ，则 a b h   所以 

   
22

3 41 2
1 2 3 4 1 2 3 43 3

22 2

3 2 2

16 16

2 2

16 4 4

4 2

x xx xV V
V X X X X x x b ax x b a

h h

V a b ab V V a b
ab V

h h h

    
       

     

  
     

 

 

当 1 2 3 4,x x x x  ，即 a b 时等号成立，此时 X O ,即所求的点 X 是正四面体 ABCD的

中心。 



 

 

7．若正实数 ,x y 满足 2 2( 1)( 1) 2011x x y y     ，则 x y 的最小值为     ． 

解：令 2 21, ' 1t x x t y y      ，则 1·' 201t t  ，且 0, ' 0t t   

21
1 ,x x

t
   所以

1
2x t

t
  ，同理

1
2 '

'
y t

t
   

所以
1 1 1 1 1 1005

( ' ) ( '
·

)(1 ) ( ')
2 ' 2 ' 2011

x y t t t t t t
t t t t

           

·'
2010 2010

2011
2011 2011

t t   

当且仅当 ' 2011t t  时取到等号，所以 x y 的最小值
2010

2011
2011

。 

8．设 5 4 3 2

5 4 3 2 1 0( )f x a x a x a x a x a x a      ，其中 , ( 0,1,2, ,5)i Z ia   ，若对于任

意的实数 {0,1,2,3,4,5}x  均有0 ( ) 120f x  ,则丌同的函数 ( )f x 的个数为    ． 

解：定义：对于每个正整数 i ， ( ) ( 1)( 2) ( 1)ix x x x x i    ，
(0) 1x  。 

则有当 ,x xN i  时，必有
( ) 0ix   

引 理 ： 每 个 n 次 多 项 式 ( )f x 一 定 可 以 惟 一 的 表 示 为

(( ) ( 1 0))

1 0( ) , 0n n

nn n a x af x a x a x 

    。 

证明略。 

回到原题：设
(5) (4

0

)

5 4( ) ,f x a x a x a    

首 先 对 于 0a 有 120 种 不 同 的 取 法 ； 若 0 1 1, , , ia a a  确 定 ， 则 对 于 ia ， 只 要

( )

1 0

( 1) 10 ) 20( i i

i if i a i ai a 

     ，从而 ia 共有
120

!i
种不同的取法。 

所以所求丌同的函数 ( )f x 的个数为
5

0

120
86400000

i i

  

二．解答题 

9．（本题满分 16 分）已知 22 1, 1,2,
n

nF n   ，求证：
2 1

1 2 3

1 2 2 2 1

3

n

nF F F F



    ． 

证明：因为
12 2 2 2 22 1 (2 ) 1 (2 1)(2 1)

k k k k

      ，令
22 1

k

kx    

则
12 2 2

1

1 1 1 1 1 1 1 1
( ) ( )

2 22 1 2 1 2 1
k k k

k k kx x f




    
  

 



 

从而有
1

1 1 2

k k kf x x 

  ，所以
1 1

1

2 2 2k k k

k k kf x x

 



   

所以
2 1 1

11 2 3 1

1 2 2 2 2 2
( )

n k kn

kn k kf f f f x x

 

 

     
1 1 1

1 2 1 2 1

3 3

n n

n nx x x 

     证毕。 

10．（本题满分 20 分）设 N*,, ,n k kr r n   ，并称 r 个连续的自然数为 r 连数，现从

1,2,3, ,n 中任取（丌放回） k 个，求其中含有 r 连数的丌同方式数 ( , , )S n k r ． 

 



 

 



 

 

11．（本题满分 20 分）已知内接于抛物线 2y x 的梯形 ABCD ,其中 / / ,AD BC AD BC ，，

,M N 分别为 ,AD BC 的中点， K 是对角线 ,AC BD 的交点，且 ,KM m KN n  ， 

求梯形 ABCD的面积（用 ,m n 表示）． 

解：设 AD 的方程为 y kx a  ， 

BC 的方程为 y kx b   

n ,tak   为直线 AD 的倾斜角。 

设 1 1 2 2 3 3 4 4( , ), ( , ), ( , ), ( , )A x y B x y C x y D x y  

,( ), ( , ), ( , )M M N N k kM x y N x y K x y  

由
2y x

y kx a

 


 
得 2 0x kx a    

由
2y x

y kx b

 


 
得 2 0x kx b    

 

所以 2 31 4

2 2 2
M N

x xx x k
x x


     

直线 AC 的方程为 1 3 1 3( )y x x x x x   ，直线 BD 的方程为 2 4 2 4( )y x x x x x    

由
1 3 1 3

2 4 2 4

( )

( )

y x x x x x

y x x x x x

  


  
得 1 3 2 4 1 3 2 4( ) kx x x x x x x x x      

1 3 2 4 1 4 3 4 2 3 3 4( ) ( ) ( )x x x x x x x x x x k x x        

1 3 2 2 1 4 1 2( ) ( ) ( )x x x x x x k x x       

若 0k  ，则显然有 1 2 3 4 0x x x x   ，若 0,k  同样有 1 2 3 4 0x x x x    

所以
2

k M N

k
x x x    

从而 , ,K M N 三点共线。 

所以
2 2

1 4
1 3 1 3( )

2 2
M K

x x k
m y y x x x x


       



 

2

1 4
1 3 1 3 1 4 1 4 1 3 1 3 4

4 3 4 1

( )
( ) ( ) ( )

2 2 2

1
( )( )

2

x x k k
x x x x x x x x x x x x x

x x x x


          

  

 

同理 2 3 2 1

1
( )( )

2
K Nn y y x x x x       

又梯形 ABCD的面积
1

(| | | |) | | | cos
2

|S AD BC MN      

2

4 1 3 2

1
( ) 1 | | | o |c s

2
x x x x k MN         

4 1 3 2

1
( ) | |

2
x x x x MN     4 1 3 2

1
( ) ( )

2
x x x x m n       

4 3 4 1 2 3 2 1

1 1
( )( ) ( )( )

2 2
m n x x x x x x x x        

4 3 4 1 2 3

1
( )( )

2
x x x x x x      

4 3 4 1 2 3 2 1

1 1
( )( ) ( )( )

2 2
m n x x x x x x x x        

2

4 3 4 1 2 3 4 3

1
( )( ) ( )

2
x x x x x x x x        

因为 AD BC ，所以 4 1 3 2 ,x x x x   即 4 3 0x x  ，即m n  

所以
2 2 2

4 1 3 2

4 3

1 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

m n m n m n m n
S x x x x m n

x x m nm n

   
        

 
 



 

2011 年全国高中数学联赛冲刺模拟卷（5）加试 
（时间：9：40-12：10） 

学校：_____________     姓名：________________      成绩：____________ 

一（40 分）、设 I 为非等腰锐角三角形 ABC 的内心， 内切圆与边 AB 交于一点 Q，

T 为 AB 上一点，满足 IT//CQ，过 T 与内切圆相切于 k(不与 Q 重合)的直线与 CA、

CB 分别交于 L、N．求证：LN 的中点为 T． 

证明: 设 1M 为CQ与QI 的交点，连结

, ,KQ KM 延长CQ交 LN 于M ，过 1M 作

QI 的切线 1 1L N 交CA，CB分别为 1 1.L N，  

由 于 ,T Q T K均 为 QI 的 切 线 ， 故

,QK IT 又 ,CQ IT∥ 所以 QK CQ 即

1 ,M K I， 三点共线．  又 1KI IM 及

,IT CQ∥ 故 T 为 

的中点．即 . (1)MT TK  

又 1 1L N，LN 均为 QI 的切线，所以

1 1L N ∥ LN ． 

所以 1 1CL N 与 CLN 关于点C 位似， 

而 1M 为 1 1CL N 的旁切圆与 1 1L N 的切

点，故M 为 CLN 的旁切圆与 LN 的切点．所以 1

2
( )LM NC NL LC    

又 1

2
( )NK NC NL LC   故 (2)LM NK  

由 (1), (2)可知， LT TN ． 

 

二（40 分）设非零实数 a，b，c(b>0)使得 ax
2
+bx-c=0 的两个根也是 x

3
+bx

2
+ax-c=0

的根． 

求证:abc
3125

108
 ． 

证明：设 x1、x2 为 f(x)=ax
2
+bx-c=0， g(x)=x

3
+bx

2
+ax-c=0 的两个不同根．则

f(0)=g(0)=-c 不为 0．设 F(x)=g(x)-f(x)，则 F 有三个不同根 0，x1，x2．故

F(x)=x(x-x1)(x-x2)． 

由韦达定理，x1+x2=－(b－a)，x1x2=a－b 

以及 x1+x2=－
b

a
 ，x1x2=－

c

a
 ，得到：ab=a

2
+b，ab=a

2
+c．从而，a1．当 a=1 时，

由 ab=a
2
+b 得 a=0．所以， a>1．有 b=

a
2

a-1
 ，c=b，则 abc=

a
3

(a-1)
2 ，a>1．该函

数在 a=
5

3
 时取最小值

3125

108
 ． 

 

N1

L1

J

P

L

N

K

TQ

I

C

A
B



 

三（50 分）设 p3 的素数， rj 为整数
j
p-1

-1

p
  被 p 除的余数， 其中 j=1，2，…，

p-1．证明： 

r1+2r2+…+(p-1)rp-1≡
p+1

2
 (mod p) 

解：因为(j，p)=1，所以
j
p-1

-1

p
 为正整数． 

设
j
p-1

-1

p
 =ajp+rj， aj 为整数， j=1，2，…，p-1．则 

j
p
+(p-j)

p

p
=jajp+jrj+(p-j)ap-jp+jrj+(p-j)rp-j+1  

另一方面，j
p
+(p-j)

p
=Cp

0
p

p
-Cp

1
p

p-1
j+…+Cp

p-1
pj

p-1 及 p|Cp
p-1， 故 p

2
|j

p
+(p-j)

p． 所

以．Jrj+(p-j)rp-j+1≡0(mod p)．   

r1+2r2+…+(p-1)rp-1+（p-j）rp-j 

=2(r1+2r2+…+(p-1)rp-1≡-(p-1)(modp)． 

故 r1+2r2+…+(p-1)rp-1≡
p+1

2
 (mod p) 

 

四（50 分）对任意正整数 n，an 为满足|x
2
-y

2
|=n 的（有序）整数对(x，y)的个数． 求

an． 

解：（1）当 n 为奇数时方程|x
2
-y

2
|=n 等价于|x-y||x+y|=n． 

设 d 是 n 的任意一个正因子， 则|x-y|=d， |x+y|=
n

d
 ， 其中 d， 

n

d
 均为正奇数．故

方程组必有 4 组不同的整数解． 则 an=4t(n)，其中 t(n) 表示 n 的正因子个数． 

（2）当 n=4k+2，k 为自然数． 

由 x
2
-y

2
≡-1，0，1（mod 4）． 故 an=0． 

（3）当 n=4k 时 

设 n=2
s
(2m+1)，s>1，m 为自然数．这时，|x-y|=d，|x+y|=

n

d
 ，d 是 n 的任意一个

正因子．由于|x-y|，|x+y|同奇偶． 当且仅当 d|2m+1，或
n

d
 |2m+1 时无整数解，

其余均有 4 组不同的整数解．则 an=4[t(n)-2t(2k+1)]． 

设 n=2
s
p1

a1
p2

a2
…pt

at，其中 p1，…，pt 为奇素数，得到 

An=4[(s+1)(a1+1)…(at+1)-2(a1+1)…(at+1)]=4(s-1)(a1+1)…(at+1)=4t(
n

4
)． 

 


