智浪教育—普惠英才文库

2014年全国初中数学联合竞赛试题参考答案
第一试
一、选择题：（本题满分42分，每小题7分）

1．已知
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为整数，且满足，[image: image4.png]1) (2+2)




 QUOTE  
则
[image: image5.wmf]xy
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的可能的值有（    ）

A. 1个               B. 2个              C. 3个               D. 4个

【答】 C.

由已知等式得
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，显然
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均不为0，所以
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.
若
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，则
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.又
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为整数，可求得
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或
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所以
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或
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.
因此，
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的可能的值有3个.
2．已知非负实数
[image: image18.wmf],,
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满足
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，则
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的最大值为         （    ）
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【答】 A.
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，
易知：当
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，
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时，
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取得最大值
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.
3．在△
[image: image33.wmf]ABC

中，
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，
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为
[image: image36.wmf]BC

的中点，
[image: image37.wmf]BEAC
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于
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，交
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于
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，已知
[image: image41.wmf]3

BP

=

，
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 QUOTE  
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【答】 B.

因为
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，
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，所以
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四点共圆，所以
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，又
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BCBD
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，所以
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，所以
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.
又易知△
[image: image57.wmf]AEP

∽△
[image: image58.wmf]BDP

，所以
[image: image59.wmf]AEPE
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=

，从而可得
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4．6张不同的卡片上分别写有数字2，2，4，4，6，6，从中取出3张，则这3张卡片上所写的数字可以作为三角形的三边长的概率是                                                （    ）

A．
[image: image61.wmf]1
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             B．
[image: image62.wmf]2
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[image: image64.wmf]3
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【答】  B.

若取出的3张卡片上的数字互不相同，有2×2×2＝8种取法；若取出的3张卡片上的数字有相同的，有3×4＝12种取法.所以，从6张不同的卡片中取出3张，共有8＋12＝20种取法.
要使得三个数字可以构成三角形的三边长，只可能是：（2，4，4），（4，4，6），（2，6，6），（4，6，6），由于不同的卡片上所写数字有重复，所以，取出的3张卡片上所写的数字可以作为三角形的三边长的情况共有4×2＝8种.
因此，所求概率为
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5．设
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表示不超过实数
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的最大整数，令
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.已知实数
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满足
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【答】 D.

设
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，则
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，所以
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，因式分解得
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，所以
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由
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解得
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，显然
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，所以
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6．在△
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中，
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 QUOTE  
，
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，
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在
[image: image91.wmf]BC

上，
[image: image92.wmf]E

在
[image: image93.wmf]AB

上，使得△
[image: image94.wmf]ADE

为等腰直角三角形, 
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 ,则
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的长为                                     （    ）
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【答】 A.
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过
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作
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于
[image: image103.wmf]F

，易知△
[image: image104.wmf]ACD

≌△
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，△
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.
设
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，则
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，
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，
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，
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，故
[image: image113.wmf]222
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，即
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.又
[image: image115.wmf]01

x
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，故可得
[image: image116.wmf]23

x
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.
故
[image: image117.wmf]2423

BEx

==-

.
二、填空题：（本题满分28分，每小题7分）
1．已知实数
[image: image118.wmf],,
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满足
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，
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，则
[image: image121.wmf]abc
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【答】 0.

由题意知
[image: image122.wmf]111
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，所以
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整理得
[image: image124.wmf]22()8
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，所以
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2．使得不等式
[image: image126.wmf]98
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 QUOTE  
对唯一的整数
[image: image129.wmf]k

成立的最大正整数
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【答】144.

由条件得
[image: image131.wmf]78
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，由
[image: image132.wmf]k

的唯一性，得
[image: image133.wmf]17
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且
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，所以
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9872

kk

nnn

+-

=-³-=

，所以
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当
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时，由
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可得
[image: image139.wmf]126128
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，
[image: image140.wmf]k

可取唯一整数值127.
故满足条件的正整数
[image: image141.wmf]n

的最大值为144.
3．已知
[image: image142.wmf]P

为等腰△
[image: image143.wmf]ABC

内一点，
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，
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，
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为
[image: image147.wmf]AC

的中点，
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与
[image: image149.wmf]PC

交于点
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，如果点
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为△
[image: image152.wmf]ABE

的内心，则
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【答】
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.
由题意可得
[image: image155.wmf]PEAPEBCEDAED
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，
而
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，
所以
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，
从而可得
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.
又
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，所以
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，从而
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所以
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，
所以
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4．已知正整数
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满足:
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【答】36.

设
[image: image170.wmf],

ac

的最大公约数为
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，
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，
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，
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均为正整数且
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，
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，则
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，所以
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，从而
[image: image179.wmf]|

db

，设
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（
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为正整数），则有
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，而
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，所以
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均为完全平方数，设
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，则
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，
[image: image187.wmf],
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均为正整数，且
[image: image188.wmf](,)1
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，
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又
[image: image190.wmf]111
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注意到
[image: image193.wmf]2222
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，所以
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若
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[image: image197.wmf]22
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，验算可知只有
[image: image198.wmf]1,10
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满足等式，此时
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，不符合题意，故舍去.
若
[image: image200.wmf]3
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，则
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，验算可知只有
[image: image202.wmf]3,4
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满足等式，此时
[image: image203.wmf]27,36,48
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，符合题意.
因此，所求的
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第二试 
一、（本题满分20分）设实数
[image: image205.wmf],

ab

满足
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，
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，求
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解  由已知条件可得
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，
[image: image210.wmf]()8

abab

++=

.
设
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，
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=

，则有
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，
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联立解得
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或
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若
[image: image217.wmf](,)(2,6)
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，
[image: image219.wmf]6

ab

=

，则
[image: image220.wmf],

ab

是一元二次方程
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的两根，但这个方程的判别式
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，没有实数根；                      
若
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，
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是一元二次方程
[image: image227.wmf]2

620

tt

-+=
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，它有实数根.所以
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二．（本题满分25分）如图，在平行四边形
[image: image230.wmf]ABCD

中，
[image: image231.wmf]E

为对角线
[image: image232.wmf]BD

上一点，且满足
[image: image233.wmf]ECDACB
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, 
[image: image234.wmf]AC

的延长线与△
[image: image235.wmf]ABD

的外接圆交于点
[image: image236.wmf]F

. 证明：
[image: image237.wmf]DFEAFB
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．
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证明  由
[image: image238.wmf]ABCD

是平行四边形及已知条件知
[image: image239.wmf]ECDACBDAF
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.

又A、B、F、 D四点共圆，所以
[image: image240.wmf]BDCABDAFD

Ð=Ð=Ð

，所以△
[image: image241.wmf]ECD

∽△
[image: image242.wmf]DAF

，                              

所以
[image: image243.wmf]EDCDAB
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.                 
又
[image: image244.wmf]EDFBDFBAF
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，所以△
[image: image245.wmf]EDF
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[image: image246.wmf]BAF

，故
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三．（本题满分25分）设
[image: image248.wmf]n

是整数，如果存在整数
[image: image249.wmf],,

xyz

满足
[image: image250.wmf]333
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，则称
[image: image251.wmf]n

具有性质
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.在1，5，2013，2014这四个数中，哪些数具有性质
[image: image253.wmf]P

，哪些数不具有性质
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？并说明理由.
解  取
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，
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，可得
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，所以1具有性质
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.
取
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，
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z

=

，可得
[image: image261.wmf]333
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，所以5具有性质
[image: image262.wmf]P

.
为了一般地判断哪些数具有性质
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，记
[image: image264.wmf]333
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即
[image: image270.wmf](,,)
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不妨设
[image: image272.wmf]xyz
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，
如果
[image: image273.wmf]1,0,1
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，即
[image: image274.wmf]1,
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；
如果
[image: image276.wmf]0,1,1
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，即
[image: image277.wmf]1
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，则有
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如果
[image: image279.wmf]1,1,2
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，即
[image: image280.wmf]2,1
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，则有
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；
由此可知，形如
[image: image282.wmf]31
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或
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或
[image: image284.wmf]9

k

（
[image: image285.wmf]k

为整数）的数都具有性质
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.
因此，1，5和2014都具有性质
[image: image287.wmf]P

.                              
若2013具有性质
[image: image288.wmf]P

，则存在整数
[image: image289.wmf],,
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使得
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.注意到
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，从而可得
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，故
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，即
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，但2013＝9×223＋6，矛盾，所以2013不具有性质
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