智浪教育—普惠英才文库

1、（考函数）(美国竞赛题)已知a，b，c，d是满足a+b+c+d+e=8,
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的实数，试确定e的最大值。

解：设
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则
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（考递归数列）（2001年保加利亚数学奥林匹克竞赛试题）已知数列﹛an﹜适合a0=4，a1=22，且an—6an-1+an-2=0（n≥2），证明：存在两个正整数数列﹛xn﹜和﹛yn﹜满足an=
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∴其特征方程是
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同理
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∴数列{
[image: image32.wmf]n

x

},{
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}即为满足题设的数列。

2.（考向量与不等式）(1995年第三十六届国际竞赛题)设a，b，c为正实数，且满足abc=1，试证： 
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证明：构造向量
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image42.wmf]2
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评注：通过构造向量并利用向量内积不失为一种很好的证明技巧，但有时要辅以基本不等式或变形作适当放缩。

3.设a,b∈R+ ，且2c>a+b,证明：
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两边平方得
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∵a>0,∴a+b<2c.

4.求二项式
[image: image52.wmf](
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展开式中所有无理系数之和.

解：该二项式的展开式中所有有理系数只有两项
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，其系数之和为3+（-1）=2.又，在二项式中，令x=y=1,可得展开式中所有各项的系数和为
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5、、已知关于
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的一元二次方程
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的两个整数根恰好比方程
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的两个根都大1，求
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 解：设方程
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的两个根为α、β，其中α、β为整数，且α≤β
则方程
[image: image62.wmf]2

0

xcxa

++=

的两个整数根为α＋1、β＋1，
由根与系数关系得：α＋β＝－a，(α＋1)(β＋1)＝a
两式相加得：αβ＋2α＋2β＋1＝0即(α＋2)(β＋2)＝3
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   解得：
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又∵a＝－(α＋β)，b＝αβ，c＝－[(α＋1)＋(β＋1)]
∴a＝0，b＝－1，c＝－2或a＝8，b＝15，c＝6
故
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6、、如图，△ABC中，∠BAC＝60°，AB＝2AC。点P在△ABC内，且PA＝
[image: image69.wmf]3

，PB＝5，PC＝2，求△ABC的面积。
解：如图，作△ABQ，使得：∠QAB＝∠PAC，∠ABQ＝∠ACP，

则△ABQ∽△ ACP，由于AB＝2AC，∴相似比为2

于是，AQ＝2 AP＝2
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8.给定正数M和正整数n，对满足条件：[image: image96.wmf]22
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9、已知椭圆
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是椭圆内的两点，P是椭圆

上任一点，求：（1）
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解：（1）设点到右准线距离为d.

由第二定义知：
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（2）设椭圆的左焦点为F.

则
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故 |PA|+|PB|的最大值为
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10、如图，设C：y=x2的焦点为F，动点P在直线x—y一2=0上运动，过P作抛物线C两条切线PA、PB，A、B为切点，求△PAB的重心G的轨迹方程． 

解：设P(t，t-2)，G(x，y)， 

则切点弦AB的方程为y+t-2=2tx， 

将y=2tx+2-t代入y=x2，得 

x2 -2tx+t-1=0， 
所以xA+xB=2t，yA+yB=2t(xA+xB)+4-2t=4t2-2t+4， 

所以
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，消t得重心G的轨迹方程为
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11、证明：70！≡61！（mod71）.

解：70！-61！=（70×69×····62-1）61！

            ={（71-1）×（71-2）×·····（71-9）-1}61！

            =（9！+1）61！（mod71）

            =71×5111×61！（mod71）

            =0（mod71）

∴70！≡61！（mod71）

12、证明对所有整数n，都有30|n^5-n

解：n^5-n=n(n-1)(n+1)(n^2+1).所有整数都可以表示为n=5k或5k±1或5k±2.

当n=5k时，6| n(n-1)(n+1)，∴30|n^5-n

当n=5k±1时，同理30|n(n-1)(n+1)，∴30|n^5-n

当n=5k±2时，5|(n^2+1)，而6| n(n-1)(n+1)，∴30|n^5-n 

综上， 30|n^5-n。

13、设a1 ,a2 …  an 是互不相等的自然数，证明：
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当且仅当
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16、设数列｛
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17.设
[image: image164.wmf],,
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为非负实数，满足
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证明：为使所证式有意义，
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[image: image190.wmf].

MN


（1）当点
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由此解得直线
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（2）当
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由此可得，此时
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代入③式可得弦中点纵坐标恰好为点
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这就是说，点
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平分线段
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21、1、已知[image: image280.png]a>b>c
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25、已知关于x的多项式
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解答：分析f(x)是一个以1为首项，-x为公比的等比数列的和，可得分f（x）=
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26、设非负实数
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再证右边的不等式.不妨设
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27．
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28、 设数列
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问：（1）这个数列第2010项的值是多少；

（2）在这个数列中，第2010个值为1的项的序号是多少.

解（1）将数列分组：
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因为1+2+3+…+62=1953；1+2+3+…+63=2016，

所以数列的第2010项属于第63组倒数第7个数，即为
[image: image375.wmf]57

7

。    ---------  10分

（2）由以上分组可以知道，每个奇数组中出现一个1，所以第2010个1出现在第4019组，而第4019组中的1位于该组第2010位，所以第2010个值为1的项的序号为（1+2+3+…+4018）+2010=809428。               ------------ 17分

29、证明：N=(5^125-1)/(5^25-1) 是合数。

令x=5^25，则有

N=（x^5-1）/(x-1)=x^4+x^3+x^2+x+1

=(x^2+3x+1)^2-5x(x+1)^2

=(x^2+3x+1)^2-(5^13)^2(x+1)^2

=[(x^2+3x+1)+(5^13) (x+1)][(x^2+3x+1) -(5^13)](x+1)]

其两个因数都是大于1的自然数，故N是合数。

30、已知(sinA+sinB+sinC)-(cosA+cosB+cosC)=1，求三角形的形状。

sinA+sinB+sinC = cosA+cosB+cosC + 1.

(cosA+cosB+cosC+1)²-(sinA+sinB+sinC)²

=[(cos²A+cos²B+cos²C)-(sin²A+sin²B+sin²C)]

 +[2(cosAcosB+cosAcosC+cosBcosC)-2(sinAsinB+sinAsinC+sinBsinC)]

 +2(cosA+cosB+cosC)+1  

=(cos2A+cos2B+cos2C)+2[cos(A+B)+cos(A+C)+cos(B+C)]+2(cosA+cosB+cosC)+1

=(cos2A+cos2B+cos2C)+1  

=2cos(A+B)cos(A-B)+2cos²C

=-2cosCcos(A-B)+2cos²C

=2cosC[cosC-cos(A-B)]

=-4cosC[sin (C-A+B)/2 * sin (C+A-B)/2]

=-4cosC[sin (π-2A)/2 * sin (π-2B)/2]

=-4cosAcosBcosC

=0

所以必有 cosA，cosB，cosC 其一为0，从而△ABC是直角三角形。
31、设a,b,c为正数,求证：[image: image376.wmf]abc
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解：[image: image377.wmf](
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原式的左边[image: image378.wmf]abc
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等于右边。

因此原不等式成立。
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原式
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33、1把1到10的自然数摆成一个圆圈，证明一定存在在个相邻的数，它们的和数大于17.
证明 :设a1，a2，a3，…，a9，a10分别代表不超过10的十个自然数，它们围成一个圈，三个相邻的数的组成是（a1，a2，a3），（a2，a3，a4），（a3，a4，a5），…,（a9，a10，a1）,（a10，a1，a2）共十组.现把它们看作十个抽屉，每个抽屉的物体数是a1+a2+a3，a2+a3+a4，a3+a4+a5，…a9+a10+a1，a10+a1+a2,由于

（a1+a2+a3）+（a2+a3+a4）+…+（a9+a10+a1）+（a10+a1+a2）

=3(a1+a2+…+a9+a10)

=3×(1+2+…+9+10)

[image: image391.png]- 3x 40D X0y

16x10 + 5.




根据抽屉原理,至少有一个括号内的三数和不少于17,即至少有三个相邻的数的和不小于17.

34.设
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证明： 

构造如下两组数：
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由柯西不等式，有
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[image: image399.wmf]因为
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把上
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所以 
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35、、已知a+b+c=1, 证明：³√ab+³√ac≤1
解：∵³√ab=³√（a×2b×0.5）≤（a+2b+0.5）
     ³√ac=³√(a×2c×0.5)≤(a+2c+0.5)
∴³√ab+³√ac≤(2a+2b+2c+1)=1
36、证明连续六个整数的积能被6！整除

解：6！=1·2^4·3^2·5     连续六个整数中至少有一个为5的倍数，所以必能被5整除。连续六个整数中有三个连续的偶数，三个连续偶数的乘积是16的倍数，所以必能被2^4整除。又因为连续六个整数中有两个是3的倍数，所以必能被3^2整除。综上，连续六个整数能被6！整除

37、. 在△ABC中，内角A，B，C的对边分别为a，b，c.已知.
＝
(1)求的值；
(2)若cosB＝，△ABC的周长为5，求b的长．
解:(1)由正弦定理，设＝k.
＝＝
则.
＝＝
所以原等式可化为.
＝
即(cosA－2cosC)sinB＝(2sinC－sinA)cosB，
化简可得sin(A＋B)＝2sin(B＋C)，
又因为A＋B＋C＝π，
所以原等式可化为sinC＝2sinA，
因此＝2.

(2)由正弦定理及＝2得c＝2a，
由余弦定理及cosB＝得
b2＝a2＋c2－2accosB
＝a2＋4a2－4a2×
＝4a2.

所以b＝2a[image: image407.png]Sk B 2 FL (ZXXK.COM)




.

又a＋b＋c＝5.

从而a＝1，因此b＝2.

38：如果把“数学竞赛”四字当成某个四位数，并且告诉你有：
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你能求出“数学竞赛”等于多少吗？当然，不同汉字必须代表不同的数字，但是*号并不受此限制，可以是任何数字。

解：令数学=a，竞赛=b，则有：
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，可得
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的末两位数与b相同，可验算得：b=25，b=76

有
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=5776。再估计a 的取值范围。有：


[image: image415.wmf]425255

10101002001010

aaxbabba

=++--<+



[image: image416.wmf]53511
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，由于a为两位数，所以有a=10。验算可知：

数学竞赛=1025。

39、、证明cos
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 EMBED Equation.3  [image: image423.wmf]
提示：用复数法。

证：用Rez表示复数z的实部。令cos
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 EMBED Equation.3  [image: image425.wmf]+i sin
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=Re(ω+ω3+ω5+ω7+ω9)=Re
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40、设x，y，z是正实数，x2+xy+y2=9,y2+yz+z2=25,

z2+zx+x2=16,求x+y+z。

解：如果直接解方程把x,y,z求出，再求x+y+z之和，过程比较麻烦。下面用一点技巧。

因为x2+xy+y2= x2+y2-2xycos120°,构造如下几何模型：平面上共端点的线段PA,PB,PC两两成120°，PA=x,PB=y,PC=Z.由题意知，AB2=PA2+PB2-2PA·PBcos∠APB=x2+y2+xy=9,故AB=3.同理BC=5，AC=4，所以△ABC是直角三角形，面积S△=6.

又△ABC的面积等于△APB,△BPC,△CPA面积之和，即
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因x,y,z为正数，所以x+y+z=
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又因为
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2（x+y）^2+（x+y）-（1+k）=0，将它视为关于x+y的二次方程，由x+y为实数得
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-9/8，当x+y=-1/4，xy=-7/8时kmin=-9/8，故x+y+xy的最小值为-9/8;
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