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2010年中国国家集训队选拔考试 

中图 类号：G424．79 文献标识码：A 文章编号：1005—6416(2010)05—0021一o7 

1．在锐角△ ABC中，AB>AC，M是边 

BC的 中点，P是 △ AMC 内一 点，使 得 

MAB= PAC．设△ABC、△ABP、△ACP 

的外心分别为 0、0 、0 ．证明：直线AO平分 

线段 0 0 ． (熊 斌 供题) 

2．已知 

A={a1，a2，⋯，a2 01o} 

和 B={b ，b：，⋯，b 。。。} 

是复数集的两个子集，且满足 

∑ ( + ) = ∑ (6i+ ) 

对 n=1，2，⋯，2 010成立．证明：A=B． 

(冷岗松 供题) 

3．设 n。，n ，⋯，ii, 是 26个互不相同的 

正整数，满足： 

(1)每个 ni在十进制表示中的数码均属 

于集合{1，2)； 

(2)对任意的i、J，在 11, 的末位后添加若 

干个数码，不能得到 ． 
三 

试求∑S(n )的最小值，其中，S(m)表 

示正整数 m的十进制表示的各位数码之和． 

(付云皓 供题) 

4．设 G=G(V；E)是一个简单图， 是顶 

点集，E是边集，lVI=n．一个映射厂： Z 

称为“好的”，如果厂满足： 

(1) )=I E I； 

(2)将任意若干个顶点染成红色，则总 

存在一个红色顶点 ，使得f( )不超过与 

相邻的未染色的顶点个数． 

设 m(G)是所有好的映射厂的个数．证 

明：若 中每个顶点都至少与另外一个顶点 

有边相连，则 rt≤m(G)≤n!． 

(瞿振华 供题) 

5．给定整数 a．≥2，对整数 n≥2，定义 

口 是与 an-I不互质，且不等于 al，a2，⋯，a 一l 

的最小正整数．证明：每个不小于2的整数 

均在数列{a }中出现． (余红兵 供题) 

6．设整数 n(n≥2)，给定区间[0，1]中 

的实数 1， 2，⋯， ．证明：存在实数a0，a1， 
⋯

，a ，满足： 

(1)ao+a =0； 

(2)la l≤1(i=0，1，⋯，凡)； 

(3)I a —a l= (i=1，2，⋯，n)． 

(朱华伟 供题) 

参 考 答 案 

1．证法 1 如图 1，作出△ABC、△ABP、 

△ACP的外接圆，延长 AP交o0于点 D，联 

结 BD，并作出o0在点 A处的切线，分别与 

oD oD：交于点 、F，联结 BE． 

图 1 

易证△A们 ∽△A肋 j = AM
． 

又△ EAB∽△ PD ，得 = AE
． 
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所以， AM=而AE柳 
． 

同理，AF： ． 

因此 ，AE=AF． ① 

再分别作 01 E J_AE、02 F 上AF于 点 

E 、F ．由垂径定理知，E 、F 分别是 AE、AF 

的中点．故由式①即知A也是E F 的中点． 

在直角梯形 0 E F D2中， 即中位线 

所在直线，故它一定平分 0 0 ． 

证法 2 如 图 2，联结 AD 、DD。、 0：、 

O0。．记直线 

AO 与 线 段 

0 0：的交点 

为 Q．则 

0lQ 

Qo2 B 

= —

O
L~A

—
OOI 图 2 

Ls D0
， 

AB·O0I 

C·DD，’ 

其中， = sin ACB 
sin／ ABC。 

而／ 00。q= BAP= CAM， 

002Q=／CAP= ， 

则 = = sin Z BAM
． 

01Q sin ACM sin BAM 

QD2一sin CAM sin／ ABM 

AM BM BM 
’ 

‘ 

注意到 是BC的中点，则 0 Q=Qo：， 

故直线AO平分线段0 0。． 

2．记 = (o +aj) ， 

= ∑ n S = ∑ n k 1． 

对集合 类似地定义 、|s：、．s 

接下来用数学归纳法证明： 

S =S：(k=1，2，⋯，2 010)． 

由题设知， = 对任意的 后(k=1，2， 
⋯

，2 010)成立． 

易知 Tl=2 009S ，T，-2 009S：．则 

S。=S：． 

假设 ：1，2，⋯，t(t≤2 009)时，均有 

S =s1． 

考虑k=t+1的情况． 

(1)如果 t+1=2m是偶数，则有下面的 

恒等式 

= 2 009S2 +c (s1．2 一t+S2 一1．1)+ 

⋯ +C (S 一 
． 

+l+S +1
． 

一 1)+ 

C2in |s 
． ， 

．s1S2 
一 l=S2 +(S1．2 一l+S2 一I．1)， 

S2 
一

2=S2 +
．
(S2-2m一2+S2 ．2．2)， 

S = +2 

将 、S̈ Sk,l换成 、 ：、Js： 上述恒等 

式仍成立． 

由 = ，得 

2 oog(s2 一．s )+c (S1．2 一l+Js2 一1．1一 

S 】
，
2 一1一S 2 1)+．．‘+C (S _l1 +l+S +l' 一1一 

s，m一。， + 一5 +1。 一 )+C爪m(．s ． 一S，m。 )=0． 

① 

由归纳假设 

5lS2 一 1=|s：5 一1， 

S2S2 
一

2=|s ．s 
一 2， 

S S =Js，mS，m． 

故( 一 ： )+(S ．： 一。+S 一1．1一 

2 一1一s -I．1)=0， 

(Sz 一Js )+2(S ， 一Js，m， )=0． 

将上述等式代入式①得 

2 oo9(s2 一|s )一[cL(s~ 一s )+⋯+ 
’

c&- ( 一 )+÷c ( 一 )]=0， 
即 (2 010—2 一 )(S2 一5 )=0． 
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所以，S2 =Js ． 

(2)如果 t+1=2m+1是奇数，类似(1) 

可得 

+l=2 009S2m+l+c +1(．s1．2 +S2 1)+ 

⋯+C +1(S l+S +l_ )， 

Js1S2 =S2 +1+(Jsl +S2 m．1)， 

S2S2 
一 1=S2 +1+(S2-2m—I+52 _1．2)， 

SmS +1=S2 +1+(S ． +1+S +1． )． 

将 、S̈ Js̈ 换成 、5 、S _f’上述恒等 

式仍成立． ． 

由 +。=71： + ，得 

2 oo9(S2m+1一．s +1)+c (s1． + ．1一 

Js：，2 一Is ．1)+⋯+c +l(Sin,o,+l+5 +l， 
一 S，m． +。一．s，m+1． )=0． ② 

由归纳假设 

S S2 =S：S ， 

S： 
一  

= S S 
一 。， 

Js S + =5，m5 

故( +。一 + )+(|s ， + ， 一 ． 一 ， )=0， 

(．s2m+l一．s +1)+(Sm．m+1+Sm+1．m— 

Js，m⋯ 1一Js +1． )=0． 

代人式②得 

(2 009—2 )(S2 + 一5 +。)=0． 

故 S2 +1=s 

由数学归纳法知 s =|s 对一切的 ( = 

1，2，⋯，2 010)均成立． 

进一步，设 

( 一a1)( 一n2)⋯( 一n2 010) 

=  。 。+Al o09+⋯ +A2 o10
， ③ 

( 一61)( 一62)⋯( 一62 o10) 

=  ㈣ +B
1 
2 009+⋯ +B2 o10

． ④ 

则由牛顿公式知 

Js +A1S 
一

l+⋯ +A 
一 1．sl+kA =0( = 

1，2，⋯，2 010)， ⑤ 

Js：+B1S 一l+⋯+B̂一1s：+kB =0( = 

1，2，⋯，2 010)． ⑥ 

由式⑤、⑥，S =S：(Ji}=1，2，⋯，2 010) 

及数学归纳法得 

A =B ( =1，2，⋯，2 010)． 

因此，式③、④的右边恒等，故左边也 

相等，即A=B． 

3．对于两个十进制正整数 0、b，若在b的 

末位后添加数码可 以得到 0，则称 “a包 

含 b”． 

先证明一个引理． 

引理 给定一些互不相同的正整数 n ， 

n：，⋯，凡，，每一个 n 的十进制表示中的数码 

均为 1和2．若它们当中的任意两个互相不 

包含，则对于任意正整数 t，满足 S( )≤z的 

i最多有 F 个，其中，{F }是斐波那契数列， 

F1=1，F2=2，F +2=F +l+F (n≥1)． 

证明 对 t进行归纳． 

当t=1，2时，显然(t=2时，1和 11不能 

同时存在)． 

若对小于 t的正整数都成立，考虑 t的 

情况． 

不妨设 S( )，S(n )，⋯，Js(凡 )是所有 

不大于 t的S(n )，其中，凡。，n：，⋯，n 的首位 

为 1， ⋯ ， +2，⋯，凡f的首位为2． 

若 n ，n ，⋯，n 中有一位数，则其必然为 

1，此时， =1≤F ．若不然，则将 。，n：，⋯， 

首位的1去掉，剩下的数仍然互不包含． 

由归纳假设知 ≤ 

同理，f一_『≤ 

因此 ，Z≤F 一l十 一2= ． 

故对 t也成立． 

回到原题． 

设将题目中的 26改为 m后， S(n ) 
i=I 

的最小值为 m)． 

对于任何 m(m≥3)，由 m)的定义知， 

存在互不包含且各位数码均为 1或 2的正整 
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数／7, ，n ，⋯，n ，使得它们的各位数码之和 

满足∑S(n )=厂(m)． 

不妨设
．
max S( )=S(n )，且 n 是所有 

这些各位数码 和为 S(17, )的数中最大的 
一 个 ． 

由m≥3知 n 不是一位数． 

若 17, 的末位数字为 1，由17,，， ，⋯，n 互 

不包含知， 不在 n ，n。，⋯，几 中． 

注意到5( )=S(n1)-1． 

故 ，凡：，⋯，n 两两不同且各位数码 

之和 m)一1． 

由 m)的定义知， ，n ，⋯， 中 

有两个数，一个包含另一个． 

由n1，凡2，⋯，nm互不包含知，n2，n3，⋯， 

n 中有一个包含 ． 

不妨设 n 包含 ．则 凡 的各位数码 

之和至少比 的各位数码之和多 2(在 

后添加一个 l即为 n )，这说明 s(n：) 

>S( 1)，矛盾． 

因此， 的末位数码为2． 

若 rt1—1不在 n2，n3，⋯，n 中，则由于 

S( l一1)=S(n1)一1，故 n1—1，n2，⋯，n 两 

两不同且各位数码之和为-厂(m)一1． 

由 m)的定义知， 一1， ，⋯，凡 中有 

两个数，一个包含另一个． 

由于n ，n：，⋯，n 互不包含，故只能是 
一 1与某个 间存在包含关系． 

若ni包含 n 一1，由S(n 一1)=S(n )一1 

知，这个 n 只能是在 n，一1的十讲制表示的 

末位加上一个 1，即 ：10(nl一1)+1．凼 

此，S(凡 )=S( )，且 n >n ，这与 n 的定义 

矛盾． 

若 。一1包含某个凡 ，则 凡。也包含凡 (因 

n 与 一1仅是末位不同)，与假设矛盾．因 

此，n。的末位数码为2且 n。一1在 n。，n ，⋯， 

中． 

不妨设 ：= 。_1．考虑 ，n。，⋯， ． 

显然， 。，n ，⋯， 互不包含，—hi -一2也 

不可能包含 r／, ，n ，⋯，FI, 中的任何一个(因 

凡 包含 ，且包含具有传递性)．若 ，， 

n ，⋯， 中的某一个包含 (不妨设为 

儿 )，由于5( )=5( 。)一2，故n，只能 

是在 的末位后加上 l、2或 1l得到．但 

在 后加上 1、2分别构成 n 、n ，故只能 

有 l00． “ 10 9，但 |s( 

=S( )且 n >n。，与 的定义矛盾． 

因此， ，n，，⋯，n 互不包含． 

由／的定义知，它们的各位数码之和的 

总和应不小于 m一1)． 

故f(m)一5(n )一(5(n )一1)+(．s(n )-2) 

m一1)， 

即 ，n)≥ ̂(，n一1)+S(nI)+1． 

设 “是满足 F <m≤Fu的整数．则由 

引理知，S(n。)，S(n：)，⋯，S(n )中最多有 

， 个小于或等于 “一1． 

因此，S(n )≥“．由此即得 

，n)≥ ， 一1)+u+1． ① 

易知， 1)=1， 2)=3．于是， 
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26)=厂(2)+∑(，(i)-f(i一1)) 

= 2)+( 3)一-厂(2))+ 

己 5)一 3))+(．厂(8)一 5))+ 

( 13)一 8))+(‘厂(21)一 13))+ 

( 26)一I厂(21)) 

≥3+4 ×1 +5 ×2 +6 ×3 +7 X 5 + 

8 X 8+9×5(由式①) 
= 179． ． 

旦  

所以，∑ S(n )≥179． 

另一方面，由斐波那契数的性质易知， 

恰有 8个由数码 1和2组成，且各位数码之 

和为5的正整数(设为 口 ，n ，⋯，口 )，恰有 

13个由数码 1和2组成，且各位数码之和为 

6的正整数(设为 b。，b ，⋯，b ，)．在 0。，n ， 
⋯

，n 末位后各添一个2组成 8个新的数 C ， 

c2，⋯，c8，在 6l、b2、b3、b4、65的末位后添上 1 

和添上2各组成 5个新的数 d 、d：、d，、d 、d 

和 el、e2、e3、e4、e5． 

考虑 c1，c2，⋯，c8，d1，d2，⋯，d5，el，e2， 
⋯

，e ，b ，b，，⋯，6 ，这26个数，它们均由数码 

1和2组成，各位数码之和的总和为 

7 X 8+7 X 5+8×5+6 X 8=179． 

且没有两个互相包含(事实上，若有 包含 

Y，考虑到它们的各位数码之和都是 6、7或 

8，且各位数码之和为8的数末位都是 2，则 

应当恰比Y多一个末位，而将 d ，d：，⋯，d 和 

e1，e2，⋯，e5去掉末位后是 b。，b2，⋯，65，将 

cl，c2，⋯，c8去掉末位后是 01，02，⋯，口8，均不 

能与集合中其他数相同)． 

综上，∑5( )的最小值为179． 

4．对 中顶点的一个排序r：( 。， ：， 
⋯

， )，定义 ：l／ z如下： ( )等于排在 

之前的与 相邻的顶点个数． 

下面说明： 是好的映射． 

在计算∑ ( )中，每条边恰被计算一 

次，这是因为若 e E．E，设 e的两个端点为 

“、 E V，且 在r中排在 之前，则e在 ( ) 

中被计算了一次．故 

( )=I E 1． 

对任意非空子集 A (A中顶点染为红 

色，其余顶点未染色)，取 E A是在排序r 

下排最前的 中顶点．则由． 的定义及 的 

选取可知， ( )不超过与 相邻的未染色顶 

点数．这样， 便是一个好的映射． 

反之，若．厂： 一Z是任意的一个好的映 

射，接下来说明：一定存在至少一个 中顶 

点的排序r，使得，= ． 

首先，取 A= (同上，A中顶点染为红 

色，其余顶点未染色)． 

由条件(2)知，存在 E A，使得 

-厂( )≤0． 

将这些点中任一个记为 

假设已取出了 。， ，·一， ，若 < ，取 

A=V一{ ， ，⋯， }，由条件 (2)知，存在 

顶点 E A，使得 )不超过 ， ：，⋯， 中 

与 相邻的顶点个数．将其中任一个这样的 

记为 如此递推地将 中顶点排序为 

r=( l， 2，⋯， )． 

由上面的构造知f( )≤ ( )，对任意 

E 嘁 立． 

由I E I=∑ )≤∑ ( )=I E l， 

故，( )= ( )对任意 E V成立． 

如此证明了对任何顶点的排序r， 是一 

个好的映射，而任意一个好的映射一定是某 

{t． 

由于排序r一共有 !个，故 m(G)≤n! 

(两个不同的排序可能得到相同的映射)． 

下面证明：n≤m(G)． 

先假设 G是连通图，任取一个 E V，记 

为 1． 

由连通性可选取 ：E V一{ }，使得 

和U1相邻．接着可选取 E V一 ， }，使 

得 与 、 中至少一个相邻．继续下去，将 

I，中顶点排序为r=( ， ，⋯， )，使得当 
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2≤|i}≤n时， 与排在它之前的至少一个顶点 

相邻．于是， ( 。)=0．而对 2≤后≤ ，有 

( )>0． 

由于 可任意选取，这样便得到至少 几 

个好的映射． 
一 般情况下，可以把 G分成若干个连通 

分支 G。，G：，⋯，G ． 

由于每个顶点都至少与另外一个顶点有 

边相连，故每个连通分支的顶点数都不少于 

2，设这些连通分支的顶点数分别为 ，n ， 
⋯

， ≥2．对每个连通分支 Gf(i=1，2，⋯， 

)，至少有 个好的映射． 

易知，把每个 G 上的好的映射拼起来得 

到的是 G上好的映射．故 

，扎(G)>Inln2⋯n >in1+ + ··+irl, =n． 

综上，n≤m(G)≤n!． 

5．分三步来证明结论． 

(1)数列{。 }中含无穷多个偶数． 

假设数列{0 }中只有有限个偶数．则必 

存在整数c，使得大于c的偶数均不出现．这 

样，必存在正整数 m，使得当 ≥m时，0 均 

为大于c的奇数．因而，必存在 n >m，使得 

cI, 
。
为大于c的奇数，且 n +。>n ．(否则，从 

o 
，开始数列递减，矛盾)． 

设P是 口 ，的最小质因子．则P>13． 

由(0 。+l一0 ，0 。)=(口 +1
。

n 
。
)>1， 

得 口nt+1一Ctn，≥p 争血 +l；≥Ⅱn，+p． 

另一方面，Ct ，+P是大于 c的偶数，故 

0 +p在 o 。之前未出现． 

又(口 ．+P，口 ．)>1，故必有 口 l= 

口 +p，这是一个大于c的偶数，矛盾． 

(2)数列{n }中含所有偶数． 

假设结论不成立，设 2五是不属于{0 } 

的最小正偶数，{o ．}为{。 }中所有偶数所成 

的子列．由(1)的结论知，这是一个无穷 

数列． 

由于(口 2k)>1(2k∈{0 })，故由该 

数列的定义知 o⋯ ≤2 ． 

但{0 ．+。}是一个无穷整数列，矛盾． 

所以，数列{Cl, }中含所有偶数． 

(3)数列{0 }中含所有大于 1的奇数． 

假设结论不成立，设 2Ii}+1为最小的大 

于1的奇数，使得2 +1 {0 }． 

由(2)的结论知，数列{o }中包含一个 

无穷子列{el, }，使得其中每一项均为2Jl}+1 

的偶数倍．与(2)的证明同理 可知，o⋯ 。≤ 

2Jj}+1(i=1，2，⋯)，矛盾． 

综上，数列{ }含所有不小于2的整数． 

6．对任意口∈[0，1)，定义n的生成数 

列{0 }?：o女口下：口o=Q，对 1≤i≤n， 

若 0 一1>10，贝Ⅱel, 0 —l— i； 

若 CI,i—l<0，贝0口 =0 一1+ ． 

记 n)=口 ． 

由数学归纳法易知，对任意的i(o≤i≤ 

)，都有10iI≤1． 

若存在一个 CI,，使得 Ct)=一Ct，则考虑 

其生成数列口0=口，o 一，口 = n)=一o． 

显然，o。，n 一，0 满足(1)和(3)． 

又由0。，0 一，n 的递推式易知，它们满 

足(2)．从而，这样的口。，口 一，0 符合要求． 

故只要证明存在0∈[0，1)，满足厂(口)=一o． 

若某个口∈[0，1)的生成数列{n } ：。中 

至少有一项为0，则称 0为“间断数”． 
卫  

由于每个间断数必然能写成∑ ti 的 

形式，其中，t =一1，0，1，因此，间断数的个 

数是有限的． 

显然，0是间断数． 

设所有的间断数从小到大排列为 

0=b1<b2<⋯ <bm<1．
． 

先证明：对于任意的 (1≤ ≤m一1)， 

函数 口)在区间[b ，6 )上的解析式为 

，(0)= b )+(0—6 )． 

考虑 6 与 b 以及它们生成的数列． 

设 6 的生成数列为q。=6 ，q。，q ，⋯，g ， 

6 的生成数列为 I"0=6⋯ ，r。，r2，⋯，rn，且 

} ：。中第一个等于0的项是 rj． 
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构造数列 } ：。如下： 

S0 ： T0 ，SI ： r1 ， 

￡ r2 0，Sf+l= 一r2+1， 

Sn = 一 r ， 

即在 r 之前的项与 ri相同，之后的项是 ri的 

相反数． 

显然， }?：。满足 s。=6 ． 

对 1≤ ≤n，若s 1>0，贝0 s =s 一1一 ； 

若 s ≤0，则 s =s + (即变为逢 0则 

加)． 

下面用数学归纳法证明： 

qis >10，且 s —g ：b +l—b ． 

当i=0时，结论显然成立． 

若结论对 i一1成立，则 

q S ≥0，且 s —q =6 一b >O． 

这说明q I>0，s >0或 q <0，S ≤0． 

若是前者，则 q =q — ，s ：5 一 ． 

故 s —q =s 一1一q 一1=b +1一b ． 

同理，若是后者，也有 s —q ：b 一b ． 

如果 q s <0，则只能是 q <0<s ． 

取 6 =b +l—si=b％+(一q )∈(6 ，b +1)． 

考虑由6 生成的数列 。=b ， 一， ． 

由数学归纳法易知，对 0 ≤ ，有 
一  o — H0 

(q和 s在前面每一项都是同加或者同减， 

位于它们之间，递推式也必然与它们相同)， 

但这导致 u =s —s =0，即6 是间断数 ，而这 

与 6 6 是两个连续的间断数矛盾． 

故 g s >10，即q s >t0且 —q￡=6川 一6 

对任意0≤i≤ 都成立． 

由 6 )=q ，厂(b + )= =一 ，知 

b )+ b +1)=b 一6 

且由上面的证明知，对 6 <b’<6川 ，6’ 

的生成数列的递推公式应与{q } i=0、 。 

相同，即f(b )=-厂(b )+(6 b )，即前述 

的结论得证． 

最后 ，证明本题结论． 

若存在 ，使八b )=一b ，则结论已然成 

立；若存在 ，使f(b )=6 ，则考虑 6 的生 

成数列，将其中第一个0之后的每项都取相 

反数 ，得到一新数列 z。=b ， 一， =一b 

满足题目中的三个条件，此时，结论也成立． 

下设对每个 都有If(b )I≠b ，分两种 

情形讨论． 

【情形1】若l厂(b )I<b ，则由if(b。)I 

>b =0，知存在一个 后使得 

If(b )l>6 ， b +1)I<6 

由 )+ b + )：6 一6川 ，得 

厂(6 )一6 =一( 6 )+6 +。)<0． 

故 b )<一b ． 

由 b )+ b川 )=b 一b ，得 

f) )=6 一6 +1一厂(6 +1)>b 一26 +1， 

即 6k一2bk+1<I厂(6 )<一6 ． 

令 ．则 6 < ． 

故 b )=厂(b )+(b 一b ) 
： (b 一2b )+(6 一b )=一6 ． 

此时结论成立． 

【情形2】若If(b )I>b ，由于(b ，1)中 

没有间断数，故仿 照前面的推理易知，对 

6 ∈(b ，1)，6 的生成数列与 b 的生成数列 

应有相同的递推式． 

故有 b )= 6 )+(6 b )． 

由J／l≤1，得 6 )≤b ． 

故 b )<一6 ． 

因此，一1 b )<一b ． 

令 ．则 

bm- 

< = <1 

及 _厂(b )= b )+(b 一b ) 

= (6 一26 )+(b 一6 )=一b ． 

故此时结论也成立． 

(熊 斌 提供) 

智浪教育--普惠英才文库


